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NOTE 

Sur  la  généraium  du  nar faces  du  ueond  ardre  par  lee  Kgne$ 
du  second  ardre. 

VASL  «.  UDfTBÉBZO  «BVBII, 

Professeur.     , 


1.  Soient  trois  axes  rectongolaires  ox,  or,  oz  et  deaz 
ellipses  Terticales  ayant  poar  centre  commun,  l'origine  des 
oDordonnées. 

La  première  sitnée  dans  le  plan  des  x%  dont  les  équa- 
tions sont  : 

La  deuxième  sitvée  dans  le  plan  des  /z  ayant  an  a^ce  3c 
commun  ayec  la  preipière  et  dont' les  équations  sont  ? 

Un  plan  horizontal  2=^  coupera  généralement  les  dUipses 
en  quatre  points,  sayoir  :  l'ellipse  (i)  en  deux  poinU  déter- 
minés par       . 
^=r0,  z=h  et  c'x'+a-^'riraV,  d'où  x=±^l/^'— ^% 
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-^6  ~ 
et  l'dlipse  (S)  en  denx  antres  points  déterminés  par 

,    x=0,  z=A  etc*j''+6*A*s=6V,d'où^=±*V/ê'^^*. 

Imaginons  dans  le  plan  horizonta)  z^h^  ane  troisième 
ellipse  dont  c«p  ^atip  p9in|p  seipjent  1^  fopmi^ts,  fîlf  iura 
pour  équations  : 

on  plus  simplement  en  saimrimant  le  factenr  ---r*-  et  chas- 

w 

sant  le  dénomînatear  \ 

a-cy+6V;t;*=a*frV»— A*)  \ 

.  «==*  )  ^'^" 

En  faisant  Tarier  A  depnis  «^c  josqa'à  +^  Tellipse  (3) 
se  moayra  d'ane  manière  oontfnne  parallèlement  an  plan 
des  X,  pendant  qae  ses  qoadre  sommets  déoriront  les  deux 
eUipses  verticales  (1)  et  (â).  Elle  ragendrera  ainsi  one  sarfhoe 
dont  réqoaiion  résultera  de  Tâtmination  de  h  e«tr«  les  de«ix 
éqnatiims  (3)  et  s'obtiendra  évidemment  en  suhstitaant  z  en 
place  de  h  dans  la  première  de  ces  équations.  L'éqqation  de 
cette  surface  sera  dono  : 

^vy + vea?:=z  ab'  (c^—  2'), 

on  -^  -f*^  -f  -;  =s  1  ;  équation  de  l'eiy  ppoïde. 

2.  En  remplaçant  lea  eUipses  (I)  et  (2)  par  deux  hyperboles 
dont  l'axe  commun  2c  deyiendrait  Taxe  non  trafasvarse , 
c'e6t-è-4i«e  en  chageant  c'  en  — c*  dans  Içs  équations  (1)  (2), 
les  éqoatiomi  (3)  seraiept  remplpqéçs  par  ; 
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#t  reptémtaMiieiit  encore  «m  cMpieftti  on  iiitaiit  farier 
A  resterait  taïqcMirf  iierixeoUde,  et  dont  lee  eoBuiete  décri*- 
raient  les  deux  iQrper|)oles  verticales.  L'éqaation  de  la  sur- 
face engendrée  n'obtiendrait  en  remplaçant  h  par  z  dans  la 
première  des  équations  ci-dMIRI»  MWi  dOQIMyrdit  t 

ou  bien  '~t+^~^^=^)  éffi^tion  de  l'iiTperboloïdQ  à  uiie 
nappe. 

3.  Eq  ch^ingeant  d^ns  (1)  a*  en  —  a'  et  di^ns  (2)  b*  en  —b^ 
les  deux  ellipses  seraient  repiplacées  par  deui^  hyperboles 
ayant  Tai^ç  commun  2c  pour  axe  transyerse.  Les  équa- 
tions (3)  deviendraient  : 

et  représenteraient  encore  une  ellipse  qui  ne  serait  imagi- 
naire que  pour  de$  valei^r^de  h  comprises  çqtfe  -— c  et  +c. 
L'équation  de  la  surface  engendrée  serait  : 

ou  bien  ^,+^— L=>-.l,  équation  de  l'bypeilioloMe  à 

deux  nappes. 

4,  fin  reiiqAataat  k«  fOllHefi  (t)  «t  («  pai  d«M  1^^ 
verticales  : 

le  plan  z^\  donnera  quatre  points  dHntersectIon  qui  seront 
les  sommets  d'une  ellipse  variable  ayant  pour  équations  i 

et  z-sslJi. 
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L'eDipM  ne  sera  imaginaire  que  ponr  des  Taleors  négatires 
de  hy  et  Ton  aora  pour  équation  de  la  sarfaoe  engendrée  t 

î^*+jRX*— 2pjr«=0   ou \-*^=2z 

équation  du  paraboldde  dliptiqne. 

En  changeant  le  signe  de  q,  c'est-à-dire  en  supposant  que 
la  seconde  parabole  tourne  la  concavité  en  sens  contraire, 

X*    y* 
réquation  de  la  surface  oogendrée  serait '"^s  S  z  équa- 
tion connue  du  parabolcflde  hyperbolique. 

Noie.  C'est  ainsi  que  les  surfaces  du  second  ordre  sont 
construites  dans  le  Manuel  de  géométrie  (p.  360). 

Tm. 


NOTE  SUR  LES  ANNUITÉS  O- 

9BA  m.  O.  H.  VBVSVOIiOnLI, 

Répétitenr  an  collège  royal  de  Stint-Loaif. 


En  résolvant  pour  n  la  formule  ordinaire  des  annuités 
(a-<>)(t+rr==a(i),ontrouven=='^^~^^ 

Si  la  division  se  feit  exactement ,  on  a  le  nombre  d'années 
cherchées  ;  mais  s'il  y  a  un  reste,  que  signifie*t-il?  Car  il 
est  clair  qu'on  ne  saurait  prendre  un  nombre  fractionnaire 
pour  la  valeur  de  n,  la  formule  (i)  étant  construite  dans 
l'hypothèse  de  n  entier. 
Pour  lever  la  difficulté,  cherchons  la  formule  des  annuités 

— — <^"^— ^— — — — — — ^i— ^  'I  ■  ■■!■■■  1  — ^— !■■— — 

O  Voir  OioqnM,  1. 1,  p.  Tt.  Ite.. 


Digitized 


by  Google 


pour  mi  nombre  n  d'années  et  k  de  mois.  En  conservant  la 
même  notation  et  en  raisonnant  oonmie  pour  la  formule  (l) , 
ona  : 

e(l+rr(l+~)=a(l+rr(l+^)+a(l+rr^(l+ 

d'oà  ron  tire  : 

(a-Cr)(l+rr(l+^)=4i       (2), 

formule  générale  dont  on  obtient  la  formule  (1)  en  fai- 
sant i(:=sO. 
On  a  maintenant  la  Taleur  de  n 

loga— log(.ï— Cr)-log(l+-) 


A  = 


log(l+r) 

Gomme  n  doit  être  entier  eiqoe  l(^(l+r)>Iogri-| — V 
il  faut  que  le  reste  R  provenatit  de  la  division  de 
logfl-iog(a-Cr)  par  ioRd-f)  80ît  égal  à  Ï08(l+^). 

c'est-à-dire  qu'on  ait  ^=^logf  i-f. /Y 

Ainsi ,  V(âà  la  signification  dir  r^te  lonqu'en  cherchant 
n  par  la  formule  {%),  la  division  ne  donne  pas  un  quotient 
entier. 

Alors,  pdur  avoir  le  .nombre  de  mois  k ,  on  détermine  le 
nombre  N  qui  a  R  pour  logàrfthme,  et  il  vient  : 

4  1*''     tir    -1.  '  L     (N-l)12 
^J2=N,  d'ou*=' j^ — . 

Quand  le  reste  R  est  nul,  on  a  l^(^"*-f5)=^' 
d'où  ilsO. 
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J'ai  employé,  suivant  INisage,  la  jfrùgn9é(m  géoné*- 
trique  pour  trouver  la  fonoule  des  aunuités»  mais  ou  sail 
qu'il  y  a  UQ  moyen  plus  simple  de  Tobteoir.  Je  demande  Ja 
permisiion  de  le  rapporter  id. 

Une  annuité  est  une  rente  payée  pendant  n  années  ;  son 
capital  peut  être  considéré  con^me  la  différence  des  capitaux 
de  deux  rentes  perpétuelles  dont  la  première  commence  au- 
jourd'hui et  la  seconde  après  n  années  seulement.  Or,  tm 
appelant  r  les  intérêts  d'un  frapc^  le  ca|tttal  de  la  rente  i 
perpétuelle  a  qui  commenec  aujourd'hui  est  représenté  par 

-;  celui  de  la  rente  perpétuelle  a  qui  commence  après  n 

années  seulement  est    ,,  .    ,,  :  donc  le  capital  C  de  l'an- 
nuité  a  sera  : 

^="-  —  377-^  0»  bien  (^— Cr)(i+rr«=  a. 

Ce  qui  est  bien  la  formule  (1).  On  trouvera  de  même  la 
formule  (2)  (•). 

PROBLÈME  13|  (t.  V,  p.  671). 

La  surface  d'un  cylindre  oblique  à  base  circulaire^  est  * 
équivalente  à  celle  d'un  rectangle ,  dont  un  c6té  serait  le 
diamètre  du  cercle ,  et  l*autre  côté  la  circonférence  d'une 
ellipse  ayant  pour  axes  la  hauteur  et  Taréts  du  cylindre. 

fBRINKLBV). 
9A3Bk  m.  MS9A&» 

élève  de  l'École  normale. 


Fig.  3.  Faisons  paçseï^  par  l'axe  du  cylindre  un  planOoKM 


n  Voir  Huet ,  l.  V,  p.  3«.  T*. 
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perpendicQlajre  à  eeloi  de  sa  base*  Soit  Od l'axe  =  a,mi 

h  h  hauteur,  considérons  un  élément  da  cylindre  compris 

entre  deux  arêtes  m^,  ni^\ 

Son  aire  sera  -. 

mm!  X  m^tàiï\unml 

mm'sssds'y   my^rsia^ 

d(Mic  Faire  da  parallélogramme  élémentaire  est 

ad$X?iax\mm\ 

Menons  la  droite  mR  tangente  an  cercle,  elle  est  la  trace  du 
plan  tangent  sur  le  plan  de  la  base.  Menons  mL  parall^e  à 
OM;  nous  aurons  un  triédre  dont  les  trois  arêtes  soqt 
m(jL,  mL,  mR  rectangle  en  mL^  et  en  supposant  une  sphère 
décrite  de  m  oomme  centre ,  on  obtient  un  triangle  sphériq[Qe 
dans  lequel 

COS  (Amm'=coSfimI^  XCOSlmR  ;^ 
or 

sinfiinL=-,     cosLmRs^--.;  ' 
a  09      ■ 

par  conséquent  Vaire  du  parallélogramme  élémentaire  a 
pour  expression  : 

V  —  3? 

Par  «HUéqbent  cette  expression  devient  : 

pqsoqs    x^rûa^y    d'où    dar=5rcos<p«et elledeyienti 


Digitized 


by  Google  • 


—  12  — 

Si  on  intègre  celte  expression  depuis — -  jnsqa'à -\-^ot  qu'on 
double  Tintégrale,  on  aura  Faire  cherchée 

A=2r\     «if\/A*+(a*— *')8in>  = 


dipV/rt*— («-^•)C0«>. 


Or  l'intégrale  représente  précisément  le  périmètre  d'nne 
ellipse  dont  les  axes  seraient  a  et  &  :  donc  le  théorème  est 
démontré. 

Note.  On  a  la  prc^rtion  -  =::  — ^  ;  donc  Tellipse  qni 

a  pour  «MAi  et  ^x ,  est  semblable  à  Tellipse  qni  a  ponr  axes 
firsinset  âr,  à  l'ellipse  are  droit;  lenrs  périmètres  sont 
donc  dans  le  rapport  de'  2r  :  a^  donc  le  théorème  est  dé- 
montré. Tm. 

•Oi^peut  arriver  aa  même'  résultat,  de  la  manière  sntvante  : 
Considérons,  /!g.4,  toujours  le  plan  qni  passe  par  l'axe  du 
cylindre,  et  est  |ftrpeAdi(ulfiire  au  plan  de  la, base. 

Par  les  points  B  et  B',  menons  dçiix  plans  perpendiculaires 
à  Taxe  ;  ils  couperont,  l'un  Iç  cylindre ,  et  l'autre  le prolon-- 
gement  du  cylindre ,  suivant  deux  ellipses  égales  et  paral*- 
l^es  ;  et  il  est  aisé  de  yfiiv  que  la  flgnre  AB6  a  la  même  sur- 
face que  là  figure  MVC  ;  donc  le  cylindre  de  BC  et  de 
hauteur  BB' ,  a  la  même  surface  que  le  cylindre  proposé  ; 
or  ce  dernier  cylindre  a  pour  mesure 

Périm.BGxBB'$ 
donc  aussi  le  cylindre  proposé  a  la  même  mesure. 
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Ainsi  Taire  est  égaleà  oelle  d'un  rectangle,  qui  aurait  pour 
haateor  la  géoàratrioe  a  du  cylindre ,  et  poor  base. le  péri- 
mètre d'une  ellipse,  dont  les  axes  sont  : 

2r  et   2r8ina. 
L'équation  de  cette  ellipse  esty  sin'a-f  jc^ = r^  sin'a  ; 
donc 

.       rfx  %    /r'sin*a  +  ar'cos« 
sinaV       /^sin"a— x*      ' 

posons:  x=rsinasinfy 

et 

dt  =rdfVi  — COS*a.  COS'f  =:  rrf(j>  \   /  1 p-  COS*<?. 

Le  périmètre  total  sera  donné  par  l'intégrale 

K 

et  la  surface  du  cylindre  a  pour  CKpressîQn  : 

r^5 

A      <i^  V/a*— (a'  — À')cos'<p , 

""3 

expression  identique  à  celle  4U9  l'on  a  trouréad-dessus,  et 
dont  on  déduirait  la  même  conèéquencq. 

Dans  le  cas  où  la  base  du  cylindre  serait  ujpe  ellipse,  dont 
les  axes  seraient  A  et  B,  en atueait  : 


2r 


Digitized 


by  Google 


- 1*  - 

Sc=4«p(^V^B'8lii'k-'  (B*  •!«>«-.  A*)  iin*(p, 

S 

s  =4  p  ^  v/B'^*—  (ffA»  —  AV)  sin> , 


ou 


s  =4  f ' rf<p V^ AV — (A'«' — ffA'J C08*f ; 

formule  qui  redoniierAU  la  précédente  si  on  avait  A =&=:n 
On  peut  récrire  : 

et  l'ellipse  baatenr  du  rectangle  aurait  pour  axes  aet-jrh, 
La  hauteur  de  ce  rectangle  serait  A. 


SOLUTION 
D'uni  proRèmi  ^algëfre  sur  les  mélënges. 

9JÙL  X.  ÉxauD  corov, 

Bachelier  es  BoienAes  et  professeor  de  mathémaUquei  à  Orléans. 

On  a  deux  vases  d'égale  capacité  prise  pour  unité  ;  le  pre- 
mlfit  f]àn  d'eâ%  et  le  second  plein  de  vin,  à  -  prés  (c'est-à* 

dire  que  les seulement  du  deuxième  vase  sont  pleins  de 

n 

vin,  la  n^i^  partie  est  vide).  On  remplit  le  deuxième  vase 

avec  de  l'eau  du  premier,  puis  on  remplit  le  premier  avec  le 
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mUÊsage  do  dewdëiie  pute  on  roni^it  le  deaziiiM  arec  le 
mélange  4û  pmmt  et  atei  de  loite  altornatiTemeiit.  On 
demande  ce  qa'il  y  aura  d'eau  et  de  vio  dans  chaque  vase, 
après  (^  opérations? 

Il  est  bieo  entend»  que  dans  œ  prottlème,  comme  dans  totM 
ceux  de  ce  genre,  on  fait  abstraction  des  circonstances  phy- 
siques. Ainsi  on  suppose  qu'il  ne  se  perd  pas  même  une 
goutte  de  liquide  à  chaque  opération,  et  que  le  volume  du  mé- 
lange est  égal  à  la  somme  des  volumes  des  liquides  mélangés. 

Il  faut  d'abord  distinguer  deux  cas,  selon  que  (^  est  pair  ou 
impair.  On  voit  en  effet  qu'après  un  nombre  pair  d'opéra- 
tions ,  c'est  le  premier  vase  qui  est  tout  plein ,  le  deuxième 

n'est  plein  qu'à  -près.  C'est  l'inverse  après  un  nombre  im- 
pair d'opérations.  Remarquons  ensuite  que  la  quantité  d'eau 
contenue  dans  les  deux  vas^  est  constanteet  égale  à  1  (capa- 
cité commune  des  deux  vases)  ;  et  la  quantité  de  vin  contenue 

dans  les  dent  vases,  aussi  constante  et  égale  à  -^ — ==p. 

C^  podé ,  soit  hm ,  ce  que  contint  de  vin  le  premier  vase, 
après  2/71  opérationi9  -,  ce  nomtee  d'opérations  ét^nt  pair,  le 
premier  vase  est  totit  plein-,  donc  il  contient  (i—A:2ffi ][  d'ean 

et  le  deuxième  vase  qui  n'est  plein ,  lui ,  qu'à  -  près ,  ren- 
fermera alors  !  (p*-*2ii)'^  et  km^^y  ittUsque  la  quanUté 
totale  de  vin  est  p.  et  que  celle  d'eau  est  1.  Ce  qui  nous 
montre  déjà  qu'après  un  nombre  pair  d^opérations,  il  y  aura 
toujours  autant  d'eau  dans  le  deuxième  vase  que  de  vin  dans 
le  premier. 

Passons  à  Topération  suivante,  la  (2/w+l)^«. 

Le  premier  vase  ne  contiendra  plus  que  kam  de  vin ,  di- 
minué de  ce  qu'on  verse  dans  le  second  vase ,  c'est-à-dire 

diminué  de  -  X:2m  ;  ce  qui  fait  en  résultat  pk2m  :  de  même  il 
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lle contiendra  plus  qae  pli— km)  ^^\  et  quant  an  second 
tase ,  qui  sera  maintenant  tout  pletn,  il  contiendra  : 

p-^kméd  vin  =/>(!— ij»), 
et  en  eau  :        i^p{i^km)  =-+p^9ii« 

On  YOit  par  là  qn'après  nn  nombre  impair  d'opérations, 
il  y  aura  toujours  autant  de  vin  dans  le  second  vase  que 
d'eau  dans  le  premier,  ce  qui  est  l'inverse  [de  tout  à  l'heure. 

Enfin  voyons  ce  qui  arrive  après  l'opération  suivante»  la 

Le  premier  vase,  qui  est  tout  plein  alors,  contient  en 
vin  :  pk2m  qu'il  avait  d'abord ,  plus  ce  qu'on  lui  a  ajouté 

du  deuxième  vase ,  c'est-à-dire  -  (1— ^am)»  ce  qui  fait  : 

n 

*^  n     n 

On  trouverait  de  même,  que  la  quantité  d'eau  de  ce  premier 
vase  est  actnellement  :  p  li—piom]  -j — ;  »  et  que  les  quan- 
tités d^eau  et  de  vin  du  second  vase  sont  respectivement  : 

Du  reste  ces  trois  dernières  expressions  n'ont  pas  besoin 
d'être  connues. 
En  résumé,  nous  avons  : 
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quantité  totale  constante  d'ean  :  =1. 


Nombre  d'opératibiiB. 


devin  :  =05  p  <i,  car  /?= , 


2/»,  ^2111.  1-^*»». 

2w+i.         p*2m.  /^(l— *2«). 

2m-fa.         Prj+P*2mJ-       /»(l— M2«ij+;jî. 

2*Tase. 
2ot,  jP— *mi.  *îim. 

2m+2.         p»(l-A:2i,,).  >(^+J»*2m). 

Et  si ,  maintenant,  nous  faisons  snccessiTement  : 
msaO.  1.2.3. 4 

Noos  formerons  les  denx  tableaux  suivants,  dont  la  loi  est 
manifeste  : 


*«« 


71  n 


n  '  /»  ' 

Le  numérateur  de  Aar  est  la  somme  des  termes  d'une  juro- 
gression  géométrique  décroissante  dont  la  raison  est  p*. 
et  ce  numérateur  pourra  s'écrire  i] 

AM.  m  UATStMAT.  TI.  ^ 
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De  sorte  qtie  :         k^=il^Z£j, 

71—1  1  ^ 

D'ailleurs  :        ==p,  d'où  nss:,— • 

n      '^  1— /> 

'  Donc  :  •  71(1— p») =-—£1=14.». 

l—p 

Donc  en  déflnWve  :  *2r^4n^^- 

On  trouvera  de  même  :  *2r+i=^  .  .        « 

Ce  qui  est  évident  4  priùri ,  pui^e  A2r+i=/''^2r*  • 

Maintenant  qu'on  a  la  quantité  de  vin  du  premier  vase, 

il  n'est  pas  difficile,  d'après  ce  qni  précède,  d'avoir  les 

trois  autres  ré^uUals  demandés»  et  on  arrive  aux  formi4es 

suivantes  : 

i*r  Tase.  3«  Taie. 

«{».  .  «an.  ol».  0CW. 

aropéraUon..  £^.    1^^.   i^^.     £^. 

*i-p        *+/»        *+/'  *+/» 

^+*  »^-  -ï+r-  ~ï+r*  ""HT"'  w" 

Comme /F  est  <1,  les  puissances  de  p  vpnt  en  décroissant  ; 

et  si  nous  supposons  •.  2r=(» ,  et  2r-}-l=â9  ;  alors/?"*" =0, 

et  nous  auTOps  aipsi  les  limites  vers  lesQUelles  convergent  les 
quantités  de  vin  et  d'eau  de  chaque  vas««  à  mesure  qu'on  fait 
un  plus  grand  nombre  pair  ou  impair  dlopérations;  ces  li- 
mites sont  respectivement  dans  l'ordre  des  C(lr|l^lies  précé- 
dentes 

p    fin.        1     eM.       B>  Tin.        27    ««•  „.   ^   ,        . 

7^       •— —       jY-       7T^      pour  rmfini  pair. 

1+P       i+P        i+P       i+P 

p*  Tin.        p   eau.       »   tIil       \     eau. 

et  ~—       -^—       -V-       rn —      PO'^r  IMnfinI  impair, 
t^p       i-hp       i+P      i+P      ^ 

On  peut  se  proposer  de  trouver  au  bout  de  combien 
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d'opérations ,  en  nombre  pair  oa  impair,  l'an  des  liquides 

de  l'on  des  vases  est  rédnit  à  -.  Cherchons  par  exemple,  au 

bout  de  quel  nosabre  pair  2x  d'opérations ,  la  quantité  de  vin 

dn  iNreniier  vase  sera  - .  Ona  :  k^x^—. 
9  9 

Cest^iw:  ?^^=^; 

d'où  P9—p*'^9=^+Pi 

9  9 

d'où  (2jr+i,)log;»=log(p(î-l)-l)-logî; 

donc  enfin .  ;»:,»«gtp(?-l)-i]-log?-log/> 

VULogp 

L'expression  p^^=J^  "^  nous  montre  que  q  ne 

peat  ^aler  2;  car  alors  p{q—\) — i  serait  négatif  puisque 
p<ii.  Il  n'y  anra  donc  jomaiê  autant  d'eau  que  de  yin  dans 
le  premier  vase ,  après  nu  nombre  ptâr  d'opérations.  Plus 
généralement,  on  Yoit  que  la  question  n'est  possible  qu'au- 
tant que  p{q—i)>iy 

ou  ?>— ^»ou  enfin  -<rT-- 

P  i     ^+P 

m  • 

Ce  qui  était  évident  à  priori ,  puisque  --j-  est  la  limite  vers 

laquelle  tend  la  quantité  de  Tin  du  premier  vase  à  mesure 
qu'on  fait  un  plus  grand  nombre  pair  d'opérations. 

On  peut  reprendre  le  même  calcul ,  ponr  un  nombre 
impair  SJr+i  d'opérations,  et  on  trouvera  : 

log[p(;?y— i)-l]— logg— 2log/y 
21ogp 


Digitized 


by  Google 


—  »  — 

Et  pour  la  poMibilité  il  fant  : 

-  ne  sera  donc  encore  ici  jamais  =s  - ,  comme  dans  le  eas 

précédent. 

Les  calculs  ne  seraient  pas  plus  difficiles  pourFean  de  cha- 
que Yase  ou  pour  le  vin  du  deuxième  yase. 

4 

Application  numérique.     /»=-;  2r=:1000.  On  troa- 

o 

vera  :  Ariooo =- ,  à  moins  d'une  unité  décimale  du  97^>^ 

'  est  la  limite  donnée  par  la  formule  7—-,  et  r-  est  la  li- 
mite  pour  un  nombre  impair  d'opérations,  donnée  par  la  for- 

—a 

mule  -4-  • 
i+p 

Enfin ,  on  trouvera  qu'il  faut  faire  environ  |4  opérations 
pour  que  la  quantité  de  vin  du  premier  vase  soit  : 


"(V) 


et  qa'iletffaat  f^  5  environ  poorqae  cette  quantité  Mit  : 
17_^   1         16 


8i     /81\ 

[nj 
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THÉORÈME  SUR  LE  PENTAGONE. 

ûmdManê  nécessaires  e$  suffisantes  pour  qu'un  polygone  de  m 
e&Us ,  soU  circonscrit  â  une  conique. 

VJJt  M.  PAITL  8H 

élère  en  mathématiqaes 


I. 

Théorème  sur  le  Pentagone. 

Cinq  droites  situées  dan»  un  même  plan ,  forment  généra- 
lement cinq  quadrilatères  ;  dans  chacan  d'eax  l'on  oonstrait 
la  droite  qui  passe  par  les  milieux  <ies  diagonales  ;  et  les 
dnq  droites  qae  Ton  obtient  ainsi,  concourent  au  même 
point 

i.  Ce  théorème  se  déduit  immédiatement ,  comme  le  re- 
marque M.  Terquem  (lY,  p.  545],  do  théorème  de  Newton , 
sur  le  lieu  des  centres  des  coniqnes  inscrites  à  un  quadrila- 
tère, et  delà  considération  d'un  pentagone  circonscrit,  dans 
lequel  on  retranche  successivement  chaque  côté ,  en  prolon- 
geant les  deux  adjacents.  M.  Terquem  recommandant  aux 
élèves  de  démontrer  directement  cette  proposition ,  en  voici 
une  démonstration  qui  n'exige  que  peu  de  calculs,  et  dans 
laquelle  on  fait  abstraction  de  toute  coniqaeA^i^ilidire. 

2.  Lbmmb.  Dans  tout  quadrilatère  complet,  les  milieux  des 
trois  diagonales  sont  en  ligne  droite. 

3.  Démontrons  d'abord  la  proposition  pouf  trois  des  qua- 
drilalères  formés  par  les  cioq  droites,  oes  trois  -quadrila- 
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tères  ayant  tous  leurs  sommets  sur  les  côtés  d*un  même 
angle. 

Fig.  i.  Soient  0¥  et  OX  deux  des  cinq  droites  que  nous 
prenons  pour  axes  des  coordonnées  ;  et  soient  AB,  A,B„  A,B. 
les  trois  autres  droites  qui  forpaent  dans  l'angle  YOX  et  ayant 
leurs  sommets  sur  les  cùtés  de  cet  angle,  les  trois  quadrila- 
tères AB,,  AB.,  A,b,  (en  désignant  chaque  quadrilatère 
par  le  système  des  lettres  de  deux  sommets  opposés)  ^  soient 
a,  a,^a^;  b^  fr.>  ^.9  les  distances  à  l'origine  des  sommets  des 
quadrilatères.  Désignons  en  général ,  par  T^ab^  la  droite  qui 
passe  par  les  milieux  des  diagonales  du  quadrilatère  AB.  ,  et 
prenons  les  équations  des  trois  droites  Da&,,  Da6,,  DixA- 

Da*,,    (2)    (a-aJ^  +  (*-*.)x+2èz:f*«t0. 

DaA,   (3)    (a.-aJ^+(*.-6Jx+f:^^'  =  0. 

Or ,  si  l'on  retranche  l'équation  (1)  de  Téquation  (2),  on  re- 
trouve l'équation  (3),  donc  les  trois  droites  Da£,,  Dafr,,  DaA 
concourent  au  même  point. 

Remarque.  Cette  démonstration  s'applique  évidemment  à 
chacun  des  systèmes  de  trois  quadrilatères ,  qui ,  formés  dans 
les  angles  L  et  M>  ont  leurs  sommets  sur  les  c6tés  de  tes 
angles. 
:    &.  Soient  donc  d'après  le  paragraphe  précédent. 

(a)  N  le  point  de  concours  des  trois  droites 

Dtf».,  J}ab^,  D^A,  dans  l'angle  TOX. 

[b)  N'  k  point  de  concours  des  trois  droites 

DaA,  Hbjn^  Da^,  dans  l'angle  KLM. 
Pour  ce  qui  est  des  4oadrila1drès  de  l'angle  BML,  nom  y 
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troOTOfid  :  i""  le  système  des  dcUl  droites  KA.L,  AA,A,,  dofit 
les  deat  diagonales  itkimêdiâtcs  âont  lés  drditeii  KA„  AL; 
Éiais  la  droite  ^ui  passe  par  les  tdllletll  des  deaitdlàgonalei 
KA,,  ÂL,  passe  aussi  par  le  miliea  de  la  diagonale  A,M  j 
donc,  au  lien  de  considérer  la  droite  qui  passé  par  les  milieux 
des  fflagonaleâ  dti  Systèttie  des  dent  droites  KAJ4,  AA^,, 
nous  pooYons  cobsidére^  Ik  droite  qnl  passe  pai^  les  ttiiUeoi 
des  diagonales^a  quadrilatère  A|1M[|  on  Da^m  qui  est  la  même 
droite.  V  De  même ,  relativement  au  second  système  des 
deux  droites  KB^L,  BB,B.,  au  lieu  de  considérer  la  droite 
qui  passe  par  les  milieux  de  BL  et  KB,,  nous  considérerons 
la  droite  qui  passe  par  les  milieux  de  B.M  et  KB, ,  ou  J^b/n^ 
qui  est  la  même  droite.  3^  Enfin  dans  le  troisième  quadrilatère 
nous  trouvons  pour  la  droite  qui  passe  par  les  milieux  des- 
diagonales ,  "ùab^ ,  et  soit  : 
(c)  JN"  le  point  de  concours  des  trois  droites 

Da^/T»!  D6/IS,  Da6,. 

Comparant  maintenant  les  lignes  (h)  et  (c) ,  nous  voyorië 
que  les  deux  points  N'  et  N"  sont  les  mêmes  ^  ou  qm  N"  n'est 
autre  que  N' ,  et  que  de  plus  t 

{d)  Les  quatre  droites  Dâ6,,  BaA»  Dii,m,  Dfr,ii»>  O0n« 
courent  au  point  N'. 

Mais  déjà  {a)  les  deUx  droites  Dafr«,  DoA»  conooareiit 
avec  Ba6.  en  M,  donc  le  point  N'  n'est  antre  4ué  Ite  poitit  K^ 
et  les  einq  droites 

Dafr, ,  Dii t. ,  Dtf ,S. ,  îiàjni ,  tSbfti  ^ 
coiicourent  au  mèfcne  point  N.  ' 

Conf^mncis. 

5.  !•  Pour  rbexagone  drcotiscrlt.  Su  prcnàiii  les  six  c6tei 
d'ttn  hexagone  circonscrit  quatre  à  qlmtre ,  oïl  (brUie  fttiinxti 
quadrilatères  ;  dans  chaeitti  d'eux  Ton  construit  ta  droite  qut 
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passe  par  le  milieu  des  diagonales;  les  quinze  droites  ainsi 
obtenues  concourent  en  un  même  point.  2""  Pour  un  poly- 
gone circonscrit  quelconque  de  m  côtés  ;  dans  chacun  des 

— î: [\^.   quadrilatères  que  Ton  peut  former 

en  prenant  les  m  côtés  quatre  à  quatre ,  Ton  mène  la  droite 
qui  passe  par  les  milieux  des  diagonales  ;  ces 

m(m-^i)m — â)  (m — 3) 
1.2.3.4 

droites  concourent  en  on  même  point,  centre  de  la  conique 
inscrite. 

6.  Les  réciproques  sont  vraies.  Il  sufBt  évidemment  de 
démontrer  la  térité  de  la  réciproque  pour  l'hexagone  seule- 
ment. 

TifÉoaAifB.  Si  dans  les  quinze  quadrilatères  que  forment 
les  six  côtés  d'un  hexagone,  les  quinze  droites  qui  passent 
par  les  milieux  des  diagonales,  concourent  en  un  même  point, 
l'hexagone  sera  ciroonscriptible  à  une  conique. 

Soit  [fig.  2)  0  le  centre  de  la  conique  inscrite  à  dnq  des  six 
côtés,  le  côté  excepté  étant  AF.  Par  le  point  A  menons  à  cette 
conique,  une  tangente  A/,  que  nous  supposerons  diSërente 
de  AF  ;  et  AB ,  BE ,  EF  étant  trois  côtés  quelconques  du 
pentagone  circonscrit ,  considérons  les  deux  quadrilatères 
AJBEFetAB^. 

Les  deux  droites  qui  passent  par  les  milieux  des  diagonales 
de  ces  deux  quadrilatères ,  doivent  par  hypothèse  et  par 
construction  passer  :  1*"  par  le  centre  0  de  la  conique  inscrite; 
2*  par  le  milieu  m  de  la  diagonale  A£  commune  aux  deux 
quadrilatères.  Donc,  ces  deux  droites  doivent  se  confondre  ; 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  droite  mn  qui  passe  par  les 
milieux  de  AE  et  de  FB  devrait  divistr  la  droite  AF  en 
deux  parties  égales;  et  pour  cela  il  faudrait  que  mn  fût  pa«- 
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rallèle  à  FE,  ou  ce  qui  revient  au  même  que  les  deux  côtés 
âB  et  FE  fussent  parallèles. 

Donc  déjà  la  proposition  est  démontrée  pour  le  cas  où 
l'hexagone  proposé  n'a  pas  deux  côtés  parallèles  séparés  par 
un  seul. 

En  second  lieu ,  s'il  existe  dans  l'hexagone  un  côté  non  ad- 
jacent à  deux  côtés  parallèles,  agissant  pour  ce  côté  comme 
nous  yenras  de  l#faire  pour  le  côté  AF,  nous  ferions  yoir 
que  la  com'que  tangente  aux  cinq  autres  côtés,  est  aussi  tan- 
gente à  ce  sixième. 

Enfin  il  est  facile  de  voir  qu'A  n'y  a  que  le  parallélogrammis 
élroonscrit ,  dans  lequel  deux  côtés  parallèles  ne  soient  sé^ 
parés  que  par  un  seul  côté. 

Donc,  si  dans  un  hexagone,  etc.,  etc....,  l'hexagone 
sera  drconscriptiblc  à  une  courbe  du  second  degré. 

7.  Enfin  il  est  clair  que  de  l'hexagone ,  la  proposition  réci- 
proque s'étend  au  polygone  de  m  côtés. 

Donc ,  pour  qu'un  polygone  de  m  côtés ,  soit  circonscrip* 
tible  à  une  courbe  du  second  degré ,  il  fout  et  il  saflSt  que 
les  droites  qui  passent  par  les  milieux  des  diagonales  de  tous 
les  quadrilatères  que  l'on  peut  former  avec  les  m  côtés  do 
polygone,  concourent  tontes  au  môme  point,  et  ce  point 
sera  en  outre  le  centre  de  la  conique. 


PROBLÈME  137  (T^  V,  p.  671). 

9JJI   ».  OASUStt  MB  BAJOR , 

élève  de  rinitilnaon  Earbet. 


L'enveloppe  des  bases  de  tous  les  triangles  rectilignes  qui 
ont  un  angle  commun  et  même  périmètre  est  un  cercle. 
Même  propriété  pour  les  triangles  sphériques. 


Digitized 


by  Google 


—  as- 
soit ABC  un  triangle  ayant  le  périmètre  donné ,  et  l'angle 

donné  A.  Daqs  cet  angle  menons  la  circonférence  0  exinscrite 

an  triangle  ABC. 
Et  soient  D,  G,  F  les  points  de  contact  sur  iei  côtés  AB , 

BC ,  AE,  nous  aurons  : 

BD=BG;    GC»GE; 

si  on  désigne  pâf  2p  le  t'êi'iMètre  cotibtant  dti  iHttdglé ,  M 
anra  : 

AD-|-AE=2p;  de  plus  comme  AD  =AE;    AD  =  -^  =  p; 

tant  que  le  troisième  côté  dii  triangle  sci*a  langent  au  cercle 
O,  on  aura  :  AB+ BC+ AC  =2AD  =  2/?,  et  dès  que  fit  ces- 
sera d'être  tangent  au  cerclé  0,  cette  relation  cessera  de 
subsister,  car  alors  on  pourra  ex-inscrire  un  cercle  diBerent 
de  0 y  et  par  suite  la  tangente  menée  par  le  point  A  cessera 
d'être  égale  à /?. 

Les  troisièmes  côtés  des  triangles  qui  satisfcmt  à  la  question 
étant  tous  tangentes  au  cercle  0,  il  s'ensuit  que  le  x^erde  Ô 
est  leur  enveloppe. 

Considérons  un  triangle  sphérique. 

Nous  pourrons  appliquer  la  même  démonstration ,  âl  nous 
parvenons  à  démontrer  que  les  arcs  de  grands  cercles  tnenés 
d'un  même  point  tangentiellement  à  un  petit  cercle  sont 
égaux. 

Or  cette  égalité  se  démontre  comme  celle  des  tangentes 
rectilignes à  un  cercle,  is^es  d^tin  même  pdltit^  donc,  etc. 
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NOTE 
Sur  la  méàwde  des  isopérimêtres. 


élère  da  collège  de  La  Rochelle. 


La  méthode  des  isopérimètres  apprend  qae  si  R  et  r  re- 
présentent le  rayon  et  l'apothème  d'an  polygone  jrégolier  de 

n  côtés,  r^=  -—  et  R's  KrP  ,  donnent  lés  talenrs  de 

l'apothème ,  et  dn  rayon  d'un  polygone  régulier  isopérimètre 

de  2n  côtés.  Or,  en  faisant  la  différence  R'— r^,  on  arrive  à 

prouver  après  des  calculs  où  entrent  des  radicapx  quei 

R— r 
B!  -*r^  < — p-.  Le  même  thëoftaie  petit  se  fidre  T<rir  dirëo- 

tement  par  la  géométrie. 

En  effet  (fig.  5} ,  soit  AB  le  côté  du  polygone  régulier  de  n 
côtés,  et  A'B'  celui  du  polygone  régulier  et  isopérimètre  de  Sa 
côtés,  on  aura  :  Co=R,  oH=r,  A'o=R',  oF=/^., 

Du  point  0  comme  centre  avec  A-'o  pour  rayon ,  décrivons 
une  circonférence  et  soit  I  son  point  d'intersection  avec  Co  t 
par  le  point  I ,  menons  la  tangente  DI  et  tirons  Do.  Daas  le 
triangle  A'Go ,  la  bissectrice  Do  donne  la  proportion 

CoîA'o::CD:A'D. 

De  même  à  cftose  de  la  parallèle  DI  à  la  base  A'F  da  triangle 

A'CP,Qna: 

CD:  AD::  CI:  IF. 

D'où  à  cause  du  rapport  comrmun  CD  :  AD  il  vient  : 
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Co:A'o::CI;IF,    or    Co>A'o,    donc    CI>IF, 

donc  IP<?  =  ?. 

Or    IF=Io— Po=R'— t',    et    oH=Co— oH=R— r, 

donc  R'_r'<!Lzr. 

4 


QUESTIONS  DTXAMEN.  (Voir  t.  V,  p.  702.) 

Théùrême  iur  les  moyennes  et  extrêmes  raisons  dans  Us  co^ 
niquies  et  sur  les  cordes  passant  par  un  point  fixe  et  divisées 
en  raison  donnée. 


1.  THéORÈtfB.  Si  par  nn  point  donné  dans  le  plan  d'nne 
coniqoe ,  on  mène  des  cordas  et  qn'on  divise  ces  cordes  en 
moyenne  et  extrême  raison ,  le  lien  du  point  de  division  est 
le  système  de  deux  lignes  da  quatrième  ordre. 

DémontraUon.  Je  prends  le  point  fixe  pour  origine  et  pour 
axes,  des  parallèles  aux  axes  principaux  ;  Féquation  de  la  co- 
nique sera  de  la  forme  Ax*+Cx*+Dk+Ej:+F=:0  el  passant 
aux  coordonnées  polaires , 

2'(  Asin'f+Gcos»+z(Dsinr+Eoosf  )H-F=0  ; 

soient  zf  et  z"  les  deux  racines  correspondant  à  nne  valeur  ' 

donnée  de  9  ;  de  sorte  que  15'=  — i ;    z"= ;    la 

c  c 

longueur  de  la  corde  est ;  soit  p  la  coordonnée  polaire 

c 

da  point  qui  divise  la  corde  en  moyenne  et  extr^e  raisdn  ; 


on  aura  (p— s")*=~^(z'-pj  ;  d'où 
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[(cp-ar~*r=166(cp-a)'; 

£(cp~a)*— 9ér=80ft*; 

(cp— a)»_9ft= ±  M 1/5  ; 

(cp-a)>«:ft(9±4  V^5")=6(2±\/5  )•. 

Mettant  pour  a^  6,  c  leurs  valecin  il  Tient  $ 
[Sp(AmnVCcoa'r)+I>ùaf-hEco0f]*s=[(D'--4AF)8iD'f+ 

+(E"— 4CF)c08'f+2DE5infCOSf]  [2ifcV/5  f. 

Passant  aux  coordonnées  rectangidaires ,  on  obtient  : 

[2V*+aCr*+D^+Ea:]«=  [(D'— 4AFlr'+(E'-.  4CF)x'+ 

+2DEaîr][2±:\/5r. 

Système  de  ^nx  lignes  dn  qoatriôme  ordre  ;  Torigioe  est 
on  point  ocmjagnë  à  la  courbe. 

CùM  partUmliets. 

V  Le  point  est  on  centre  ;  alors  ]>=E=0;  ôtant  le  fiidenr 
V^*hCr*  commun  aux  deux  membres,  il  Tient  s 

système  de  deux  coniques  concentriques  et  homothètes  à  la 
conique  donnée;  il  faut  d'ailleurs  se  rappeler  que  dans  Tel- 
lipse  F  est  essentiellement  négatif  et  qu'où  peut  le  rendre  tel 

dans  l'hyperbole;  ainsi  \/^^  est  toujours  réelle. 

Ce  résultat  peut  être  obtenu  â  priori  pour  Tellipse.  En 
effet  le  cercle  donne  iotuitiTement  pour  lieu  deux  cerdes 
concentriques.  Or  la  projection  d'une  ligne  divisée  en 
moyenne  et  extrême  raison  est  divisée  de  la  même  manière; 
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et  les  projections  des  deux  cercles  opnceDtrfqaes  donijent 
deax  ellipses  bomotbètes  concentriques. 

2^  Le  point  est  un  foyer  ;  alors  D«— 4AF= E«—  4CF  ;  et 
D=0;  Téqnation  se  rédait  à  : 

S^"  Le  poiqt  est  snr  la  ooniqne;  a)or$  F=0)  réqoation 
devient  : 

2^y*+2CJ!^r)y^Ex=(îiy+Ex)  (2±:\/b  )  ; 

tAy+âOc-^  [IV'+Ejt]  [1±  V/5  ] , 

système  de  deux  coniques  dont  les  axes  principaux  sont  pa- 
rallèles aux  axes  principaux  de  la  conique  donnée. 

4""  Le  point  est  d  Finfini.  L'analyse  précédente  n'est  plps 
applicable ,  les  cordes  sont  parallèles  et  doivent  être  données 
de  direction;  soit  doue  Aj^*+Ga:'-fEr=:0  Féquation  de  la 
copique,  Taxe  des  y  étant  paraI]è)^  à  la  direction  de  la  corde  ; 
soit  t  l'ordonnée  du  point  de  division  de  la  OHrde  correspon-r 
dant  à  Tabscisse  x  ;  on  a  donc  : 

rempla^nt  y  par  sa  valeur  ^  jc  -. 

[AC+Ca^+RrlV— teiî(Cr'+Ear)  A  ; 
A'/*+18A«'{Cr'+E£)+{Cjp*+Ex)*=0î 
[A/'+O  (Gr'-èJEA')  r=  BO  (Cor'+Ex)»  j 

A4'+(Caï'4J&ç)  (a  ±  yï)  =  0  5 

système  de  deux  coniques  ;  si,  les  axes  étant  rectangulaires, 

ona;  A=C(2it\/5); 

les  courbes  deviennent  des  cercles. 

Observation.  L'éqnidJoi^  géné|:^e  Q9i  réductible  lorsque  l^ 
second  membre  a.ttn  fi|cteur  compuo  avec  la  premier,  et  eeià 
n'a  Ijieu  q$ie  ]prsqua  0=E=:0,  c'est-àrdire ,  Iprsque  lepoînt 
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fixe  est  aa  centre  -,  nue  rédaction  a  anssi  lieu  lorsque  le  se- 
cond membre  est  un  carré  parfait  ;  ce  qui  n'est  possible  : 
V  que  lorsque  F^O,  c'e^t-à-dire  lorsque  le  point  donné  est 
sur  la  conique;  2''  que  lorsque  : 

D«Ei_(D»^-4AF)(E'.,-4CF);=aj 
A]P+CD*-4AGFe&9j 

et  alors  si  A  et  G  sont  de  même  signe ,  la  conique  se  réduit  à 
un  point  ;  s'U9  sent  désignes  diflét eiilfl,  la  oonique  se  réduit  à 
deux  droites }  on  a  donc  ce  tbéoréme  : 

Si  par  un  point  fixe  dans  le  plan  de  deux  droites ,  on 
mène  une  droite;  et  si  Von  partage  eti  moyenne  et  extrême 
raison  la  portion  interceptée  entre  les  deux  droites  données^ 
le  lieu  du  point  de  division  est  un  système  de  deux  coniques. 

Il  est  utile  de  démontrer  ce  théorème  directement  pour  les 
droites  convergentes  ou  parallèles. 

Il  est  à  remarquer  que  quatre  points  divisent  une  longueur 
donnée  en  mojenne  et  extrême  raison  ;  deux  points  sont  situés 
sur  la  droite  et  à  égale  distance  du  point  milieu  et  les  deux 
autres  points  sur  deux  prolongements  et  aussi  A  éga]e4ii^tance 
du  point  milieu.  Euclide  n'indique  qu'un  point,  parce  qu'il  a 
pour  but  non  1^  dâiçrmi^Upn  de  ce  point ,  mais  la  détermi- 
nation des  deu}^  j^egmienl's  additifs.  L'analyse  aljg[ébri<^ue ,  à 
laquelle  la  géométrie  doit  tons  ses  perfectionnements  a  mon- 
tré qu'il  fallait  considérer  aussi  les  segments  soustractifs,  de 
sorte  que  la  solution  est  deveoaa  4wble  clii^ac  le^  iRiad^mf^  $ 
wm^  lorsqu'au  lieu  de  la  grandsnr  gbsoffte  d(9  s^ipaentsi  on 
oonridère  les  jkhuIs  de  ditision,  on  arrive  ap  npuibrequatjre; 
et  c'est  ce  qni  donne  Ueu  à  la  ligK  du  qoatriàmiB  4^gré  dwil 
le  problème  précédent  :  en  général  soient  x  eiy  4au4;  sag-? 
— tfl  J'umfcoite  de  longneur  a-,  qu'ils  siCHiNittsddiUfaou 
Boustractifs,  on  a  toujours  par  ]#  théorie  géométrique  des 
signes ,  Téquat! on  x-f*^=is  ;  supposons  qu'on  donne  entre 
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X  eX  y  aoe  relation  /(x,  y)=0  de  degré  n ,  on  obtient , 
généralement  parlant ,  n  longueur  ponr  les  segments  et  2it 
points  de  division  ;  prenons  pour  exemple  le  problème  de  la 
moyenne  et  extrême  raison  :  on  a  x^=uii  ensuite  la  se- 
conde relation  peut  s'écrire  a^^^ay  ou  bien  ax^y^\  ce 
qui  donne  quatre  points  $  et  les  quatre  valeurs  de  x  sont  les 
racines  de  Téquation  du  quatrième  degré  : 

telle  est  l'analyse  complète  de  ce  problème  qui  est  un  cas 
particulier  de  celui  qui  est  exprimé  par  les  deux  équations  : 
x-\-y:sza\  x^ssa^^y  ;  d'où  Ton  déduit  x*4-^**^j:— a*=0; 
ponr  appUquer  la  théorie  des  équations ,  il  faut  rendre  les 
GoeflBcients  numériques  ;  faisant  xszaz^  z  est  un  nombre  ;  et 
l'on  a  z^'\'Z — 1=0;  équation  que  M.  Yvona  discutée  dans 
les  Nouvelles  Afmalee  (t.  II ,  p.  321)  ;  il  est  évident  qu'elle  a 

a  toujours  une  racine  positive  >-,  et  par  conséquent 

j;> g  a^  et  qu'elle  n'a  de  racine  rationnelle  que  lorsque 

m=l. 

Si  on  prend  pour  seconde  relation  o^^d^y^  on  par- 
vient après  avoir  fidt  xss^z  à  l'équation  numérique 

qui  u^a  pas  encore  été  discutée. 

n.  Théorème.  Si  une  c(»4e  inscrite  dans  une  conique 
passe  par  un  point  fixe  et  qu'on  la  partage  en  raison 
Aonnèt^.  le  lieu  du  point  de  division  est  une  ligne  du  qua- 
trième degré. 

J)émm;fltro:6Mi.  Conservons  la  même  notation  que  dans 

2^6 

le  théorème  précédent; est  la  longueur  de  la  corde  ; 

c 
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a+Vb-Cf        ^ 

—^ un  de  ses  8c;gments  :  sapposoos  que  le  rap- 
port donné  de  ces  deux  quantités  soit  p  ;  on  aura  : 

"  =/>;  d'où  i(2— />)'=ay5  remplaçons  a  et  6 

par  leurs  Talenrs et  ensaitd  sin?  et  oosf  par  *^  et  —,  oh  ob- 

P      P 

tient  finalement  :  *- 

[y(iy-4AF)+x'(E'— 4CF)— âDErr]  (2— p)'= 

équation  dont  la  discussion  est  analogae  à  celle  du  théorème 

précédent. 

3 1/5 

OkuT^aivm.  Si  Ton  fait /!=  -— ^    on  retombe  sur 

réqaation  obtenue  ci -dessus.  Ainsi  le  problème  dç  la 
moyenne  et  extrême  raison  est  un  cas  particulier  de  la  di- 
Yision  de  la  corde  en  raison  donnée.  Je  dois  à  M.  Gerono 
cette  instructiye  observation. 


QUESTION  D'EXAMEN  (t.  V,  p-  702). 


ThAorbhe.  Si  dans  l'équation  d'une  ligne  du  second  degré , 
on  a  i»=D£— 2BFs=o ,  menalit  par  l'origine  une  droite  quel 
conque  \  le  coefficient  angulaire  de  cette  droite  multipliée  par 
le  coefficient  angulaire  de  la  droite  qui  va  de  l'origine  au 
pôle  de  la  première  droite,  est  un  produit  constant. 

VémifMtTaJLwn.  Soit^+ej;=:^  l'équation  de  la  première 
droite  ;  y,  a!  étant  les  coordonnées  du  p61e,  on  a  : 
JUni.DKMÂnSM«VI.  S 
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y'      H  y'e     V 

d'où  ~r=^  ;  de  là  ^^=:j-= quantité  constante. 

CùrelkMt.  Lorsque  les  axes  sont  eonJug:ués,  on  a  B^^O; 
si  de  plus  UD  des  axes  est  un  diamètre,  alors  ou  D  du  E 
sont  mis;  dans  ce  cas  donc  nnO  at  la  théorème  sidiaiBtei 
dans  le  cçrcle,  le  coeffident  angulaire  est  dans  ce  cas  égal 
à  la  tangente  de  Tangle  qui  forme  la  droite  variable  avec 
Taxe  dea  x  el  l'on  a  te  théorème  énoncé  (t.  Y,  p.  70S). 


QUESTION  D'EXAMEN  (t.  V,  p.  703). 


AfByG  étant  les  trois  angles  d'an  triangle  rectillgne  op- 
posés respectirement  aux  côtés  a^byC ,  de  régalité 

sinA  _  sinB      ginC 
a    ^     b     ^     c    ' 

déduire  la  formule  a*s=s  6'  4-  «'— dfo  oos  A. 


Solution  c  Ton  a •  6  =t=  ■■■.  ■v  j  ^aa»  ,■■  i  1 
—  *  sinA  ' 


asiuB ^sinC 

d'où 

,.     .     ^,         .        ,fsin"B  +  sin'C— 2cosAsinBsinC| 

6'+c"— 26ccosA=^zM — T . S  ^ 

l  sin'A  ) 

_   ,  ^2— cos'B— cos*C— acosAsinBsinC) 

"*"*  l  5h?Â  '        y 

or 

cos(B+G)»co8BcosG— sinBflinGs:— cosA; 

d'où 

2cosAsinB«inC=3oo6'A+âco6AcoBB€OsG; 
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donc 

6'+c'--26cîcosA  = 
,  ra  —  2cos'A  —  cos'B  —  cos'C  —  2co8  Acos  B  cosCt 

='  L ii?Â ' J' 

or 

1  —  cos'A--GOs'B  —  cos*C -|- âcos  A  cos  B  cos  G  =  0  ; 
donc  y+c"— 26cco8A  =  a*. 


NOTE  HISTORIQUE 

Sur  la  notaiùm  cartésienne  des  expùsants. 

EsTuroiB  j)B  Là  Rocn. 


Tous  l€8  géomètres  recoonaiiseiit  qae  cette  notation  a  fait 
feire  d'immenses  progrès  à  l'analyse.  Descartes  est  le  premier 
qni  ait  mis  cette  notation  en  usage ,  et  rantorité  de  ce  grand 
nom  serait  à  la  répandre.  Toutefois,  un  célèbre  géomètre  C"), 
connu  par  d'importants  travaux  sur  la  science  et  sur  son 
histoire,  a  fait  l'obserYation  curieuse  qu'on  trouvait  cette 
notation  dans  un  ouvrage  publié  dans  le  seizième  siède; 
nous  allons  consacrer  quelques  lignes  à  cet  ouvrage,  très- 
rare  ,  et  dont  nous  devons  la  communication  k  raraitié  de 
M.  le  professeur  Vincent. 

Voici  le  titre  in  extenso  » 

Uarismetique  (note  1)  et  géométrie  demaistre  Estienne  de 
la  Roche  (note  2)  dict  Ville  Franche,  nouvellement  imprimée 
et  des  faultes  corrigée ,  «  à  laquelle  sont  adjoutées  les  tables 


(')  M.  Cbasies  Tient  d'être  nommé  professeur  de  géométrie  supérieure,  à  la 
Sorbenne,  chaire  nowreUoiMQtélablio.  Cette  création  ei  cette  nomination  font 
époque  et  peuvent  exercer  une  grande  influence  sur  l'enflc^gnement  si  arriéré, 
si  Incomplet ,  de  la  «éométrio  de  collège. 
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n  de  divers  comptes ,  avec  lears  canons ,  calculées  par  Gilles 
»  Hagoetan  natif  de  Lyon ,  par  lesquelles  on  pourra  facile- 
»  ment  trouver  les  comptes  tous  faiclz ,  tant  des  acbatz  que 
B  ventes  de  toutes  marchandises.  Et  principalement  des 
»  marchandises  qui  se  vendent ,  ou  achètent  à  la  mesve , 
»  corne  a  Taulne,  a  la  canne,  a  la  toyse,  a  la  palme,  au 
»  pied ,  et  antres  semblables.  Au  poix ,  côme  a  la  livre,  au 
»  quintal ,  au  millier,  a  la  charge ,  au  marc^  et  a  Fonce,  a 
»  la  pièce,  a  nôbre ,  a  la  douzaine ,  a  la  grosse ,  au  cent  et 
>  au  millier.  Avec  deux  tables  servantz  aux  libraires  ven- 
»  dcurs  et  acheteurs  de  papier.  Ensemble  une  table  de  des- 
»  pence,  a  scavoir  a  tant  pour  jour ,  combien  on  depêd  lan  et 
»  le  moys ,  et  a  tant  le  moys,  combien  revient  lan  et  le  jour , 
»  et  a  tant  par  an ,  côbien  on  despend  tous  les  moys ,  et  a 
»  combien  revient  pour  chascun  jour.  Davantaige,  les 
•  tables  du  fin  dor  et  dargent ,  pour  scavoir  (scelon  que  le 
»  marc  de  billon  tiendra  de  loy,  ou  de  fin),  combien  il 
j*  vauldra  de  poix  de  fin  or,  ou  dargent  fin.  » 

On  les  vend  a  Lyon  a  lenseigne  de  la  Sphaere ,  cheulx 
Gilles,  et  Jacques  Hnguetan  frères.  1538,  in-fol. 

On  n'a  numéroté  que  le  recto ,  et  l'arithmétique  contient 
151  de  ces  feuilles^  ce  qui  fait  302  de  nos  pages.  Les  tables 
de  Huguetan  jointes  à  l'arithmétique  de  De  la  Roche ,  ne 
portent  aucune  pagination. 

On  voit  que  c'est  une  réimpression.  La  première  édition 
est  de  1520. 

L'arithmétique  est  divisée  en  deux  parties  :  la  première  est 
théorique,  et  la  seconde  est  pratique  ;  la  première  est  divisée 
en  six  différenceê  (note  3) ,  contenant  chacune  deux  dia- 
pitres  ;  les  quatre  premières  différences  traitent  des  nombres 
parfaits,  abondants,  défaillants,  des  proportions  et  rapports, 
et  enfin  de  quatre  opérations  pour  entiers  et  pour  les  route  ^ 
expression  qui  équivaut  à  nombre  rompu  ou  fractionnaire; 
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le  toat  suivant  la  méthode  de  Boéce  (note  3),  qui  a  servi  si 
longtemps  de  type  ;  car ,  tout  ouvrage  remarquable  devient 
la  source  d'une  foule  d'imitations-:  c'est  ainsi  que  nous  voyons 
aujourd'hui  toute  géométrie  être  calquée  sur  celle  de  Le- 
^endre ,  toute  statique  sur  celle  de  M.  Poinsot,  tout  calcul 
infinitésimal  sur  celui  de  M.  Cauchy ,  etc.  Dans  la  différence 
des  proportions  (fql.  3) ,  on  trouve  cent  vingt-quatre  noms 
donnés  à  autant  de  rapports  géométriques  pour  les  dis- 
tinguer ;  ainsi  le  rapport  de  5  :  29  est  inscrit  sous  cette  ru- 
brique :  submultiplex  mperpatiens^sUbquintupk'^superqua'' 

4 
driperciénsquinies ,  parce  que  29  =  5.  5  H — .5. 

5 

C'est  le  système  musical  des  Grecs  qui  a  amené  cette  pro- 
fusion de  termes  hétéroclites  j  car  les  Grecs  ne  cultivaient 
l'arithmétique  que  pour  les  besoins  de  ce  système,  et  nulle- 
ment pour  ceux  du  commerce,  profession  décriée,  qui  était 
regardée  comme  indigne  d'un  homme  comme  il  faut  (ingc- 
nuus).  Ce  préjugé  antisocial  a* considérablement  retardé 
la  théorie  des  nombres,  chez  ce  peuple  d'un  ^énie  si  inventif. 
C'est  au  commerce  que  nous  devons  la  connaissance  de 
l'arithmétique  chiffrée  des  Indiens  et  des  immenses  progrès , 
conséquences  immédiates  de  cette  connaissance  ^  remarquons 
derechef,  en  passant ,  que  les  traités  modernes  renferment 
encore  une  grande  superfétation  en  fait  de  proportions  et  de 
rapports ,  reste  de  l'ancien  état  de  dioses. 

Nous  avons  déjà  signalé  cette  singularité  que  les  coeflf- 
eients  binominaux  ont  été  connus  en  Europe  pour  les  extrac- 
tions de  racines ,  avant  d'être  connus  pour  les  puissances 
(v.  t.  y,  p.  494);  de  même  la  notation  exponentielle  est  donnée 
ici  pour  les  racines  d'abord,  et  très-complètement,  et  ensuite 
pour  les  puissances ,  d'une  manière  moini  complète,  moins 
explicite  ;  nous  copions  le  commencement  de  la  quinte  diffé- 
rence qui  traicte  des  racines  ei  nombres  (foi.  21). 
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«  Racine  de  nombre  est  nng  nombre  qui  multiplie  en  soy 
»  une  foys  on  plusieurs ,  selon  Texigence  et  nature  de  la 
»  radne  produit  précisément  le  nombre  dôt  il  est  racine. 
»  On  aultrement  racine  de  nomlM*e  si  est  qui  escript  et  met 
ji  deux  ou  plusieurs  foys  lung  soubs  lautre  ou  lung  près  de 
»  lautre  et  puis  multiplie  le  premier  par  le  second  et  ee  que 
»  en  Tient  par  le  tiers  (9e  tiers  ya)  et  encores  par  le  quart 
M  et  encores  par  les  aultres  (se  aoltres  ya)  la  dernière  mul- 
»  tiplication  soit  égale  au  nombre  on  produise  le  nombre 
»  duquel  il  est  la  racine»  et  doyt  on  sçavoir  quil  sont  infinies 
»  espèces  de  racines  :  car  aulcunes  sont  racines  quarrees  qui 
»  sont  appellees  racines  secondes:  aulcunes  sont  racines 
»  cubiques  qui  sappellent  radnes  tierces  :  aulcunes  sont 
»  racines  de  racines  qui  sont  dictes  racines  quartes  :  ne  plus 
»  avant  sont  entre  les  anciens  pour  la  souffisances  dicelles 
^  aux  raysons  darismetique  et  de  géométrie.  Mais  les  mo- 
»  dernes  sont  encrez  plus  profond  en  la  mer  des  nombres  : 
>  et  ont  trouye  racines  quintes  sextes  septimcs  etc.  jnsques 
»  ad  infinitum:  Racines  premières  ne  se  treuyent  point 
»  pourceque  tout  nombre  est  racine  première.  Racine 
»  quarrée  ou  seconde  est  celle  qui  posée  en  deux  places  lune 
»  soubs  lautre  et  puis  multiplie  lune  par  lautre  produit  le 
»  nombre  duquel  elle  est  racine  qnarree  ou  seconde.  Et  le 
»  nombre  qui  en  est  produit  est  nombre  quarre.  Comme  4 
»  et  4  quil  multiplies  lung  par  laultre  font  16.  Ainsi  la  ra- 
»  cine  quarrée  ou  seconde  de  16  si  est  4  et  16  est  nombre 
»  quarre.  Et  se  peult  noter  qui  veult  ccste  racine  en  met- 
»  tant  et  sus  ^ ,  c<xnme  qui  vouldrait  escripre  la  racine  se- 
»  coude  de  16 ,  on  le  peult  ainsi  mettre  j^^'lô  etc.  Néanmoins 
»  quand  on  troiure  devant  ung  nombre  une  ^  sans  nulle 
»  note  il  sentend  que  ce  soit  la  racine  qnarree.  Racine  eu- 
»  bique  ou  tierce  est  celle  qui  mise  en  troys  lieux  et  puis 
»  multipliée  la  première  par  la  seconde  et  ce  qui  en  vient 
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pur  la  tierce  la  dernière  tnnUiplicdtion  est  1^  nombre  dont 
il  est  raeiae.  Et  le  nombre  qal  en  vient  est  nombre  cubic. 
Comme  4  mys  en  troys  placée  ainsi  4.4.4  (note  4)  et  puis 
moltipliea  long  par  laultre  montent  64  qui  est  notnbfe 
mUc  I  ddntf  sa  raoine  ebbiqtie  est  4  qne  Ton  pealt  es- 
cripre  ainsi  j^  64  ou  ainsi  ]j!'a4*  Racine  de  rttcine  on  radno 
quarte  est  celle  que  couebee  en  qdatre  palaces  et  puis  ttiul- 
tipliees  lung  par  laultre  ainsi  comme  dessus  est  dict  res- 
titue le  nombre  dont  elle  racine  quarte  comme  2.22.2 
qui  multipliez  lung  par  laultre  jusques  au  quart, font  16. 
Donc  sa  racine  de  sa  racine  ou  sa  racine  quarte  est  2  que 
Ton  peut  ainsi  noter  S  S  S  ou  ainsi  i(^  il  ya  daullres  ra- 
cines comme  racines  quintes  sixièmes  septièmes  etc.  qui 
se  peuvent  ainsi  noter  f^^.^.H?  et  ainsi  des  aultres  racines 
continuant  sans  fin  convient  entendre  en  les  multipliant 
dnq  foys  ou  six  et  sept  foys  ou  tant  de  foy«  qtie  la  nature 
de  la  racine  le  requiert.  Toutes  telles  racines  comme  les 
Sttsdictes  sont  appellees  racines  simples.  » 
L'auteur  passe  aux  racines  composées^  par  exemple: 
7-j-\/5  ou  7— K  5^  il  ne  connaît  pas  encore  nos  signes 
plus  et  moins.  Il  se  sert  de  la  lettre/'  pour  le  plus  ^  ci  de  la 
lettre  m  gothique  pour  le  moins.  Il  faut  remarquer  que  de 
la  Roche  a  écrit  en  1520 ,  et  le  premier  ouvrage  imprimé 
où  Ton  rencontre  nos  signes  actuels  est  de  Christophe  Ru- 
dolf de  Jawer,  imprtaxié  en  1524  C)i  le  célèbre  Michel  Stifel 
en  a  donné  une  seconde  édition  en  1571 ,  sous  ce  titre  «  Die 
dm  Chfistaphs  Rudolfs  mit  schënm  Exemplender  Coss  durch 
Michael  Stifel  gebbesserl  et  seker  gemehrt ,  1571 ,  491  p.  in-4. 
«  La  Coss  de  Christophe  Rudolf  avec  de  beaux  Exemples  de  la 
»  Coss,  par  Miebel  Stifel,  améliorée  et  très-augmentée  »  ; 
c'est  le  premier  ouvrage  qui  ait  introduit  Talgèbre  ou  Tart 

(')  N«ii  en  1532.  Voir  Aperçu  historique  lur  les  mélhodes ,  p.  S40. 
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cossique  en  Allemagne;  il  paraîtrait  même  que  Rudolf  n'a 
fait  que  copier  un  ouvrage  de  la  bibliothèque  de  Vienne ,  car 
il  énonce  les  propositions  sans  aucune  démonstration  ;  c'est 
Stifel  qui  a  ajouté  les  démonstrations ,  de  sorte  que  les  signes 
-f  et  —  sont  peut-être  plus  anciens  que  1524  ;  du  reste  nous 
reviendrons  sur  cet  ouvrage. 
De  la  Rochedistingue  encore  les  raciùes  liées  ;  ce  sont  celles 


de  la  forme  K  7+^5,  il  écrit  ^.7-|-^.5.  Dans  les  chapi- 
tres suivants,  il  apprend  à  réduire  des  radicaux  dissemblables 
à  la  même  dénomination,  et  donne  des  exemples  très-détaillés 
pour  faire  les  quatre  opérations  comme  nous  les  faisons  au- 
jourd'hui, sur  les  expressions  radicales ,  mais  il  ne  donne 
Textraction  numérique  que  de  la  racine  carrée  et  cubique.  Il 
emploie  la  méthode  des  moyennes  pour  approcher  des  racines. 

Exemple  :  Ke  ;  comprise  entre  2  et  3  ;  il  essaye  2  ^ ,  et  trouve 

que  la  racine  est  entre  2  et  2  -  ;  ensuite  entre  2  -  et  2  -  ;  puis 

2 
il  pr^d  pour  moyennes  2  -,  car, dit-il,  en  ajoutant respecti- 

o 

vement  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  de  deux  frac- 
tions, on  obtient  une  moyenne  (fol.  23)  ;  et  parvient  à  la  valeur 

881  1 

par  excès.  2  r::rr  ;  l'excès  sur  6  est  i-.,^^^.  On  voit  ici  le 
•^  '     3960'  3841600 

germe  de  la  méthode  d'approximation  pour  les  racines  des 
équations  appliquée  à  l'équation  jt' — 6=0. 

Chez  les  Indiens  aussi  le  calcul  des  radicaux  est  donné 
d'une  manière  étendue  et  très-complète  ;  tandis  que  les  élé- 
vations aux  puissances  ne  sont  indiquées  que  pour  {a-^-by  et 
{a-^-b)^  ;  mais  ils  considèrent  aussi  les  racines  imaginaires , 

et  particulièrement  \/^^ ,  dont  on  ne  rencontre ,  à  ce  que 
je  sache ,  aucune  trace  de  calcul  en  Europe  avant  le  dix- 
septième  siècle.  Tenons  à  la  notation  exponentielle  :  elle  est 
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au  oommencement  de  la  sixième  différence  (  fol.  29  verso). 

La  sixième  différence  qui  trakU  de  la  règle  de  la  chose  et 
de  la  quanHié  :  est  divisée  en  12  chapitres  dont  le  premier 
traiete  des  termes  et  charactéres  de  ceste  règle. 

«  Geste  règle  est  de  si  merveilleuse  exeellence  quelle  ex- 
»  cède  et  surmonte  tontes  les  aultres  ;  car  elle  faict  tout  ce 

>  qoe  les  autres  font  :  et  si  fait  oultre  et  par  dessus  innu- 
»  merables  comptes  de  inestimable  profnndite  :  et  pour  ce 
»  est  appellee  règle  de  la  chose  ou  règle  de  1  qui  sont  jHrin- 

>  dpes  transcendants  jpource  quelle  transcende  toutes  les 
»  règles  darismetique.  Maistre  Nicolas  Ghuquet  en  son  tri- 
»  party  rappelle  la  règle  des  premiers  qui  yault  autant  a 
»  dire  comme  la  règle  des  unités  ou  de  1 .  Aulcunes  nations 
«  lappellent  algebra  :  et  les  aultres  almucabala  ;  et  a  brief 

>  parler  ceste  règle  est  la  clef  l'entrée  et  la  porte  des  abismes 

>  qui  sont  en  la  science  des  nombres. 

>  Nombre  autant  qu'il  est  expédient  a  notre  propos  est 
»  pris  ici  largement  non  pas  tant  seulement  en  4ant  quil  est 
»  coUectîon  de  plusieurs  unités  :  mais  soit  1  ou  partie  et 

>  parties  de  1.  Comme  est  tout  nombre  rout  quelconque 
»  nombre  que  ce  soit  est  entendu  et  considéré  en  moutt  de 

>  manières.  Lune  et  la  première  si  est  que  Ion  peut  cou- 

>  sidérer  ung  chacun  nombre  comme  quantité  discrète  :  on 
»  comme  n<Hnbre  simplement  prins  sans  aulcune  denomi- 

>  nation  comme  12  ou  13  ou  aultre,  etc.  Secondement  ung 
»  chascun  nombre  est  considère  comme  quantité  continue 

•  que  aultrement  on  dit  nombre  linear  qui  peult  être  ap- 

•  pelle  chose  on  premier  :  et  telz  nombres  seront  notez  ap- 
9  position  de  une  unité  au  dessus  deulx  en  ceste  manière 
»  12'  ou  13',  ect. ,  ou  telz  nombres  seront  signes  dung  tel 
»  cbaracte  après  eux  comme  12.p.  ou  13./».  Tiercement  tout 
»  nombre  est  considère  nombre  superficiel  quarre  qui  peult 

•  estre  appelé'  champ  ou  second  qui  se  peult  ainsi  qnoter 
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»  la*  ou  13%  etc.  1  ou  ainsi  lâ.ft.  oa  ll.ft. ,  eic«  Qnartemeftt 
■  toutes  manières  de  nombres  peutent  astre  eaieiidttes  nom- 
»  bres  tiers  que  Ion  diol  nombres  ouMea  t  autretnèat  cubes 
»  que  Ion  peut  ainsi  marquer  iH^  ou  I  S*,  et  ou  alÉsi  ffiQ* 
»  ou  18[2].  et  on  les  pettU  aussi  enteudre  astre  noinbres 
»  quartz  ou  qnarres  de  quarres  que  noua  appelions  cbatnps 
»  de  cbamps  qui  se  peuvent  ainsi  signer.  IIH  ou  19^.,  etc. , 
n  OU  ainsi  lâ.c|b'  ou  I3.âc,  e(c. ,  et  setnblablemettt  ou  les 
»  peult  considérer  estre  quintis ,  sixièmes,  septièmes,  ou 
»  huytiemes,  et  ainsi  continuant  et  si  arant  que  loA  y  Ttalt 
»  entrer  en  mettatit  a  tohascune  différence  de  nombre  sa  de- 
»  nomination  au  dessus  de  luy  par  la  manière  devant  dicte 
»  et  par  ainsi  les  nombres  qui  sont  nulle  dénomination  ^nt 
»  occupans  le  premier  lieu  ou  lordre  des  différetices^  Les 
»  eboaes  ou  les  premiers  cest  a  soavoir  ceux  dont  leur  de- 
»  nomination  est  1  sont  au  second  ordre.  Les  champs  (nota  5) 
n  OU  les  seeûudfl  sont  au  tiers  lieu.  Les  oobea  on  tiers  sont 
»  après  prochains  ensuy  vans  .*  et  puis  les  ehampa  de  champs 
»  en  quartz  et  en  après  les  quintz.  Et  ainsi  des  aultres  selon 
»  progression  naturelle  des  nombres.  » 

Cette  exposition  donne  lieu  i  plusieurs  observations. 

On  voit  l'enthousiasme  extraordinaire  qu*a  excité  parmi 
lea  géomètres  Tapparitiou  de  l'algèbre ,  venue  des  Arabes 
par  riuteroiédiaîre  des  Italiens  et  désignée  auasi  sous  le  nom 
de  règle  de  la  chose  ou  règle  cossique.  On  connaît  l'origine 
de  cette  dénomination (A^out?«U«  Annales^  t.  Y,  p.  3âO).  Cet 
enthousiasBse  était  naturel  ;  c'était  pour  ainsi  dire  la  dé- 
couverte d*un  monde  nouveau  dans  la  science  des  nombres. 
Tout  ce  qui  était  difficile  dans  Yalgoritm$  anden  devenait 
extrêmement  facile  pour  Talgorisme  nouveau.  L'idée  qu'on 
s'est  formé  de  l'algèbre  était  analogue  à  celle  qui  existait  sur 
l'arithmétique.  Ni  lea  Grecs,  ni  les  Romains,  ne  possédaient 
la  première  notion  d'une  arithmétique  pUffirée.  lia  avaient 
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Ken  dm  înstromento  pour  fàdlller  les  opéntioDs  mentales 
du  calcid  ;  mais  ils  ne  connaissaleDt  aocan  înstrament 
pour  les  écrire  faeilement.  On  a  souvent  confondQ  ces 
deux  espèces  de  facilités.  Le  zéro  indien ,  àme  de  toute 
arithmétiqoe  diiflBrée,  leur  manquait  complètement.  L'eiis-* 
lenoe  des  abaqoes  proarent  même  inoontestablemeni  Val>- 
seoce  da  zéro  ;  aussi  dès  que  ce  caractère  {ut  connu  eu 
Europe,  les  abaques  disparurent.  La  diflBculté  d'écrire  les 
nombres  fit  que  dans  toutes  les  démonstrations  arithmé- 
tiques ,  on  trouva  plus  simple  de  représenter  les  nombres 
par  des  lignes  et  de  donner  ainsi  à  l'arithmétique  une  ap- 
parence géométrique.  C'est  ce  que  nous  voyons  dans  Eu- 
clide,  Boëce  et  ses  nombreux  copistes.  De  là  aussi  les  dé- 
nominations de  nombre  linéaires,  superficiels,  solides» 
sopersolides ,  etc.  Sous  l'empire  de  ces  idées,  et  par  ana- 
logie ,  on  conçut  la  chose  inconnue ,  notre  x ,  non  pas 
comme  un  nombre  discret  mais  comme  une  quantité  cofi- 
tinue  comme  une  ligne.  Et  on  figura  la  chose  quand  elle 
était  linéaire  par  l'unité  placée  à  droite  et  au-dessus  du  mul- 
tiplicateur que  nous  nommons  aujourd'hui  coefBcient  ;  ain# 
12j:  s'écrivait  12'  ;  de  même  pour  la  chose  superficielle;  ainsi 
12x*  s'écrivait  12*  et  ainsi  de  suite ,  conune  il  a  été  claire- 
ment exidtqué  ci-dessus ,  et  Ton  voit  que  pour  les  quatre 
premiers  degrés,  on  avait  adopté  des  signes  particuliers  et 
dans  tout  le  cours  de  l'ouvrage,  pour  la  partie  algâ)rique^ 
l'auteur  emploie  ces  signes  et  non  les  exposants,  dont  il 
donne  d^âiUeurs  la  règle  comme  A'addition  et  de  souiiraction 
des  exposants.  Ainsi  il  écrit  12M2'=iM.12*  correspondant 
à  notre  éqnationl2.r.l2x*==t44:r%  etc.  Il  résulte  de  tout 
ce  qui  précède  que  la  notation  exponentielle  de  De  la  Roche 
est  uniquement  afiectée  à  la  quantité  eos^ue,  et  n'a  pas  la 
généralité  philosophique  de  la  notation  cartésienne,  quoi- 
qu'elle ait  pu  y  conduire.  Il  est  peu  probable  que  Descartes 
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ait  eu  çooDaissancede  rArismetique  du  maistre  lyoonais  ;  car 
00  sait  que  Filluslre  philosophe  pensait  beaucoup  et  lisait 
très-peu ,  et  même  en  ce  point ,  grand  nombre  de  professeurs 
français  sont  restés  an  moins  à  demi  cartésiens.  D'ailleurs 
Descartes  emploie  la  notatipo  et  ne  dit  nulle  part ,  à  ce  que  je 
sache,  qu'il  en  soit  rinyentcnr  (*)  ;  il  ne  connaît  même  pas  la 

notation  radicale  de  De  la  Roche  ;  pour  Kîi  que  De  la  Roche 

écrit  ^'12 ,  Descartes  met  l/cTîâ  se  servant  de  C  lettre  ini- 
tiale du  mot  cubique.  Nul  doute  qu'il  n'eût  aussi  adopté  ce 
signe  s'il  l'avait  eu  sous  les  yeux.  Du  reste  De  la  Roche  a 
copié  sa  notdtion  dans  d'autres  ouvrages  peut  être  dans  ceux 
de  Nicolas  Cuçhet  qu'il  cite  en  plusieurs  endroits.  Le  reste 
de  l'ouvrage  est  consacré  à  donner  les  règles  cossiques  (pour 
résoudre  .l'équation  du  premier  deg^é  aune  inconnue)  et  une 
foule  de  questions  d'arithmétique  résolues  à  l'aide  de  ces  équa- 
tions ;  de  même  Téquation  du  deuxième  degré,  sans  discussion 
des  racines  ;  et  l'équation  du  troisième,  quatrième  degré  de  la 
forme  ax^^sb-,  ax*=bj  etc.  j  on  encore  ax^=sbx,  etc.  ;  vien- 
nent ensuite  les  applications  mercantiles  de  l'arithmétique, 
qui  forment  la  seconde  partie  de  l'ouvrage,  et  le  tout  est  ter- 
miné par  l'application  de  la  science  des  nombres  aux  mesures 
de  géométrie^  triangles,  rectangles,  cercles,  pyramides, 
sphères,  etc.  Sur  le  verso  de  la  feuille  158  est  gravé  un 
canon  monté  sur  son  aflRit ,  selon  la  construction  du  temps, 
et  portant  cette  inscription  sur  la  volée  :  terrebo  ri  non  per- 
cuisero  i  le  boulet  et  la  fumée  sortant  de  la  pièce  mettent  eo 
fuite  des  oiseaux  de  proie. 


C)  Il  est  très-pénibfe  de  faire  des  recherches  dans  l'édition  de  M.  Goasin, 
faute  d'une  ubie  raisonnée  et  complète  des  matières,  premier  devoir  que  les 
éditeurs  d'autrefois  ne  manquaient  jamais  de  remplir. 
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NOTES. 

Note  (1).  L*ati$m0tiquê.  Les  Grecs  proDoncent  le  Sy  comme  les 
Anglaifl  le  Ift ,  et  ^e  les  étrangers  à  cette  prononciation  rendent 
par  la  lettre  sifflaiite  $;  le  Pisaû  Fibonaéd  (filins  Bonacci),  le  pre- 
mier antenr  chrétien  qui  ait  fait  connaître  l'algèbre  en  Europe,  an 
commencement  dn  Xlll*  siècle»  écrit  aassi  arismetica  (Libri ,  His- 
taire  des  sciences  mathématiques  en  Italie,  t.  II ,  p.  288). 

Note  (2).  Il  est  singalier  qn^ancun  bibliographe,  aucun  historien 
des  mathématiques  n*ait  cité  cet  auteur.  Il  est  omis  par  Wal^s  • 
Beilbronn»  Montocla,  Kastner,  Uurhard  ;  M.  Chasles  est,  je  crois, 
le  premier  qui  ait  attiré  Fattention  sur  cet  ouvrage  si  important 
sous  le  rapport  historique. 

Note  (3).  Boëee.  JnicitLS  Manlius  Severinus  Boethius.  Théo- 
logien, philosophe,  orateur,  poêle  et  mathématicien ,  exécuté  par 
ordre  du  roi  Théodoric  en  524.  Nous  consacrerons  un  article  spé- 
cial à  rarîthmétique  de  cet  homme  si  supérieur  à  son  siècle.  Il 
présente  des  passages  obscurs.  Bonne  fortune,,  pour  qu'ayec  de 
l'érudition  et  de  Tesprit,  on  puisse  faire  entrer  dans  un  auteur  et 
CD  faire  sortir  tout  ce  qu'on  veut. 

Note  (3).  Différences,  Fibonacci  appelle  distinctiones  les  divi- 
sions de  son  ouvrage  ;  dénomination  empruntée  aux  Arabes. 

Note  (4).  Ce  serait  une  erreur  de  croire  que  le  point  placé  ici 
entre  les  nombres  désigne  une  mulltphcalton.  Cest  uniquement  un 
point  de  séparation.  Fibonacci  emploie  le  point,  comme  les  Indiens 
pour  désigner  le  signe  +  ;  ainsi  a.Z  veut  dire  a+B  ;  mais  chez  les 
Indiens  le  point  placé  sur  la  lettre  désigne  le  signe  ^;  ainsi  â  veut 
dire  ^a  ;  c'est  Leibnitz  qui  a  adopté  le  point  pour  marquer  la 
multiplication  et  nous  avons  proposé  d'adopter  la  notation  indienne 
pour  désigner  un  multiple  quelconque  du  nombre  ;  ainsi  7  signifie- 
rait un  multiple  de  7  et  selon  Legendre  H(7]. 

Note  (5).  Ohamp  ott  carré.  La  mesure  des  propriétés  territoriales 
a  donné  naissance  à  la  géométrie  ;  de  là  les  Arabes  ont  désigné  le 
carré  par  mal  (possession);  les  Grecs  par  J'uia/mo'  ,  puissance,  les 
Latins  par  census,  revenus  des  biens,  et  de  là  le  mot  champ. 
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En  sanscrit  le  carré,  est  désigné  par  les  mots  Varga  et  Kriti  ;  le 
premier  signifie  cloisey  caste;  peut-être  par  allusion  aux  quatre 
castes.  Kriti  désigne  dans  la  prosodie  une  espèce  de  stance,  com- 
posée de  quatre  yers  de  Tingt  syllabes.  Je  dois  ce  dernier  ren- 
seignement à  M.  Muok ,  saTant  orientaliste  de  la  bibliothèque 
royale. 


SOLUTION  ET  GENERAUSATION 

De  la  quesHon  l^i^  proposée  par  M.  Finek  (Noayelles  An- 
nales^ 1. 1,  p.  520). 


élére  en  matfiômAUqiies.  C) 


{Piff.  5).  1"^  Soit  an  faisceau  de  n  droites  convergentcfl  au 
point  o ,  et  n—  1  points  X, ,  X, ,  .  .  . .  X,^  en  ligne  droite, 
le  tout  dans  an  même  plan  ;  prenez  sur  oA  la  première  du 
faisceau,  arbitrairement  les  points  A.,  B.,  C,....  en  nombre 
quelconque {  da premier  point  X.,  comme  centre,  projetez 
ces  points  sur  la  seconde  droite  du  faf sceau  en  A,,  B,,  C,..., 
da  point  X,  comme  centre ,  projetez  de  même  ces  derniers 
sur  la  troisième  droite  du  faisceau ,  et  ainsi  de  suite.  Soient 
A^,  B«,  G^....  les  dernièrea  projections  obtenaes  du  point 
X,^  comme  centre  sur  la  n^^  du  faisceau;  les  droites 
A, A.,  B,B^,  C,C«....  concourront  en  un  même  point  situé 
sur  la  droite  X,X^^. 

2^.  Si  11=3,  et  si  X.  restant  fixe ,  on  suppose  que  X^  dè- 
crlye  une  coniqoe ,  qael  sera  le  Uea  décrit  par  le  point  des 
concours  des  droites  A, A^ ,  Bfi^  P 

C)  Voie!  enfln  on  élére  qui  étudie  It  géométrie  4n  dlx-nemlème  iléele. 
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Solution.  —  Promière  partie. 

1.  D'abord,  il  est  clair  qu'il  suflBt  de  dénontrer  la  propo- 
aitkn  poar  Ifoig  points  seidemenl  pria  sol^  la  première  droite 
d«  faisoeau. 

2.  Lemme.  Si  le  théorème  est  vrai  ponr  le  cas  de  n  égal  oa 
inrérieur  à  a,  il  sera  vrai  aussi  pour  le  cas  de  n=â+l. 

Soit  le  théorème  démontré  pour  tous  les  nombres  depuis  3 
jusqu'à  n  —  1 ,  il  sera  encore  vrai  pour  le  nombre  n.  Soient 
CD  effet  oA,  oB  et  oK  la  première,  la  deuxième  et  la  n^"*f 
droite  du  faisceau  -,  X,  le  premier  point ,  X»  le  second  ;  A,,  B„ 
C;  A, ,  B,,  C,;  et  A^,  fi^  >  C«  »  ^^^  points  déterminés  par  les 
données  ou  par  les  projections  sur  la  première ,  la  deuxième 
et  la  »«^<^  droite  du  faisceau.  11  faut  prouver  que  les  droites 
A.A^,  B,B.,  C.G^  concourent  en  un  même  point.  En  effet, 
considérons  le  faisceau  de  n — 1  droites  0B....0K  ^  et  le  sys- 
tème de  n  —  2  points  X, ,  X,....X,^  ;  les  points  donnés  sur 
la  première  droite  oB  de  ce  nouveau  faisceau ,  étant  A, ,  B, , 
G,^  de  r hypothèse  faite  en  téta  du  lemme ,  nous  conclurons 
que  les  droites  A,A^,  B.B^,  C.C^,  concourent  en  un  n^éme 
point  JT,  situé  sur  la  droite  X^X,^.  Cela  posé  9  considérons  le 
nouveau  faisceau  de  trois  droites  0 A,  oB,  oK ,  relativement 
aux  deux  points  X,  et  X,  ^  on  voit  que  les  points  A, ,  6. 9  G.,  de 
la  première  du  faisceau,  sont  projetés  en  A.,  B,,  G.  sur  la 
seconde  du  faisceau  suivant  le  pcrint  X,;  que  les  points  A,, 
B, ,  G,  sont  projetés  eux-mêmes  par  le  point  a:,  en  A^B^,G^ 
sur  la  troisième  droite  du  faisceau;  que  par  suite  les  droites 
A,A^,  B.B^,  G.G^,  concourent  en  un  même  point,  d'après 
Thypothèse  admise. 

CoAOLLAiRB.  U  soffira  donc  de  démontrer  la  profioii'tion 
pour  le  cas  plus  simple  d'un  faisceau  de  trois  droites,  et  d'on 
système  de  deux  points. 


Digitized 


by  Google 


—  w  — 

3.  Lemm B.  Aa  liea  de  considérer  an  système  de  trois  droites 
concourant  an  même  point ,  il  suffit  de  considérer  un  système 
de  trois  droites  parallèles. 

Car  étant  donnée  nne  figure  plane  quelconque  dans  la- 
quelle n  droites  concourent  an  même  point ,  on  peut  ton*- 
jours  projeter  centralement  la  figure ,  de  manière  que  le 
système  des  n  droites  concourantes  soit  remplacé  par  un 
système  de  n  droites  parallèles.  Pour  cela ,  il  suffit  en  effet  de 
prendre  pour  plan  de  projection  un  plan  parallèle  à  la  droite 
qui  joint  le  centre  de  projection  au  point  de  concours  des  n 
droites.  D'ailleurs,  deux  figures  dont  Tune  est  la  projection 
centrale  de  l'antre  sont  telles  que  si  dans  Tune  n  points  sont 
en  ligne  droite ,  les  points  co|rrespondants  dans  l'autre  se- 
ront aussi  enUgne  droite;  si  n  droites  concourent  au  même 
point  dans  Tune ,  les  n  droites  correspondantes  concourront 
au  même  point  dans  Tautre  (sauf  le  cas  particulier  où 
Ton  aurait  choisi  le  plan  de  projection  de  telle  sorte  que  le 
faisceau  des  n  droites  concourantes  se  transformât  en  un 
système  de  n  droites  parallèles). 

{Fig.  6).  4.  Soient  M, N,  P  les  trois  droites  parallèles; 
X. ,  X,  les  deux  points ,  et  A. ,  B.  deux  points  pris  sur  M  ; 
K%  Bo  et  A3,  B,  les  points  ccxrrespondants  sur  N  et  P  ;  il 
suffit  de  prouver  que  le  point  de  concours  Y  des  droites 
A.A3 ,  B3s  est  sur  la  droite  X,X,,  par  là  il  sera  prouvé  que 
si  l'on  avait  pris  sur  M  un  troisième  point  G.,  la  droite  C.G3 
aurait  passé  par  le  point  Y.  Or,  remarquons  que  les  trois 
points  X. ,  X, ,  Y  petivent  être  considérés  comme  les  trois 
centres  de  similitude  externes  de  deux  polygones  semblables 
pris  deux  à  deux,  construits  sur  les  lignes  A.B.^  A,B,,  AjB, 
comme  côtés  homologues ,  et  ayant  leurs  côtés  parallèles. 
Or ,  trois  polygones  étant  pris  dans  ces  conditions,  les  trois 
centres  de  similitude  externe  de  ces  polygones  pris  deux  à 
deux,  sont  ,d'après  uu  théorème  connu,  trois  points  en  ligne 
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droHe;  donc  ici,  les  Irois  points X,,  X,,  Y,  soDt  en  ligne 
droite.  Donc,  le  théorème  est  démontré  poar  un  faisceau  de 
trois  droites  parallèles.  Par  suite,  d'après  les  lèinmes  précé- 
dents, il  est  vrai  pour  un  faisceau  de  tz  droites  concourantes 
au  même  point ,  et  pour  un  système  de  n  —  1  points. 

Remarque.  Du  théorème  précédent  on  peut  déduire  une 
démonstration  d'un  théorème  exposé  dans  les  Nouvelles 
Annales  de  malhétnatiques.  Ce  théorème  est  le  suivant. 
{Fig.  7.)  D'un  point  fixe  A  pris  dans  le  plan  d*un  igiigle^oa:,  on 
mène  an  nombre  quelconque  4e  transversales  qui  déter- 
minent des  points  correspondants  A.,  A,;  B,,  B, ;  G. ,  €,.... 
là  dnAiMx  restant  fixe,  la  seconde  droite  ox  tourne  «intour 
de  oy  y  et  emporte  avec  «Ile  les  points  A, ,  I),,  etc.  \  si  dans  une 
quelconque  de  ses  positions  on  mène  les  droites  A.A,,  B.B,, 
C,C,...  .,  ces  droite  se  couperont  toujours  en  un  même 
point. 

(Fig,  S).  Soit  en  effet  ox'  une  nouvelle  position  de  oa:^  et 
A,,  B,,  G,  les  peints  correspondants  aux  points  A.,  B,,  C, , 
de  sorte  que  l'on  ait  :  oA,  =  oA»,  oB^soBj,  oG,=oG,.  Les 
droites  A.A,,  B.B,  et  G,G,  seront  parallèles;  et  il  faut  dé- 
montrer qae  les  droiXes  A,A,,  B^B^,  G^G,  concourent  en  un 
même  point. 

Or  faisons  une  projection  centrale  de  la  figtire,  de  manière 
que  le  système  des  parallèles  soit  remplacé  par  ujn  système 
de  droites  concourant  en  un  point  X,.  Représentons  les  pro- 
jections centrales  des  divers  points  X.,  A. ,....  B,....  par  les 
petites  lettres  correspondantes,  et  semblkblement  accentuées 
jr,,  a, ,  ô.v--.  dans  la  projection,  les  |X)iQts  /i, ,  *,,  c,  placés 
sur  la  première  droite  du  faisceau  sont  projetés  en  a,,  è^^  c,, 
suivant  le  centre  «r.^  les  points  a.,  &,,  c,  sont  eux-mêmes 
projetés  en  a^,  ^i,  C|,  suivant  le  centre  x,;  donc,  d'après  Je 
théorème  de  M.  Finck,  les  droites  a.a,,  b,bt^  c»c,  concourent 
en  un  même  point;  donc  aussi  dans  la  figure  primitîTe  les 

im.  ni  M4TatH.  VI.  ^ 


Digitized 


by  Google 


-   50  - 

droites   A.A,,    B.6,,    G,G,  concoureni    au  inômc   point. 
C.  q.  f.  d. 

j^iUre  remarque.  Si  Von  remarque  que  la  démoastration 
précédente  suppose  seulement  le  parallélisme  des  droites 
A.As,  B.B3  î  ^A  •  ^^  que  ce  parallélisme  existe  encore  quand 
Ton  suppose,  non  que  les  distances  oA,,  oB, sont  res- 
pectivement égales  aux  distances  oA,,  oB,,  mais  seulement 
qu'elles  leur  sont  proportionnelles.  Ton  verra  que  Ton  jpeat 
généraliser  l'énoncé  du  théorème  précédent. 

Seconde  partie. 
1.  Lemuk.  Déterminer  le  rapport  des  loogueuift  X,Y  ei 

Le  triangle  A,X^,  ampé  par  la  transversale  A^Y  donne 
la  relation  : 

A,A,  •  X,Y  .  X,A,  =  X,Aj .  X,Y .  A, A,, 

4*oà  Ton  tire  : 

OU  bien  comme  les  points  X,,  A,,  B.  sont  fixes,  le  rappc^rt 

A  A 

-Lr.*=  m,  quantité  constante ,  donc 

JL.Y  A|A|  _  -       ^**-  A.D, 


d'où  enfin 


X.Y         ^         A,B,^AA 


3.  Prenons  le  point  fixeX,  pour  origine  des  coordonnées, 
et  Taxe  des  x  parallèle  à  la  direction  commune  des  droites 
A,B.,  A^.  ;  soient  X,  [7,  6]  Tune  des  positions  particulières 
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da  point  mobile,  et  sur  la  droite  X,X,,  le  point  de  rencontre 
correspondant,   Y  [jf,^];   soient  A,  [y=zc^    cr=a], 
B,  [jr=c,  j:  =  6]  les  points  fixes  et>^  =c^  Téqnation.dola 
droite  A,B,. 
Cherdions  Teipression  de 

X.X,        €  a  AjB, 

x.y  ="J--x^';^'"a,b,-a.b/ 

en  fonction  do  a,  6,  a^  byCeiii,  « 

On  trouvera  facilement  {/ig.  9)  : 

donc 

-.                     d—~c  AJd»  d  •"—  o 

A,B,-A,B.=  s (a—*),  donc  *^       - 


6  — c'         "  AA  — A.B.       d—e' 

On  a  dMic  : 

lyj,       ,     rf— 6     w(rf__e)+«<— c     A«-j-B 
xj-=*+'"5r^^ rf^^ -*-c-' 

A.B.C  étaitt  des  quantités  connues  ;  donc 
d'où  l'on  tire  : 

D'après  ces  ftirinales ,  Ton  voit  qae  : 

1*  Si  le  point  de  rencontre  T  décrit  nne  courbe  dn  degré 
m ,  le  point  X^  décrira  de  ipéme  une  ligna  du  degré  m.  Par 
anite  réciproquement,  etc.  On  poorraUd'aiBeurs  lo  voirdi- 
reelemefet  eo  tirast  des  relationa  (1)  ei<â') ,  les  vaiears  de  ê 
el  a  eqfooeOon  de  x  et^. 

â*  Donc ,  si  le  point  variable  X,  décrit  une  ligne  droite  oq 
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unccQDÎquc.  le  point  de  rencontre  Y  décrira  de  même  one 
ligne  droite  ou  une  conique. 

Or ,  dans  ce  dernier  eas ,  pour  avoir  le  lieu  décrit  par  le 
point  de  rencontre  dans  la  fig:ure  primitive  (car  tout  ce  qui 
précède  se  fait  dans  la  projection  de  cette  figure  primitive) , 
il  suffira  de  projeter  rentralement  sur  le  plan  de  la  figure 
primitive,,  la  droite  ou  la  conique  lieu  des  points  de  ren- 
contre; et  Ton  obtiendra  pareillement  dans  la  figure  primi- 
tive, une  droite  ou  une  conique  pour  lieu  des  pointu  de  ren- 
contre. 

a*"  Donc ,  si  Icpoint  X,  décrit  une  droite  ou  une  conique , 
]&  point  de  rencontre  Y  décrira  aussi  une  droite  ou  une 
conique. 

GénéralUation  du  théorème  précédent. 

En  revenant  un<!  seconde  fois  sur  ce  théorème,  j'ai  trouvé 
qu'on  pouvait  le  généraliser  ainsi .quil  suit .- 

1°  On  a  un  faisceau  de  n  droites  concourant  en  un  même 
point  o  de  l'espace,  mats  d'ailleurs  situées  ou  non  daas  le 
même  plan  ;  on  a  aussi  /z— r  1  points  dans  l'espace,  assujettis 
seulement  aux  (auditions  suivantes  :  le  premier  point  X.  est 
dans  le  plan  de  ia  première  et  de  la  deuxième  droite  du 
raiscca^  ;  le  p^^^  point  est  dans  le  plan  de  la  /^"^  et  de  la 
[p^i)^èrM  droite  j  soient  X,,....  Xp,....  X,^  ces  points.  On 
projette  suivant  X,  les  points  A, ,  B, ,  C,,....  de  la  première 
du  faisceau ,  en  À, ,  fi,  ,€.,....  sur  la  deuxième  du  faisceau  ; 
ces  derniers  sont  projetés  suivant  X,eflf  A, ,  B^,  G,  sur  la'troi- 
aième  dufaiscfîau,  ainsi  de  suite.  Soient  A^,  B^,  C^'-«  l<^s 
points  projetés  suivant  ^«^,  sur  la  /i»^»««du  faisceau^  les 
lignes  A.A,, ,  B,B^ ,  ^  Cn--  concourront  en  un  même  point. 

â""  Si  nx=3 ,  et  si  X^  restant  fixe ,  le  point  X,  décrit  dans  le 
plan  de  la  première  et  de  la  deuxième  droite  du  faisceflu, 
une  droite  ou  une  conique^  le  point  de  rencontre  Y  décrira 
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de  même  dans  le  plan  de  la  première  et  de  !a  troisième 
droite  du  faisceau ,  une  droite  ou  une  conique. 

La  démODStralîon  se  ramène  facilement  à  la  précédente , 
en  projetant  toutes  les  droites  et  tous  les  points  de  Tespace , 
sur  le  plah  de  la  première  et  de  la  n^^"^  droite. 

Note,  Cette  géoéraMsation  donne  immédiatement  une  dé- 
monstration intuitive  de  la  première  partie  du  théorème  de 
M.  Finck.  En  effet ,  soit  une  pyramide  de  n  faces  triangu- 
laires coupée  par  m  plans  passant  par  la  même  droite, 
on  obtient  m  polygpnes  de  n  côtés  ;  les  m  côfës  (fax  se  troii- 
▼ent  dans  une  même  fcce  se  rencontrent  évidemiiient  en  un 
même  point,  et  les  n  points  de  rencontre  sont  situés  sur  la 
même  droite,  intersectîM  des  pians.  Et  réeiproquement  si 
n— 1  de  ces  points  de  rencontra  sont  sur  une  même  droiie 
le  ?t^^«A  sera  sur  la  même  droite  j  en  projetant  la  pyramide  et 
les  polygones,  on  obtient  la  propriété  de  co/Kn^olûm  énoncée 
ci-dessus^  Appliquant  à  celte  figure  la  méthode  mélamor- 
phique(Voy.  t.  Y,  p.  497),  on  peut  eu  déduire  une  foule 
d'autres  propriétés;  par  exemple,  en  projetant  la  figure 
plane  (  fig.  5)  sur  une  sphère^  prenant  le  centre  pour  celui 
de  projection ,  les  droites  deviennent  des  grands  cercles  de 
la  sphère  qui  jouissent  des  mêmes  propriétés  de  collinéa- 
tion  que  les  droites  sur  un  plan.  Quant  à  la  seconde  partie 
du*  théorème ,  elle  est  une  conséquence  du  théorème  géné- 
ralisé de  firaikenridge  que  M.  Poneolet  a  traiié  avec  une 
grande  étendue ,  trep  grande  peut-être.  En  général ,  on  re- 
marque chez  les  écrivains  qui  s'occupent  cxclusivemrnt  de 
géométrie  moderne,  sans  en  excepter  Tillustre  Carnot ,  une 
tendance  à  une  extrême  prolixité.  Ils  se  complaisent  à  ac- 
eamirfer  propriétés  sur  propriétés,  théorèmes  sur  théorèmes, 
tant  et  tant ,  qu'à  la  fin ,  comme  dit  un  proverbe  allemand ,  Us 
arbres  empêchetU  de  voir  la  forât. 
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MÉMOIRE 
mr  la  réioluiion  de  deux  éqàaiim%$  à  dmx  tfieoiifitteâ. 

VAS  Bt.  OflBSAli  nmtWÊT, 

Répétileor  à  HÈcole  p^ylechDique. 


La  plupart  d^s  aatenn  d'algèbre  oui  confondu  réUmlM- 
tion  avee  la  résohitioi^dea  éqoatioos  aioKiltaaées.  Il  etfele 
pûnrtaDt  entre  ces  deux  prdblèmefl  une  différence  essentielle  : 
dans  le  premier,  on  se  propose ,  plasîeors  équations  à  pareil 
nombre  d'inconnuêS  étant  données,  en  déduire  l'équation 
finale,  c'est-à-*dire  l'équation  à  une  inconnue  qui  admet  pour 
racines  les  valeurs  de  celle  inconnue  propres  à  vérifier  les 
expiations  proposées ,  en  roénie  temps  qpe  des  valeur^  con- 
,  veoables  des  autres  inconnuea;  tandis  que  le  second  a  pour 
objet  la  recherche  des  solutions  dos  équation»*  proposées.  Il 
est  vrai  que  pour  résoudre  ce  dernier  problème  on  com- 
mence ordinairement  par  faire  uae  éliminalion;  mais  d'Une 
part  cette  élimination  a  un  tout  autre  but  que  VélimifiatioH 
proprement  dite,  attendu  qu'on  s'y  propose  de  trouver  âo»- 
seulement  Téquation  finale ,  mai»  encore  les  équations  à 
deux,  trois,  quatre,  etc.,  inconnues,  qui  servent  à  oui»- 
pléter  la  résolution  ;  et  d'un  aqljre,  on  eeufoît  aisément  que 
la  détermination  des  solutions  puisse  se  .faire  sans  passer* 
par  l'élimination  ;  il  serait  même  plus  logique-,  et  peut-être 
plus  simple ,  d'attaquer  directement  la  résolution ,  ainsi  que 
l'a  proposé  M,  Sarrus  dans  le  Journal  de  maihémaiiqueê  de 
M.  Liouville  (t.  VI ,  p.  171,  1841). 
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Je  ne  m'occuperai  point  ici  de  rélinrfnation  proprement 
dite 9  œ  premier  problème  peut  être  résolu  maintenant  d'une 
raam'ère  Mlisfaisante  soit  par  la  méthode  de  Bezout ,  soft  par 
la  méthode  des  fonctions  sjrmétriques  généraUsée  par  Pois- 
son n,  soit  même  par  la  méthode  du  plus  grand  commun 
diviseur  si  remarquablement  modifiée  par  M.  Labatie  dans 
le  cas  de  deux  équations  à  deux  inconnues.  (Voyez  la  seconde 
partie  d'un  mémoire  de  cet  auteur,  ou  les  éléments  d'algèbre 
de  M.  Finie,  p.  408  et  suiv.,  seconde  édition.)  Du  resie  je 
me  propose  d'en  faire  l'objet  d*un  second  travail  ;  je  me 
bornerai  à  considérer  ta  résolution  d(*8  équations  simulta- 
lanées.  La  sotaition  de  ce  second  problème  est  beaucoup 
moins  avancée  que  celle  du  premier;  comme  je  Tai  dit  plus 
haut,  elle  consiste  à  remplacer  d'abord  le  système  des  équa- 
tions proposées  par  un  ou  plusieurs  systèmes  composés  cha- 
cufl  d'une  équation  à  une  inconnue ,  d'urne  équation  à  deux 
inconnues ,  etc.  Or  cette  substitution  n'a  encore  é(é  tentée 
que  pour  le  cas  de  deux  équations  à  deux  inconnues  ;  et  ce 
que  l'on  possède  de  plus  satisfaisant  pour  ce  cas  simple,  le 
théorème  de  MM.  Labalie  et  Sarrus^  laisse  encore  à  désirer  : 
on  sait,  en  effet,  qu'il  n'est  pas  permis  de  conclure  de 
la  démonstration  connue  de  ce  théorème ,  que,  si  une  so- 
lution be  trouve  plusieurs  fois  dans  le  système  des  équa- 
tions proposées,  elle  se  trouvera  le  même  nombre  de  fois* 
en  sonme  dans  les'  divers  sysièmes  que  Ton  veut  substituer 
au  premier,  ce  qui  est  un  véritable  Inconvénient  dans  cer- 
taines appifcationa  de  l'éliminalion. 

Le  but  principal  de  ce  mémoire  est  de  faire  voir  que  le 
théorème  de  MM.  Labatie  et  Sarrus  s'étend  aux  solutions 
multiples  i  je  parviens  en  outre  à  lever  les  diverses  difficultés 
qui  se  rapportent  à  ces  solutions  et  qui  jusqu'ici  ont  toujours 

(*;  /mnidl  de  l'École  polytechnique ,  onzième  cahier.  1802,  p.  109. 
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embarrassé  les  auteurs.  ATaot  d'énoncer  les  résultats  aux- 
quels j'ai  été  conduit ,  je  crois  nécessaire  de  rappeler  rapide- 
ment l'origlDe  de  la  méthode  généralement  suivie  pour 
résoudre  deux  équations  à  deux  inconnues,  et  de  faire  con* 
naître  les  principaux  efforisqui  ont  été  tentés  puur  affranchir 
cette  méthode  des  difficultés  qu'elle  présente. 

Soient  deux  équations  à  deux  inconnues  x  ei  y;  pour 
qu'une  valeur  de^  convienne  à  ces  deux  équations,  il  est 
nécessaire  et  il  suffit  qu'en  la  substituant  dans  leurs  premiers 
membres^  on  fasse  acquérir  à  ces  premiers  membres  un 
diviseur  commun ,  fonction  de  x ,  et  ce  commun  diviseur 
égalé  à  zéro  donne  une  équation  dont  les  racines  sont  les 
valeurs  correspondantes  de  Taulre  inconnue.  Donc,  si  regar- 
dant y  comme  connu ,  on  cherche  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  fes  premiers  membres  des  équations  proposées, 
on  aura  en  égalant  à  zéro  les  deux  derniers  restes,  d'une 
part  l'équation  finale  eu'x  et  d'une  autre  l'équation  à  deux 
inconnues  qui  fournit  Tes  valeurs  de  jc  quand  y  est  coouu. 
Tel  est  le  raisonnemenl  qui  a  d'abord  conduit  à  la  méthode  ; 
mais  il  n'est  pa^  besoin  d'un  grand  effort  d'attention  pour 
reconnaître  qu'il  peut  dans  bien  des  cas  être  inexact.  Suppo- 
sons, en  effet,  qu'une  des  valeurs  dc^  qui  annulent  le  der- 
nier reste ,  rende  en  même  temps  égal  à.zéro  un  des  facteurs 
qui  ont  été  introduits  ou  supprimes  dans  le  courant  du 
calcul,  la  vali*urquc  prendra  pour  cette  valfuir  de^  l'avant- 
dernier  reste,  pourra  (rès-bien  ne  pas  élre  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  deux  polynômes  fonctions  de  «r, 
obtenus  en  portant  celte  valeur  de  y  dans  les  polynômes 
proposés;  or  c'est  précisément  sur  cette  hypothèse  que 
repose  la  conclusion  que  Ton  a  tirée.  Ainsi  il  n'est  pas 
permis  de  dire  que  l'opération  du  plus  grand  commun  divi- 
seur appliquée  aux  premiers  membres  des  équations  pro- 
posées conduise  immédiatement  à  la  résolution  de  ces  équa-- 
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lions  y  oomme  on  l'espérait  d'abord  ;  mais  cette  opération  fait 
connaître  une  suite  d*équations  dont  lesdegrésvonl  toujours 
en  diminuant  et  dont  les  premiers  memlnres  sont  liés  aux 
premiers  membres  des  équations  propo&ées  par  des  rela- 
tions simples  ;  et  on  doit  naturellement  se  demander  si  on 
ne  peut  pas  en  tirer  parti  pour  ramener  la  résolution  du 
système  des  équations  proposées  à  celle  d'une  suite  d'autres 
systèmes  de  plus  en  plus  simples,  de  roaniën;  à  arrivor  ainsi 
de  proche  en  proche  à  un  système  crnnposé  d  une  équation 
à  une  inoonnue  et  d'une  équation  à  deux  inconnues.  C'est 
oeqne  l'on  a  tenté  de  faire  comme  il  suit. 

Soppodons  d'abord  que  dans  l'opération  du  plus  grand 
commun  diviseur  on  n'ait  ni  introduit  ni  supprimé  de  fac- 
teurs en  x^  on  aura  une  suite  d'égalités  de  la  forme  sui- 
vante r 

A=BQ  +  R 


R^,=R^Qn+n« 

on  verra  alors  aisément  que  les  solutions  do  système  A=0, 
BasO,  sont  les  ménfes  que  celles  du  système  B=:=u,  Rs=0; 
que  les  solutions  de  ce  dernier  système  sont  les  mêmes  que 
celles  du'sjstème  R=0,  R,=^0,  et  ainsi  de  suite;  enGn ,  que 
les  solotîons'du  système  A=0 ,  B=0 ,  sont  les  mêmes  que 
cellos  du  système  R,^,=0 ,  R^=0.  C'est  le  résultat  auquel 
nous  étions  parvenus  par  le  premier  raisonnement;  ce  qui, 
du  reste,  ne  doit  pas  surprendre,  puisque  dans  le  cas  que 
nous  considérons  on  n'a  ni  introduit  ni  supprimé  dç  facteur 
eny  dans  l'opération  du  plus  grand  commun  diviseur. 

Mais  considérons  le*  cas  général,  nous  aurons  alors  les 
égalités  : 
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cA  =  B^  +  Rr 
c.B=R^.  +  R.r. 
c,R==R.^.  +  R,r, 


Or  on  pourra  bien  dire,  comme  dans  le  cas  pr^édent ,  que 
les  solutions  du  système  cA.  ==  0,  8=^=0,  sont  les  mêmes  que 
celles  du  système  B  =  0,  Rr=:  0,  que  les  solutions  du  sys- 
tème cfi  â=  0, 11=0,  sont  les  mêmes  que  celles  du  système 
R=sO,  R,'',=  0,  etc.  IVlaîs  comment,  en  général,  les  solu- 
tions du  système  c^R^_,=  0 ,  R^_,  =  0,  dépendent-elles  des 
solutions  des  deux  systèmes  c^  =  0,  U^_,  =s  0,  et  R^..  =  0, 
il^,  =  0 ,  et  les  solutions  du  système  R^^  =  0,  Rp'',=  0, 
des  solutions  des  deux  systèmes  R, . ,  =  0 ,  R,  »  0,  et 
Rp_^  =  0,  r^  =  0?  Les  opinions  ont'  été  partagées  sur  ce 
point;  quelques  auteurs ,  à  la  tôte  desquels  il  faut  mettre 
M.  Bret  (^.  le  Joum.  de  l'École  polylechn.,  cah.  15,  et  les 
jénnalesâe  M.  Gergonne,  t.  III),  ont  admis,  9ans  démonêtrch- 
tion^  qu'un  système  de  la  forme  AB=0,  G=0,  pouvait  tou- 
jours être  remplacé  par  les  deux  systèmes  A  =  0,  C=0,  et 
B=-H),  C=0,  que  ces  deux  systèmes  eussent  ou  non  des  solu- 
tions communes;  d'autres  auteurs,  au  contrtiire,  ont  pré- 
tendu que  la  substitution  au  système  AB=0,  G^O  des 
deux  systèmes  A  =  0,  C=0,  et  B  =  0,C=0.  n'était  per- 
mise que  lorsque  ces  deux  derniers  systèmes  n'avaîcht  pas 
de  solutions  commuriles ,  et  que  dans  le  cas  contraire  on  n& 
devait  prendre  qu'une  fois  la  solution  commune.  On  doit 
remarquer,  du  reste,  que  cette  dernière  hypothèse,  que  Ton 
doit  à  M.  Lefébure  de  Fourcy  {r.  la  correspondance  de  YÉ- 
cole  polytechnique  C)  ),  et  qui  a  été  généralement  adoptée 

(•)  T.  Il,  p.  276. 
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dans  reoteignemcnt,  malgré  la  complication  qu'elle  appor- 
tait dans  les  calculs^  devait,  en  oflel,  être  préférée  dans 
rincerlitade  où  Von  était  de  la' justesse  de  la  première  ;  car 
la  seule  errenr  que  pût  produire  son  adoption  consistait  dans 
le  degré  de  mulliplictté  des  solutions ,  ce  qui  av«t  peu  d'im- 
portance  dans  un  grand  nombre  de  cas.  Néanmoins  je  décide 
la  question  en  faveur  de  l'hypothèse  de  M.  Bret  ;  après  avoir 
donné  une  définition  nette  et  précise  des  solutions  multiples, 
je  démontre  rigooreusemenl  que  le  système  AB  =0,  G=0» 
peut ,  dans  tons  les  cas ,  être  remplacé  par  les  deux  systèmes 
A=s:0»CssOetB=0,G=:Û;  j'étaBlis  ensaite  une  seconde 
propriété,  que  l'on  avait  jusqu'ici  regardée  comme  évidente, 
mais  qui  n'a  pas  moins  besoin  de  démonstration  que  la  pre- 
mière, quand  on  considère  les  solutions  multiples;  elle  oon- 
sisie  en  ce  que ,  si  l'on  a  la  relation  A^B^-f  C,  les  solutions 
dn  système  A=sO ,  BsO,  sont  les  mêmes  qne  celles  dn 
syMème  B  =b  0 ,  Gs 0 ;  ces  deux  lemmes  admis ,  je  complète 
la  théorie  de  M.  Brot,  puis  cherchant  è  simplifier  les  résul- 
tats qu'elle  fournit,  je  suis  conduit  d'une  manière  naturelle, 
et  ponr  ainsi  dire  inévitable,  au  théorème  de  MM.  Labatieet 
SarruSf  qui  sq  trouve  ainsi  établi  pour  les  solutions  multi- 
iries  aussi  bien  que  pour  les  solutions  simples. 

Je  dois  dire  avant^d'entrer  en  matière  que  je  ne  m'occu- 
perai dans  co  qni  va  suivre  n»  des  solutions  entièrement  infi- 
nies, ni  des  solutions  en  partie  finies  et  en  partie  infinies  ; 
on  sali,  du  reste ,  que  ces  solutions  peuvent  se  déterminer 
directement.  Je  représenterai  aussi,  pour  abréger,  par  [A,B] 
l'ensemble  des  «solutions  finies  du  système  A  =  0,  B=:=0. 
Enfin  je  supposerai  toujours  les  équations  à  coefficients  nu- 
mériques. 


Digitized 


by  Google 


—  60  — 

§  I".   Définition  des  solutions  multiples.  —  Détermination 
du  degré  de  multiplicité  des  solutions. 

Soient  : 

(I)       k^/(x,jr)=:0,  (2)      B=:/(j:,r)=0, 

deux  équations  à  deux  ioconnucsorel^,  et  dont  les  pre- 
miers membres  ne  coaiieaneul  ni  facteurs  fonction  de  x,  ni 
facteurs  fonction  dc^,  ni  facteurs  fonction  de  x  et^,  ainsi 
qu  on  peut  toujours  le  supposer.  Si  l'équation  (1)  est  du  de- 
gré 171  en  Xy  et  l'équation  (2)  du  degré  n'^m^   et  que  Ton 

résolve  ces  équations  par  rapport  à  x,  on  trouvera  pour  la 
première  m  racines  : 

et  pour  la  seconde  n  racines  : 

'  y ^1  y *^  y  f»  •  •  •  «^w 

tontes  fonctions  do^,  et  qui  pourront  être,  selon  la  valeur 
attribuée  à  ^,  finies  ou  infinies ,  réelles  ou  imagiDâires.  Re- 
marquons seulement  que  si  une  racine  de  l'une  des  équa- 
tions de  réelle  devient  imaginaire,  le  même  ftit  se  présen- 
tera pour  une  autre  racine  de  la  même  équation,  et  que  ces 
deux  racines,  en  passant  du  réel  à  l'imaginaire,  passeront 
nécessairement  par  l'égalité;  et  que  si,  pour  une  certaine 
valeur  de  ^,^  =  ^9  A;  racines  de  Tune  des  équations,  de  la 
première  par  exemple,  deviennent  infinies,  ce  qui  arrivera 
lorsque  les  A:  premiers  termes  de  cette  équation ,  supposée 

ordonnée,  s^annuleront  pour  j'=^,  les  m^-^k  autres ca- 

0 
cines  d'abord  de  la  forme   -- ,    auront  pour   vraies  va- 
leurs les  racines  de  l'équation  obtenue  en  négligeant  les  k 
premiers  termes  de  l'équation  A  =  0,'  et  faisant  dans  les 
termes  restants  ^=6.  Ceci  posé  ,  suppe^sons  que  x=  «, 
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^  =  p,  forment  une  solution  des  éqoalions  proposées ,  c'est- 
à-dire  représentent  un  système  de  valeurs  de  x  et  dej^,  véri- 
fiant les  équations  proposées,  si  nous  faisons  ^^s  p,  dans  les 
racines  j^,,  ^,7  ••  .r«  de  Téqnation  (1),  et  dans  les  racines 
yi.  y.»  •••  y*  <^«  réqualion  (2),  un  certain  nombre  de  ra- 
cines de  Tune  et  de  l'autre  équation  devront  se  réduire  à  <x. 
Supposons  que  ces  racines  soient  : 

et 

Pour  avoir  le  degré  de  multiplicité  de  la  solution  a:  =:  a  , 
^=p,  on  formera  avec  j^p,  j^,,  ...^r  et/p»,  y,',  ...yrs 
toutes  les  dîCTérences  de  la  forme 

y^—yp-^  ^,— yp'î  •••  j  r, -y?')  y^—r't^  •••;•• 

et  la  somme  des  degrés  d'tnfîniment  pelit  par  rapport  à 
^  —  p  (*)  de  ces  différences,  ou,  ce  qui  revient  au  même , 
le  degré  d'infim'ment  petit  de  leur  produit , 

iyp—yp)  {yq—yp)  "'^yp—y'^)  trf — y^»)  •  ••, 

sera  le  degré  dé  multifdiilté  cherché. 

On  peut  encore  obtenir  ce  degré  de  multiplicité  d'uipe  autre 
manièie,  comme  il  stiit.  Supposons  d'alM)rd  que  l'bypothése 
Xz=p  n'aniiule  pas1o€oefficienta«dq  terme  de  l'équation  (1), 
qui  contient  j?  à  la  plus  haute  puissiince,  auquel  cas  les  m 
racines^.,  j^,,  .,.ym  bcront  finies  poury=p.  Gomme  Ton  a 
généralement 


O  On  appeUe  degré  d'iafinimeot  petit  par  rapport  à  y— ySd'qDe  fonotion  day , 

9  (y)  qui  s'annule  avec  y^fi ,  l'exposant  m  de  la  paf ssanoe  de  y— fi  pour  1a- 

«  (y) 
quelle  la  vraie  valeur  de    '    ^     correspondante  à  y^-yd»  est  différente  de  zéro 

et  de  rinttni. 
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un  aaraaiHsi,  en  sab8U(uêiitsiicoessiveineoC^y,y^ . .  .^^V  **> 
à  la  place  de  x, 

e(  en  multiplianl 

(^î/(rV.  y)ArV»  ^)  .../cyr'.  ^)= 

.  =a,^  (y^— ^i)  (yp»— rj  ..•  (yfl—- ^,)  (y«'— rj  •..  - 

.••  (y*-— ri)!^^— y.)... 

vêtant  le  nombre  des  racines  y„  y,  ...yn»  fltiî  w  rédni- 

Ml 
sent  à  a  quand  on  faity  =  p.  Or  les  seuls  facteurs  du  second 

membre  inflniment  petits   avec  r  —  ?i  sont^p— y^», 

y,  — yp»,  ...,rp  — ^^,  rq—yit'^  ••  nous  cooclnrona  de  là 

,  que  le  degré  d'infiniment  petit  par  rappcnrt  à  ^  —  M^  pr^ 

mier  membre ,  aussi  bien  que  celui  du  produit 

(^)  (^p-yf^) (rp -y^)  ••  (y?  —y^Hy^  -y^) . . . 

représente  le  di^é  de  multiplicité  de  la  solution  x  =  a, 

J^  =  p. 

Supposons  main^ant  que  le  coefficient  a.  du  premier 
terme  de  l'équation  (i)  s'anoole  poor^=p,  et  que  par  con- 
séquent quelqaes-ancs  des  racines  j^^,^.,^„  ...^m  devien- 
nent infinies  pour  la  même  hypothèse ,  nous  ne  pourrons 
plus  dire  alors  que  les  seuls  facteurs  infiniment  petits  avec 
y  — j3  du  second  membre  de  Téquation  (a)  soient  rp-^-y^'^ 
yp  —y^t  »  •  .r«  ~^V»  y^  —y^  »  •••  »  pni«ine  tfo"  sera  in- 
finiment petit  ;  néanmoins  ^  comme  il  y  aora  on  même  temps 
dans  le  second  membre  des  facteurs  inflnimem  grands ,  le 
degré  dTinfiniment  petit  de  ce  second  membre  sera  toujours 
le  même  que  celui  du  produit  (6).  Pour  le  faire  vpir,  je  re- 
marque que  si  dans  une  équation  à  une  inoçmBue  x 
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A:ç*rf  Ba-— '+  Ct"^'+  . . .  +Tx  +  V  =  0 , 

dont  les  coedicieols  A,  B, ...  Y  dépendent  d'un  paramètre^, 
le  coeiSeient  du  premier  terme  avec  ou  sans  quelques  coef- 
fic-ienis  suivants,  se  réduit  à  zéro  pour  une  certaine  valeur  p 
du  paramètre  j^,  ce  qui  entraîne  pour  cette  valeur  de^  Texis- 
tence  d  nu -certain  nombre  de  racines  infinies  dans  cette 
équation  ;  le  produit  par  A  du  produit  de  l'expression  algé- 
brique des  racines  qui  deviennent  infinies  sera  une  quantité 
déterminée  différente  de  zéro  et  de  Tinfini  pour  y  =  ^. 
Soieot,  en  effet,  .r,,  jr„  ...  jc^  l'expression  algébrique  des 
radoes  de  l'équation  proposée ,  et  supposons  que  a:,  x, ,  x, 
smeet  les  racines  qui  deviennent  infinies  pour  x=:  |3.  On  a , 
quel  que  soit  ^, 

Ax -r.jT,  ^..Xm=  (Ax  x.xj  (x, .,.  x«)  =  V  ; 

faisons  converger  x  vers  p,  (-^s  •••  *^'i»)  ^^  ^  convergeront 
vers  des  quantités  déterminées;  il  en  siTa  donc  de  même  de 
(Aj:jr.xj.  Ce  raisonnement  est  en  défaut,  il  est  vrai,  lorsque 
narmî  les  racines  x,,  *..  x»»  il  s'en  trouve  qui  deviennent 
nulle»  pour  ^-as^,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  lorsque  Y 
est  isflniment  petit  avec  j"  —  p,  mais  oa  peut  toujours  écar* 
ter  ce  cas,  s'il  se  préseglalt,  en  augmentant* tontes  les  ra* 
cines  d*on  nombre  fini  convenable.  Ceci  posé ,  nous  vojons 
facilemeni  que  le  degré  d'infiniment  petit  par  rapport  à  7—^ 
de  aj^ ,  sera  toujours  détruit  parle  degré  d'infiniment  grand 
des  fflKeteim  infinis  qui  se  trouvent  dans  le  second  membre 
de  régaUté  (a),  et  par  conséquent  que  le  degré  d'infiniment 
petit  par  rapport  à  ^—^  de  ce  second  membre  est  toujours 
le  même  que  celui  du  produit  (b). 

[La  êuite  prochainement.) 
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CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  18i6. 
McUhémfUiques  spéciales. 


PAR  M.  VAUX.  snaasT , 

Êiéve. 


Étant  doQDéc  uoc  ellipse ,  si  on  lui  oirconscrit  ées  rea- 
laugles  tels  que  ABGD,  on  sait  que  tous  les  sommets  sont 
situés  sur  un  même  corde  concentrique  à  Tellipse.  Soit 
MNPQ  le  quadrilatère  fprmé  par  la  jonction  des  points  de 
contact,  on  propose  de  démontrer  (fig.  9)  ; 

1*"  Que  les  deux  côtés  consécutifs  MN  et  NQ  sont  égale- 
ment inclinés  sur  la  tangente  AB  qui  passe  par  le  point  M , 
qui  leur  est  commun. 

^  Que  leur  somme  MN  -f-  MQ  est  constante,  quel  que  soit 
le  rectimgle. 

3*"  Que  toutes  ces  droites  telles  queQM ,  NM ,  sont  tou- 
jours tangentes  à  une  même  ellipse  décrite  des  mêmes  foyers 
que  la  proposée. 

Lehmb.  Dans  la  fig.  9  ,  MN  et  NQ  sont  respectivement  pa- 
rallèles aux  diagonales  BD  et  AC  {fig.  10). 

Cette  proposition ,  vraie  pour  un  parallélogramme  quel- 
conque »  se  démontre  facilement  par  la  considération,  que 
tout  parallélogramme  abcd  circonscrit  au  cercle  est  un  lo- 
sange {fig.  10);  que  par  suite,  comme  Ton  a:  md=aby 
am=zan^  nm  est  parallèle  kbd\  de  même  nq  est  parallèle 
à  ac. 

Donc,  si  Ton  projette  la  Ggnre  [b)  de  manière  à  obtenir 
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ta figure  (10),  les  lignes  parallèles  mn  et  bd^  nq  et  ac  se  pro- 
jetteront suivant  les  parallèles  MN  et  BD ,  NQ  et  ÂG  de  la 
figure  (9).  Ce  qui  démontre  le  lemme  énoncé,  qui  va  nous 
servir  dans  la  démonstration  des  deux  premières  parties  de  la 
question.  Ge  lemme  pourrait  aussi  se  démontrer  par  le  calcul. 

Première  partie.  Les  droites  MN ,  NQ  sont  également  in- 
clinées sur  la  tangente  aB  en  N. 

En  eflet,  la  figure- ABGD  étant  un  rectangle,  les  diago- 
nales AG  et  3D  sont  également  inclinées  sur  le  côté  AB  ; 
donc  il  en  est  de  même  de  leurs  parallèles  respectives. 

N.  B.  —  Si  la  figure  AfiCD  était  un  losange  au  lieu  d'être 
un  rectangle ,  1  on  verrait  d'une  manière  analogue  que  les 
droites  MN ,  NQ  feraient  avec  la  tangente  en  N  des  angles 
oom|Hémefitaires. 

Deuxième  partie,  La  somme  MN  -\-  NQ  est  constante. 
£n  oflet ,  toujours  d'après  le  lemme  démontre.  Ton  a  : 

r  Dans  le  triangle  DAB, 

Db 

AB  :  DB  ::  AN  :  MN  =  ^  AN  ; 

it  Dans  le  triangle  GAB, 

DR 
AB  :  DB  ::  NB  :  NQ  =  j^^.  NB,  <ar  DB  =  AG. 

Donc ,  comme  AN  +  NB  =  AB ,  on  a  : 

MN+ NQ=  DB  =  2  V/Z+T\  ^ 

N.B.  —  La  valeur  de  la  somme  constante  est  2  f^a* -}-/>•, 
a  et  fr  désignant  les  demi-axes  de  la  courbe. 

Troisième  partie.  Toutes  les  droites  telles  que  mn  sont 
tangentes  à  une  ellipse  de  mêmes  foyers  que  la  proposée. 

«  et  p  étant  les  coordonnées  de  A,  on  a  a*p^-H^'ax=fl'/>\ 
L'éqoatiou  de  mn  avec  la  relation  «'-{-  p*  =  a*  +  ^". 
▲mi.  AB  MathCh.  VI.  ^ 
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Soient  p  et  p'  les  perpcadiculaircs  abaissées  dés  deux 
foyers  sur  m»,  on  aura  : 

_    y(ga-a')  ,_         y(ca-}-a') 

d'où 


remplaçaul  p*  par  a*-|-6*— a*,  il  viendra  en  supprimant 
â* — cV ,  facteur  commun  aux  deux  termes  : 

valeur  indépendanle  de  a,  ou  de  la  position  particulière 
du  poini  A ,  auquel  correspond  la  droite  MN  \  donc,  etc. 


JVOTE 

a  a 

sur  kê  deux  expre$sionê  -  et 


b      a  +  b 

PAR  M.  AAIftTXDX  MAmBB. 


Soit  proposé  de  trouver  la  somme  de  touies  les  puissances 
à  l'infini  d'une  fraction  proprement  dite. 

Un  moyen  rapide  à  employer  est  celui  qui  est  donné  par 
rillustre  et  infortuné  Saunderson.  En  effet,  un  seul  trait  de 
plumesuflBt,  comme  il  ledit,  pour  obtenir  la  somme  demandée. 

Exemples.  «Quelle  est  la  somme  de  toutes  les  puissances 

3  4 

à  l'infini  de  la  fraction  ~  ,  puis  de  la  fraction  -,  enfin  de  la 

i  3  3 

fraction  r?  Au  lieu  de  7,  j'écris  - — - ,  et  la  réponse  est 

2  5  3+2 
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3  4  4  4 

—.  Au  lieu  de  —  ,  j'écris  -; — -,  et  la  répeuse  e&l  -,  Au  lieu 

2  7  4+3  3 

de  - ,  j'éerJs  - — -  ,  el  la  repense  est  1 .  En  général,  loule 
fraction  moindre  que  l'anité  npuvant  être  repréc^entée  par 


il 


,  ,  la  somme  de  toutes  les  puissances  à  Tinfini  de  celte 

a 
Traction  sera  êeale  à  -:  » 

b 

Démonsiraêian.  Soit  -— —  la  somme  des  termes  d'une 
1  — a 

progression  géométrique  décroissante  à  l'infini,  dans  laquelle 

la  raison  est  égale  an  premier  terme ,  particularité  qui  se 

présente  dans  notre  question  où  les  différents  termes  de  la 

progression  sont  les  puissances  successives  de  la  fraction 


a+b' 


An  lieu  de  a,  substituons  donc  sa  valeur     -,  , .  et  il  vient 

pour  la  somme  de  toutes  les  puissances  à  l'Infini  de  cette 
fraction  : 


a+b  a  a 

a  a-|-^ — a         b 

Nous  ferons  remarquer  aussi  en  passant  que  ces  deux  ex- 

pressions  -r  et  — j  jouissent  de  la  propriété  suivante  : 

Elles  sont  les  fimnes  générales  respectives  des  valeurs  des 
inconnues  x et ^ dans  l'équation  xy=zx—y^  c'est-à-dire 
les  formules  qui  fournissent  les  quantités  telles  que  leur 
produit  égale  leur  diflërence. 
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dêi  rapports  projecU fi  9  sinumiquesj  ugmentaires^  triangu- 
laires ,  pyramidaux  ;  involulionsprojecHves. 


i .  Soit  an  faisoeaa  de  2/z  droites ,  situées  dans  an  même 
plan ,  partant  d'an  même  point,  et  coupé  par  une  transver- 
sale. Prenant  ces  droites  2  à  2 ,  on  obtient  nv2/t—l) angles, 
autant  de  triangles  et  autant  de  segments  sur  la  transver- 
sale, servant  de  bases. 

2.  Prenons  n  de  ces  triangles ,  mais  tellement  que  les 
côtés  renferment  les  2/i  droites  du  faisceau.  Il  est  évident 
que  le  même  côté  ne  doit  pas  être  répété.  Le  nombre  total  de 
ce  genre  d'arrangements  est  égal  au  produit  continuel  des 
nombres  impairs  depuis  i  jusqu'à  2/i— i .  En  effet,  représen- 
tons ces  cêtés  par  ^m  ^«  •••  ^*n»  comlnnans-les  2  à  2^  nou» 
aurons  un  premier  groupe  commençant  par  a, ,  de  2»  —  1 
termes  ;  un  second  groupe,  commençant  par  a.,  de  2»  —  2 
termes,  et  enfin  le  dernier  groupe,  composé  du  terme 
unique  ^,^42^.  Pour  former  un  argingement  triangulaire, 
prenons  la  première  combinaison  a^a^  <lu  premier  groupe  ^ 
on  ne  peut  la  joindre  avec  aucune  du  second  groupe,  mais 
-à  une  combinaison  quelconque  du  troisième  groupe  ;  celle-ci 
exclut  le  quatrième  groupe,  et  ainsi  de  suite;  donctf.a, 
fournit  1.3.5... 2/t— 3  arrangements,  autant  a,a,,  etc.  ;  donc 
le  nombre  total  est  1 . 3.5 . . .  2/i — 1  =p. 

Autrement.  Soit  P,^  le  nombre  de  ces  arrangements  pour 
2it  triangles  ;  a.a,  se  combinant  avec  les  2it  —  2  côtés  res- 
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tants ,  donne  P^.,  arran^emenls,  de  même  a,^,  elc.  ;  donc 
P,»  =  (2» — I)  P,^,,  d'où  l'on  déduit  le  nombre  indiqué. 

3.  Rapport  projectif  triangulaire.  Concevons  que  dans 
chaque arrangrement  on  fasse  le  produit  dcsaîres  des  n  trian- 
gles qui  y  entrent ,  on  aura  pte  ces  produits,  qui  fournissent 
p(p — 1)  rapports  par  quotient,  qu'on  peut  partager  en 

^-^— — ,  indépendants  les  uns  des  autres,  et  ->      —  ,    res- 

pectÎTcment  inverses  dos'premiers.  Ce  sont  ces  rapports  que 
nous  désignons  sous  le  nom  de  projectifs  triangulaires.  L  epi- 
thèleprojecft/sera  expliquée  plus  bas. 

Ohtervatian.  Plusieurs  de  ces  rapports  ayant  dos  facteurs 
communs  aux  deux  tiTmes,  se  réduisent  et  sont  relatifs  à 
des  faisceaux  ayant  moins  que  2n  côtés  ;  ces  rapports  doivent 
être  rejctés,  ce  qui  en  réduit  considérablement  le  nombre , 
comme  nous  verrons  plus  bas. 

Rapport  projectif  sinussique.  Remplaçant  dans  le  rapport 
triangulaire  chaque  aire  par  lo  demi-produit  des  deux  côtés 
et  le  sinus  de  l'angle  compris,  ces  côtés  se  trouvant  en 
même  nombre  comme  facteurs,  dans  les  deux  termes  du 
rapport,  s'en  iront ,  et  il  ne  reste  qu*un  rapport  entre  des 


Rapport  projectif  segmentairt.  Remplaçant  dans  le  rapport 
triangulaire  chaqiieaire  par  le  demi-produit  de  la  hauteur, 
commune  à  tous,  par  les  segments  qui  servent  de  bases,  la 
hauteur  s'en  va,  et  il  ne  reste  qu'un  rapport  entre  des 
iegments. 

4.  Ces  trois  sortes  do  rapports  ne' sont  au  fond  qu'un  seul 
et  mênie  rapport  auquel  nous  avons  donné  des  noms  diflc- 
rents,  selon  des  points  de  vue  différents.  Deux  quelconques 
d'entre  eux  sont  des  conséquences  immédiates  du  troisicmo. 

5.  Supposons  qu'on  coupe  le  faisceau  par  doux  transver- 
sales j  un  rapport  sogmontaire  de  la  première  transversale 
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entratoc  lé  même  rapport  entre  les  sinus,  et  celtii-  cî  établit  le 
môme  rapport  entre  les  segments  de  la  seconde  transversale  ; 
donc  le  même  rapport  segmentaire  existe  pour  les  deux 
transversales  y  mais  Tune  de  ces  transversales  est  la  projec- 
tion jierfpec^tve  de  l'autre  ;  de  lace  théorème  : 

L&  rapport  segmentaire  d^une  droite  se  projette  perspective- 
mené  sur  un  plan  quelconque^  sans  changer  de  valeur. 

Delà  l'origine  de  Tépithète  rapport projectif, 

OhservaHon.  II  est  évident  que  le  théorème  snbsiste  lorsque 
le  point  de  concours  s'éloigne  à  Tinâni  et  que  les  droites 
projetantes  deviennent  parallèles. 

Corollaire  1.  Les  rapports  sinussiques  se  projettent  per- 
spectivement  sur  un  plan  sans  changer  de  valeur. 

CktroUqire  â.  Lorsqu'une  transversale  devient  parallèle 
à  une  droite  du  faisceau,  parmi  les  it  (2a  —  1)  segments, 
2/t —  1  deviennent  inCnis;  un  de  ces  derniers  segments  se 
trouvant  au  numérateur  et  Fautre  au  dénominateur  d'un 
rapport  projectif,  il  se  simplifie  et  ne  contient  plus  dans 
chaque  terme  que  n — 1  facteurs;  mais  ce  dernier  rapport 
simplifié,  généralement  parlant ,  n'est  plus  projectif. 

6.  Application»  Soit  /t  =  2;  désignons  le  sommet  com- 
mun par  la  lettre  O,  et  par  A.,  A,,  Â,,  A4  les  points  où 
la  transversale  coupe  successivement  les  quatre  droites  du 
faisceau  ;  on  a /?  =  1 .3  ;  p[p  —  i)  =6  ;  ainsi  on  a  six  trian- 
gles, autant  de  sinus,  autant  de  segments.  Le  nombre  d'ar- 
rangements dont  il  est  question  au  $  2  est  ici  1.3=3.  Ces 
arrangements  sont,  en  substiiuant  les  segments  aux  trian- 
gles, A,A,.A,A4i  A.A3.A,A4;  AfA^.A'^A,,  qui  donnent  six 
rapports  projectifs,  savoir  : 

A,A,.A,A^        A.Aj.AjA^        A.Aj.A^A^ 
A,A,.A,A,  '      Â>7M^'      A.A,.A,A, 

ol  les  troi«  rapport-i  inverses. 
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Le  second  de  ces  rapports,  lorsqu'il  est  égal  à  l'unité, 
a  été  beaucoup  étudié  par  les  anciens  sous  le  nom  de 
rapport  harmonique,  et  M.  Ghasies  a  donné  à  ce  même 
rapport  projectif,  lorsqu'il  n'est  pas  égal  à  runitc,  le 
nom  1res -convenable  de  rapport  anharmofiique ,  et  a 
fondé  dessus  d'importants  et  féconds  théorèmes.  Mais  la  na- 
ture projective  de  ce  rapport  est  déjà  énoncée  dans  Pappus 
(liv.  7,  prop.  CXXIX). 

7.  Théorèmes  de  Fontaine  et  d'Euler.  Il  existe  entre  ces 
trois  rapports  une  relation  remarquable ,  signalée  par  Eu- 
1er,  mais  qui  avait  déjà  été  énoncée  sous  une  forme  plus 
générale  par  Fontaine.  Voici  la  relation  -. 

Nous  laissons  aux  élèves  le  soin  d'en  trouver  la  démons- 
tration. €elte  relation  est  un  corollaire  du  théorème  tnan- 
gulaireûeFoni^ine  {Nouvelles  Annales ,  t.  Y,  p.  154),  et  qui 
penC  s'énoncer  ainsi  : 

Un  point  situé  dans  le  plan  d*un  quadrilaière  étant  consi- 
déré comme  le  somm^  commun  de  six  triangles  ayant  pour 
bases  les  côtés  et  les  diagonales  du  quadrilcUérej  le  produit  des 
aires  des  triangles  qui  ont  pour  bans  les  diagonales  est  égal 
au  produit  des  triangles  qui  ont  pour  bases  deux  côtés  oppo- 
sé» plus  ou  moins  le  produit  des  triangles  qui  ont  pour  bases 
les  deux  autres  côtés ,  selon  que  le  point  est  hors  du  quadri- 
latère ou  dans  le  quadrilatère. 

Raisonnant  comme  ci-dessus ,  on  voit  que  la  relation  sub- 
siste aussi  entre  les  sinus  des  angles  du  faisceau  des  quatre 
droites  qui  vont  aux  angles  du  quadrilatère;  donc  elle  s'ap- 
plique aux  segments  de  la  transversale  qui  coupe  le  faisceau  i 
et  c'est  précisément  le  théorème  d'Euler^  lequel  étant  admis 
peut  faire  retrouver  cdui  de  Fontaine ,  qui  n'est ,  comme 
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nous, avons  dit  à  Tcndroit  ci-dessus  cité,  qu'une  inter- 
prétation géométrique  d'une  propriété  des  déiermitumUs. 
Remarquons  derechef  à  cette  occasion  qu'une  déterminante 
dont  chaque  terme  a  deux  facteurs  peut  représenter  le 
double  de  Vaire  d^un  triangle ,  et  une  déterminante  à  trm 
facteurs^  le  sextuple  du  volume  d'une  pyramide;  à  toutes 
les  relations  nombreuses  que  l'on  connatl  maintenant  sur  ces 
déterminantes ,  correspondent  donc  autant  de  théorèmes  de 
géométrie,  et  vice  versa.  Aussi  le  premier  analyste  de  notre 
époque  recommande  sans  cesse  la  culture  de  la  géométrie, 
et  nous  avons  entendu  le  célèbre  professeur  de  géométrie 
supérieure  recommander,  dans  une  leçon  inaugurale,  la  cul- 
ture de  l'analyse  algébrique  ;  nombre  et  lignes,  deux  instru- 
ments également  nécessaires ,  également  admirables. 

8.  Théorème  de  Ptolémée.  Si  on  prend  un  quadrilatère 
inscriptible ,  et  un  point  fixe  sur  la  circonférence,  le  dia- 
mètre étant  pris  pour  unité ,  chaque  corde  est  le  sinus  de  la 
moitié  de  Tare  qu'elle  sons-tend  ;  et  par  conséquent  le  théo- 
rème sinussique  de  Fontaine  se  traduit  en  celui-ci  :  dans  tout 
quadrilatère  inscrit ,  le  produit  des  diagonales  est  égal  à  la 
somme  des  produits  des  côtés  opposés;  tbéorème  de  Ptolémée 
que  Legendre  a  fait  revivre  dans  la  géométrie. 

9.  Théorème  général  sur  lespolygones.  Soient  A.,A,,  A,.. .  A^ 
un  polygone  inscriptible  de  S>n  sommets.  Si  Ton  mène  d'un 
poin^  de  la  circonférence  des  droites  à  tous  les  sommets ,  et 
qu'on  coupe  le  faisceau  par  une  transversale  ;  si  Ton  forme 
un  rapport  projeclif  segmentaire,  il  subsistera  aus'Si  entre 
les  côtés  et  diagonales  correspondants  du  polygone ,  et  réci- 
proquement ,  si  un  tel  rapport  existe  entre  les  côtés  et  les 
diagonales  du  polygone,  il  existe  aussi  entre  les  segments  de 
la  transversale. 

Démonstration.  Les  côtés  du  polygone  peuvent  être  con- 
sidérés comme  les  sinus  des  angles  correspondants  du  faisceau. 
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10.  Théorème  mr  les  coniqiien  de  M.  Chasles.  Si  d*un  poîot 
quelconque  d'une  conique  on  mène  à  qaalro  antres  points 
fixe»  de  ce  périmètre  quatre  droiles^  le  rapport  anharmo- 
niqoe  des  sinus  est  constant,  quelle  que  soît  la  position  du 
point  fiie. 

DémonstreUion.  Toute  conique  peut  être  considérée  comme 
la  projection  perspective  d'un  cercle;  or,  la  proposition 
est  d'une  évidence  intuitive  dans  le  cercle  ;  et  le  rapport 
anharmonîqoe  étant  projectif ,  la  proposition  est  donc  vraie 
pour  une  conique  quelconque. 

OhfervaHion,  C'est  sur  ce  théorème  que  M.  Chasles  a  fondé 
toute  la  théorie  des  coniques  ;  théorème  qui  est  applicable  à 
un  polygone  inscrit  quelconque  (vùir  §  9). 

il.  ^pKca«on.  «=3;/i  =  1.3.5  =  15;^^^^P^=i05; 

ces  rapports  projectifs  comprennent  aussi  ceux  qui  sont 
relaUrs  aux  Taîsceaux  de  quatre  droites;  ces  six  droites 
donnent  quinze  faisceaux  quaternaires,  et  chacun  de  ces 
faîaoeaux  fournit  trois  rapports  projectifs;  il  faut  donc  re* 
trancher  quarante-cinq  rapports  projectifs  pour  avoir  ceux 
qui  n'appartiennent  qu'à  six  ;  il  reste  donc  soixante  rapports 
projectifs  :  ainsi  en  désignant  les  points  où  la  tràversale  coupe 
le  faisceau  successivement  par  les  nombres  1/2,3,4,5,6,  on 
aura  ces  quatre  rapports  segmentaires  projectifs ,  ayant  tous 
pour  dénominateur  le  produit  ternaire  12.34.56,  et  pour 
dénominateurs  13.25.46;  14.26.35;  15.23  46;  16.23.45;  ils 
sont  uniquement  relatifs  aux  faisceaux  de  six,  et  il  y  en  a 
encore  cinquante-six  de  ce  genre. 

12.  Théorème  p^r  le$  droUes  dans  l'espace.  Soient  A,  B,  C 
trois  droites  situées  dans  l'espace  d'une  manière  quelconque. 
Sur  la  première  droite  A  prenons  2/i  points  désignés  succes- 
sivement par  A, ,  A, ,  A, ...  A,^  ;  par  chacun  de  ces  points  me- 
nons une  droite  rencontrant  les  deux  autres  B  et  C  ;  dési- 
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gnons  les  points  de  rencontre  respectivement  par  B„  B,..  .B,^; 
C. ,  C, ...  C,^;  on  rapport  segmentaire  projectif  pris  sur  l'une 
de  ces  droites  aura  même  valeur  sur  les  deux  autres. 

Démonstration.  Projetons  toute  la^gureorthogonalement 
sur  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  A;  le  système  def» 
transversales  A,B,C,,  A,BA  •••  A,„B,^C,„,  se  projettera  sui- 
vant un  faisceau  de  2n  droites  ,-  et  le  rapport  segmentaire 
pris  sur  B, . . .  B^  conserve  la  môme  valeur  sur  la  projection  ; 
et  de  môme  pour  C, ...  C,„.  Or  dans  la  projection  les  rap- 
ports sont  égaux;  ils  le  sont  donc  aussi  dans  l'espace; 
donc,  etc. 

13.  Rapports  prqjeciifs  p^amidaux.  Prenons  deux  points 
A^,  A^de  la  première  droite,  et  les  deux  pointsoorrespondaots 
Bp,  B^  sur  la  seconde  droite.  Ces  quatre  poiuts  sont  les 
sommets  d'une  pyramide  triangulaire  dont  le  volume  est 

égal  au  -  du  produit  des  deux  segments  A^^^^etB^B^  parleur 

plus  courte  distance  et  par  le  sinus  de  l'angle  d'inclinaison. 
Or  ces  deux  derniers  facteurs  restent  les  mêmes,  quels  qne 
soient  les  indices  peiq\  eu  multipliant  donc  le  rapport  seg- 
mentaire relatif  à  A  avec  le  rapport  segmentaire  relatif  à  B, 
on  peut  remplacer  le  produit  des  deux  segments  correspon- 
dants par  le  volume  de  la  pyramide  correspondante,  et  on 
obtient  un  rapport  pyramidal  égal  à  celui  qu'on  <4)tient  en 
combinant  la  droite  A  avec  la  droite  C ,  ou  Bavec  G  ;  en  ce 
sensles  rapports  sont  ptojectifs,  et  pour  les  droites  dansFes- 
pace,  les  volumes  des  pyramides  sont  analogues  aux  aires 
des  triangles  dans  le  plati. 

{La  suite proekainement.) 
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SECONDE  NOTE  SLR  CETTE  QUESTION  : 

Trouver  leê  conditionê  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une 
équation  admette  un  nombre  donné  de  racines  égales  entre 
elles. 


Si  je  reriens  sur  une  question  déjà  traitée  (tome  P%  page 
90),  ce  n'est  pas  qoe  sa  difficnlté  mérite  qu'on  s'en  occupe 
deux  fob;  certes,  après  avoir  lu  ce  second  article»  on  sera 
bien  autorisé  à  croire  qu'elle  tient  une  trop  grande  place, 
même,  dans  un  recueil  destiné  à  des  commençants  :  ce  serait 
aussi  mon  avis ,  si  tous  ceux  qui  se  sont  proposé  de  la  ré- 
soudre étaient  demeurés  d'accord  sur  sa  solution  ;  mais  il 
n'en  est  pas  ainsi. 

Une  des  méthodes  suivies  pour  parvenir  aux  conditions 
cherchées  conduit  à  un  résultat  qui  a  semblé  paradoxal; 
déjà  on  en  avait  donné  une  explication  lorsque  j'en  ai 
cherché  une  autre  (tome  1'',  page  92)  :  pour  rejeter  la  pre- 
mière, j'avais  alors  des  raisons  que  je  trouve  encore  bonnes 
aujourd'hui,  quoique  cette  même  explication  ait  été,  depuis, 
re|Hroduite  dans  plusieurs  ouvrages  justement  estimés,  et 
enseignée  dans  quelques  collèges  par  des  professeurs  dont  le 
mérite  est  incontestable. 

On  comprend  sans  doute  que  le  motif,  fondé  ou  non,  qui 
m'a  déterminé  à  remplacer  ainsi  une  démonstration  par  une 
autre ,  ne  consiste  pas  entièrement  dans  une  préférence  ac- 
cordée à  telle  ou  telle  forme  de  raisonnements,  à  tel  ou  toi 
ordre  d'idées,  à  un  mode  particulier  d'exposition  dont  le 
choix  n'admettrait  pour  arbitre  que  le  bon  goût.  Ces  deux 
déniODstrations  présentent  une  dinérence  plus  facilement 
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saisissable  :  fondées  toutes  deux  sur  le  même  principe,  elles 
s'écartent  assez  Tune  de  l'autre  dans  T/nterprétation  de  ses 
conséquences  pour  aboutir  finalement  à  des  conclusions  con- 
tradictoires. Des  dissidences  de  cette  nature,  dans  une 
science  qui  ne  se  prête  guère  à  des  controverses,  révèlent  la 
présence  d'un  f)aralo;;isme.  J'ai  pi^nsé  qu'il  ne  serait  pas 
sans  intérôt  d'examiner  de  quel  côte  il  s*^  trouve,  en  reprenant 
une  qu<)^tion  dont  les  proportions  se  sont  momentanément 
agrandies  de  tous  les  égards  que  Ton  doit  à  la  logiquo. 

J'énoncerai  d'abord  les  principes  adoptés  d'un  commun 
accord,  de  manière  à  éviter  toute  espèce  d'équivoque  ;  puis, 
je  parlerai  des  conséquences  qu'ils  ont  dans  l'opinion  que  je 
réfute;  j'ajouterai  cnsuile  quelques  développements  à  ma 
première  note  sur  les  différentes  manières  de  traiter  la  ques- 
tion proposée. 

I.  Lorsqu'une  équation,y(a:)=0,a  un  certain  nombre,  /i, 
de  racines  égales  entre  elles,  le  premier  membre /"(a?)  de 
cette  équation  et  sa  dérivée^*' (jt)  ont  un  commun  diviseur  ^, 
du  degré  (n--i),  qui  est  une  puissance  exacte  de  ce 
degré. 

Si  l'équation  n'admet  pas  d'autres  racines  égales,  le  divi- 
seur commun  d  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  po- 
lynômes /  {a:) ,  /'C  JT) . 

Réciproquement,  lorsque  le  premier  membrc,y(j:),  d'une 
équationy(ar)=0,  et  sa  dérivée /'(x),  ont  un  commun  divi- 
seur du  degré  (n — 1],  qui  est  une  puissance  exacte  de  ce  de- 
'  gré^  l'équation  a  n  racines  égales. 

Si  le  diviseur  commun  d^  du  degré  (n — 1),  est  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  polynômesy(x),  /'(x),  l'équation  ne 
peut  admettre  plus  de  n  racines  égales. 

De  là  on  peut,  sans  aucun  doute,  conclure  que  les  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  équation/(jt)=iO 
admette  un  nembre  donné  n  de  racines  égales ,  et  pas  da- 
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yaDiagc,  s'obliefidront  en  exprimant  rigoureusement  que  le 
premier  nombrey*(a:)  de  celte  équation  ,  et  sa  dérivée  f\a:)^ 
ont  un  commun  diviseur  d  du  degré  («—1),  qui  est  .-  rieur 
plus  grand  commua  diviseur  ;  2°  une  puissance  exacte  du 
degré  (w— !)• 

Alors ,  pour  obtenir  les  conditions  cherchées ,  on  divise 
f{x)  fSkr/'(x),  puÎ8/'(j:)  par  le  reste  de  la  première  divi- 
sion, et  ainsi  de  snile,  jusqu'à  ce  que,  au  moyen  de  ces  divi- 
sions successives  j  on  soit  parvenu  h  nn  reste  r  du  degré 
(n— 2);  le  diviseur  correspondant  d  sera  du  degré  (n — 1). 
On  ^ale  à  zéro  les  coeflBcients  des  diflérentes  puissances  de 
X  dans  le  reste  r,  ce  qui  donne  (n  —  1)  équations  de  condi- 
tions entre  les  coefficients  de  la  proposée. 

Ces(ii — 1)  équations  expriment  évidemment  des  condi- 
tions nécessaires  pour  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
f{^)if\^)  9oU  le  polynôme  dAn  degré  [n —  1)  ;  mais  elles 
ne  donnent  l'expression  exacte  des  conditions  suffisantes 
qu'autant  que  Ton  satisfasse  à  ces  (n  —  1)  équations  de  ma- 
nière à  ne  pas  annuler  à  la  fois  tous  les  coefficients  du  poly- 
nôme d  qui  précède  r  dans  les  divisions  qu'on  a  faites;  car 
il  est  évident  que  si  tons  les  coefficients  du  polynôme  d%e  ré* 
dttisent  à  zéro,  le  plus  grand  commun  diviseur  de^(:r}  et 
étf*{x)  sera  d'nn  degré  supérieur  à  (n— i). 

Il  reste  encore  à  exprimer  que  le  diviseur  d  est  une  puis- 
sance exacte  du  degré  («—!).  A  cet  égard,  voici  ce  que  j'ad- 
mets. Lorsque  les  coefficients  d'un  polynôme  du  degré 
(n — 1)  eu  x  sont  entièrement  indépendants  les  uns  des  au- 
tres {  lorsqu'ils  ne  sont  liés  ensemble  par  aucune  relation  : 
pMur  exprimer  que  ce  polynôme  devient  une  puissance 
exacte  du  degré  {n—\),  il  faut  établir  entre  ses  coefficients 
(n— 2}  relations  distinctes. 

II.  J'arrive  maintenant  aux  conséquences  qu'on  a  voulu 
déduire  de  ces  principes. 
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Après  avoir  supposé  que  le  aombre  n  est  plus  grand  que 
deux ,  et  moindre  que  le  degré  de  l'équation  proposée , 
/(x)=0,  on  a  dit  : 

Les  {n  —  \)  équations  de  conditions  obtenues  en  égalant  à 
zéro  les  coefficients  du  reste  r  du  degré  (a — 2),  exprimant 
uniquement  que/(x)  et/'(x)  ont  un  commun  diviseur  du 
degré  (a— 1),  conviennent  également  aux  cas  où  l'équation 
proposée  devrait  avoir  (n  —  1)  racines  doubles  ;  ou  (n  —  3) 
racines  doubles  et  une  racine  triple  ;  ou  (/i— 4)  racines  dou- 
bles et  une  racine  quadruple  $  ou,  etc.  :  elles  sont  donc  in- 
suffisantes ;  il  faut  encore  exprimer  que  le  diviseur  d  du 
degré  (/»—!}  est  une  puissance  exacte  de  ce  degré.  On  ob- 
tiendra atn5i(/i— 2)  nouvelles  équations  de  conditions ,  de 
sorte  qu'on  en  trouvera  en  tout  (n  —  1)  -|-  (n  — •  2),  ou 
211-3. 

AGu  d'expliquer  pourquoi  on  trouve  ainsi  {2n  —  3)  diffé- 
rentes équations  de  conditions,  tandis  que  d'autres  méthodes 
en  donnent  seulement  (n-^i)^  on  ajoute  : 

Puisque  les  {n — 1)  équations  de  conditions  obtenues  ^  en 
égalant  à  zéro  les  coefficients  du  reste  r  du  degré  (n^2),  ex- 
priment uniquement  que  le  reste  précédent  d  du  degré  (n^i  ) 
est  commun  diviseur  de  /{jc)  ei/'(x) ,  rien  n'indique  que 
l'équation  d=zO,  formée  en  égalant  à  zéro  le  commun  divi* 
seur,  ait  des  racines  égales  entre  elles.  Chacune  des  racines 
o^ ,  a. , . ..  a,^  de  cette  équation,  d=Oi,  entrera  donc  deux  fois 
dans  la  proposée/(x}  =s  o.  On  voit  alors  que  cette  dernière 
équation  revient  à 

Or,  si  Ton  pose  a,  =«,= ...  =  a^^  (au  moyen  des  (»— 2) 
équations  qui  expriment  que  d  devient  une  puissance  exacte), 
/(x)  deviendra  (x— «./"""X,  et  on  a  ainsi  exprimé  que  la 
proposée  a,  non  pas  n,  mais  (2ii— 2)  racines  égales  :  ce  qui 
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exige  efféctivemebl  (â/i — 3)  équations  de  conditions,  comme 
ou  le  sait  d'ailleurs. 

C'est  là  anc  explication  que  je  ne  puis  admettre  :  on  verra 
bientôt  pourquoi 

Je  suppose ,  par  exemple ,  que  Téquation  proposée  soit  du 
Yingtième  degré,  et  qa*on  veuille  trouver  les  conditions  né- 
cessaires et  suflBsantes  pour  qu'elle  ait  19  racines  égales  entre 
elles.  Dans  ce  cas»  n=i9  ;  le  reste  reist  du  M*^^  degré ,  le 
diviseur  d  du  IS*^"»»,  et  2n— 3  —35. 

Suivant  l'explication  dont  il  s'agif ,  on  trouvera  35  condi- 
tions diflérentes  entre  les  coelDBcients  de  l'équation  (qui  sont 
seulement  au  nombre  de  20)  ;  puisque ,  en  exprimant  que  d 
est  une  puissance  exacte  du  18*^««  degré,  on  obtient  17  con- 
ditions nouve//^^,  après  en  avoir  déjà  obtenu  18  pour  expri- 
mer ifie  r=6.  Et,  afin  de  rendre  compte  de  ce  résultat,  on 
devra  dire  :  les  1 8  relations  qui  donnent  r  =s  0 ,  n'indiquant 
en  rien  que  Téquation  d=  0  ait  des  racines  égales,  chacune 
des  18  racines  «,.«,,  etc.,  de  d^O,  entre  deux  fois  dans  l'é- 
quation proposée  (dont  le  degré  est  20),  qui ,  alors  ,  de- 
vient ,  etc.,  etc. 

Mais  je  ne  veux  pas,  en  insistant  sur  des  résultats  sembla- 
bles, faire  perdre  à  la  question  son  côté  sérieux.  11  est  trop 
évidept  qu'on  ne  peut  établir,  comme  règle  générale^  que  la 
méthode  suivie  pour  parvenir  aux  conditions  cherchées 
donoera  (an  —  3)  conditions  différentes,  et  (2i»—  2) racines 
égales,  puisque  le  nombre  (2n  —  2)  peut  être  supérieur  au 
degré  de  l'éqnaiion  proposée.  J'admettrai  donc  qu'on  ait  seu- 
lement voulu  parler  du  cas  particulier  où  (an— 2)  ne  silrpasse 
pa»  le  degré  de  l'équation  ;  je  supposerai  que  cette  restriction 
soit  implicitement  comprise  dans  le  raisonnement  qui  a  con- 
duii  aux  valeurs  (2a— 3} ,  (2/^—2)  ;  mais  au  moins,  cette  fois. 
les  conclusions  du  raisonnement  seront-elles  conGrmées  par 
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Texemple?  Il  n'en  est  encore  rien.  En  effet,  prenons  pour 
exemple  Féquation  du  quatrième  degré  : 

et  supposons  /i  =  3  ,  il  en  résultera  2^—2  =  4. 

Pour  parvenir  aux  conditions  cherchées ,  on  divisera 
d'abord  le  premier  membre  de  Téquation  par  sa  dérivée,  puis 
la  dérivée  par  le  reste  obtenu. 

La  première  de  ces  divisions  conduit  au  reste 

(8B  —  3K')x* + (i  2C  —  2AB)x  + 1 6D — AC , 
que  Ton  peut  écrire  ainsi  : 

en  posant  : 

8B  — 3A*  =  ^,     12C—2AB  =  r/,     i6D— AG=r. 

Le  reste  de  la  seconde  est  .- 

{2Bp'—^pr—3Apq  +^^)x  +  Cp'^  3A/7r+4yr. 

Ce  dernier  doit  être  nul ,  indépendamment  de  toute  valeur 
attribuée  à  x;  il  faut  d'ailleurs  que  le  reste  précédent  soit 
un  carré  exact;  on  a  donc  : 

Wp^-Apr—Upq+iq'^O (i) 

Cp'—3Apr+^r=0 (2) 

^>_4pr=0 (3) 

Les  équations  (1)....(3}  sont  bien  ces  (2n— 3)  équations 
dont  on  a  dit .-  «  Elles  expriment  que  la  proposée  a  non  pas  n, 
fnais  (2i»— 2)  racines  égales.  »  Si  on  a  ou  raison  de  le  dire, 
les  équations  (1)....(3)  doivent  exprimer  que  la  proposée 
j:*-|-Aa:^+Bx*4-Cj:+D=0a  non  pas  troiêy  mais  quatre 
racines  égales  entre  elles.  Alors  il  Taut  que  les  valeurs  qui 
satisfont  aux  conditions  (1)....(3)  réduisent  à  zéro  les  coeffi- 
cients /i,  ç,  r,  du  diviseur  por'+^x+r,  car  autrement  la 
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proposée  ne  poorrait  avoir  quatre  racines  égaies.  Or  il  existe 
«a  contraire  ane  inanité  de  manières  différcnles  de  satis- 
faire anx  trois  conditions,  sans  annuler  les  coeflScients 
/?,  9,  r,  comme  il  est  facile  de  &'en  assurer.  Par  exemple, 
posons: 

/»=-27,  g=— 54,  r=— 27,  A=i ,  B=— 3,  C=— 5,  D=— 2, 

les  premiers  membres  des  relations  (1)....(3)  se  réduisent 
identiquement  à  zéro,  et  la  proposée ,  en  prenant  la  forme 
(x-f  1)'(j:— 2)  =  0,  deyient  une  équation  qui  a  non  pas 
quiOre  mais  trois  racines  ^ales. 

Voilà  déjà  un  résultat  directement  contraire  aux  conclu- 
sions du  raisonnement  :  ce  ne  sera  pas  le  seul  qui  viendra 
contredire  une  argumentation  formée  d'idées  mises  à  la  suite 
les  unes  des  autres  sans  liaison  réelle.  Nous  en  donnerons  la 
preuve ,  après  avoir  préalablement  établi  un  fait  que  le  calcul 
rend  incontestable. 

Les  équations  (I) ,  (2)  obtenues  en  égalant  à  aéro  les  deux 
coefficients  du  reste  du  premier  dcigré ,  conduisent  à 
celies-ci: 


C)  Ro  effet,  les  relations  SB— 3A*— p,  i2G— 2AB— 9  (page  so) ,  donnent  : 

ces  Talem  de  B  et  C  dans  les  équations  (1),  {I);  elles  deriendroni 

p*-t-SA*f|i— i6|»r  — i2Ap9+l6^>— 0 (4), 

Af»S-«-SA<pî+4fpt— l44Apr+  lM.fr— 0 (5). 

Meltipliez  réqoation  (4)  par  Ap+4f ,  réqnation  (5)  par  p;  puis,  retranebcz  le 
second  produit  do  premier ,  et  il  Tiendra ,  toute  réduction  faite  : 

(^-4pr)  (2f-Ap)-o. 

AX3I.  DK  Math^ii.  TI.  6 
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Or  CCS  dernières  se  partagent  évidemment  en  deux  systèmes 
■qui  sont  : 

2^-A/i=0  t 

Les  deux  équations  du  premier,  (^} ,  sont  les  équations  de 
conditions  cherchées.  Car  toute  solution  du  système  (^) ,  sa- 
tisfaisant aux  conditions  (i)  et  (2) ,  annule  le  reste  du  pre- 
mier degré  ;  et  par  suite ,  donne  au  premier  memhre  de  la 
proposée  et  à  sa  dérivée,  un  commun  diviseur  px^  4"  7*^  4"  ^ ^ 
qui  est  du  second  degré  (*).  De  plus,  ce  diviseur  commun 
est  un  carré. 

Réciproquement ,  pour  que  la  proposée  et  sa  dérivée  aient 
on  commun  diviseur  qui  soit  un  carré ,  il  faut  satisfaire  aux 
deux  équations  (J).  En  effet,  il  est  d'atK>rd  évident  qu'on  ne 
peut  obtenir  un  diviseur  commun  du  second  degré ,  qu'en 
satisfaisant  à  Tun  ou  à  l'autre  des  systèmes  (^} ,  (7).  Or  au- 
cune solution  du  second  (7)  ne  donne  up  carré  pour  diviseur 
commun,  car  en  ajoutant  aux  deux  équations  de  ce  dernier 
système,  la  condition  (f — Kpr^^^^  on  a  trois  équations  qui 
donnent />=:0,  ^=0,  r=0.  Dans  ce  cas,  le  diviseur  com- 
mun est  la  dérivée  elle-même ,  et  Féquation  proposée  a  ses 
quatre  racines  égales. 

D'où  il  faut  conclure  que  les  deux  équations  (^}  ex- 
priment les  conditions  sufiSsantes  et  nécessaires  pour  que 
l'équation  proposée  ait  trois  racines  égales.  Toute  solution  de 
ce  premier  système  qui  n'annule  pas  le  coeflBcient/> ,  donne 
à  l'équation  proposée  la  forme  (^— «.)*  (x  — aj  =  0. 


(*)  11  Ml  sous-entendu  qu'il  faut  satisfaire  aui  cquailons  (  o^),  sans  annuler 
le  coeRlciettip;  sans  quoi  le  diviseur  commun  ne  serait  pas  du  second  degré. 
Quand  nous  parlerons  d'un  commun  diviseur,  il  s'agira  du  plus  grand  de  tous. 
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Les  solalioDS  du  secoad  système ,  (7) ,  conviennent  an  eas 
particulier  où  l'équation  doit  avoir  deux  racines  doubles  $ 
elles  font  prendre  à  cette  équation  la  forme 

Si  aox  deux  équations(7)  on  ajoute  la  condition  q* — ipr^O,  ' 
on  a  trois  équations  qui  se  réduisent  à  ^=0,9=0,  r=0} 
et  alors ,  la  proposée  devient  {x  —  a,)*  =  0. 

On  le  voit,  la  méthode  da  plus  grand  commun  diviseur 
conduit  aux  mêmes  résultats  que  toutes  les  autres  :  elle  donne 
deux  conditions  quand  Féquation  du  quatrième  degré  doit 
avoir  trois  racines  égales;  et  trois  conditions,  si  l'on  veut 
que  Téquation  ait  ses  quatre  racines  égales  entre  elles. 

Actuellement  examinons  coounent  on  a  été  amené  à  con- 
clure que  cette  méthode  donne  :  pour  exprimer  qu'une  équa- 
tion du  quatrième  degré  a  trois  racines  égales,  des  conditions 
qui  expriment  qu'elle  en  a  quatre. 

Le  raisonnement  qu'on  a  fait  se  subdivise  en  deux  parties. 
L'objet  de  la  première  est  d'établir  que ,  dans  le  cas  parti- 
culier dont  il  s'agit ,  le  nombre  des  conditions  trouvées  est 
réenement'(rot«.  La  seconde  a  pour  but  de  prouver  qu'en 
vertu  de  ces  trois  conditions  différentes ,  l'équation  a  néces- 
sairement ses  quatre  racines  égales  entre  elles. 

Je  suivrai  le  même  ordre  dans  ma  réfutation ,  et  afin  de  la 
rendre  plus  précise  je  rappellerai  les  termes  mêmes  du  rai- 
sonnement ,  en  les  appliquant  à  l'équation  considérée. 

«  Le$  équations  de  condition  (1)  et  {2),  obtenties  en  égalant 
»  à  zéro  le  reste  du  premier  degré ,  exprimant  uniquement  que 
>  f  (x) ,  f  (x)  ot}/  un  commun  diviseur  du  second  degré ,  con- 
»  viennent  également  au  cas  où  Véquation  proposée  devrait 
»  avoir  deux  racines  doubles  •  elles  sont  donc  insujfisantes. 
»  Il  faut  encore  exprimer  que  le  diviseur  dit.  second  degré 
»  px*-|-qx-|-r  est  un  carré.  On  obtient  ainsi  une  nouvelle 
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»  équaiiany  de  sorte  qu^on  en  trouvera  â-f  1 ,  ou  trots,  ce 
*  qui  j  etc.» 

Les  équations  (1  )  et  (2)  oonyieonéDi  également ,  comme  on 
vient  de  le  dire ,  aux  cas  où  la  proposée  doit  avoir  trois  ra- 
cines égales ,  on  deux  racines  doubles  :  si  elles  renferment 
toutes  les  soHitions  de  ces  deux  questions  différentes  ;  c'est 
un  motif  poolr  supposer  qu'elles  se  partagent  en  deux  sys- 
tèmes correspondants  aux  deux  cas  mentionnés.  H  convenait 
au  moins  d'examiner  si  ce  partage  est  théoriquement  impos- 
sible ,  avant  d'affirmer  qu'on  trouvera  trois  conditions  diffé- 
rentes :  à  cet  égard ,  on  n'a  rien  démontré. 

C'est  surtout  lorsqu'il  s'agit,  ensuite,  d'expliquer  pourquoi 
on  a  ainsi  trouvé  trois  équations ,  tandis  que  d'autres  mé- 
thodes, en  donnent  seulement  deux,  que  le  raisonnement  me 
semble  s'égarer. 

«  Puisque  les  équations  (1) ,  (2) ,  obtenues  en  égalant  à  zéro 
9  le  reste  du  premier  degrés  expriment  uniqiœment  que  le  reste 
»  précédent  est  commun  diviseur  de  {(\)ett{\\rienn'%ndique 
»  que  l'équation  px*-fqx+r=0,  formée  en  égalant  à  zéro 
»  le  commun  diviseur ,  ait  des  racines  égales.  Chacune  des 
»  racines  a, ,  a,  de  cette  éqtuUion ,  entrera  donc  deux  fois  dans 
•  la  proposée.  On  voit  alors  que  cette  dernière  éqtuUion  revient 
»  à  (x  — «J'  (x— a,)*=:0.  Si  Van  pose  ensuite  a,=a^{ou 
n  q*— 4pr  =  0),  elle  devient  (x— a,)4  =  0,  e(c.  » 

Mais  si  les  relations  (1) ,  (2)  n'indiquent  en  rien  que  les 
racines  de  l'équation /ij:'-j-^x -[-''=  0,  sont  égales,  elles 
n'indiquent  pas  davantage  que  ces  racines  sont  différentes 
l'une  de  l'autre,  puisque  les  relations  conviennent  paiement 
aux  deux  cas.  Cette  seconde  partie  du  raisAii^ment  est  en 
contradiction  avec  la  première.  Les  conditions  (1) ,  (2)  pa- 
raissent d'abord  insuflBsantes,  parce  qu'elles  expriment  que 
l'équation  proposée  prend  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux 
formes  :  (x—a.f  (j^— «J  =  0,  (x— a,)'  (j:— a.)»=:  0;  ct  pcu 
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aprâ»,  OD  les  (ronve  suffisantes  poar  que  l'équatioo  devieurto 
(x— «,)•  (j:— a,)'  =  0;  et  par  suite  (a:  — a,)*=0,  lorsqu'ou 
aura  posé  a,=«o  ou  ^r'— 4/>r=0. 

S'il  est  vrai  que  les  relations  (1) (3)  expriment  que 

l'équalion  proposée  a  ses  quatre  racines  égales  entre  elles ,  il 
en  faut  conclure  qu'il  est  absolument  impossible  qu'une 
équation  du  quatrième  degré  ait  trois  racines  égales.  Quelle 
autre  conclusion,  en  effet,  pourrait^on  tirer  des  deux  affir- 
mations suivantes  :  V  Pour  que  l'équation  ait  trois  racines 
égales ,  il  faut  que  ses  coefficients  satisfassent  aux  conditions 

(1) (3)  ;  â"  tes  relations  (t) (3)  expriment  que  l'équa- 

tion  a ,  non  pas  trois ,  mais  quatre  racines  ^ales. 

En  affirmant  que  l'éqnatioQ  proposée  devient  (x^  «c.)4=  o,, 

on  a  confondu  les  équations  (1) (3),  avec  un  des  deux 

systèmes  en  lesquels  ellea  se  partagent  :  c'est  prendre  le  tout 
pour  la  partie.  6. 

{La  fin  prochainement) . 


NOTE  HISTORIQUE 

mr  le  binôme  de  Newton ,   les  exposants  négatifs  et  fraction^ 

naires. 


Oldembuag  (Henri)  (*),  Tun  des  premiers  secrétaires  de  la 
Société  royale  de  Londres  lors  de  sa  fondation,  correspondant 
de  Newton  et  de  Leibnitz,  servait  d'intermédiaire  aux  deux 
plus  puissants  génies  contemporains;  car  Deseartes  avait 
succombé  aux  rigueurs  du  climat  de  Stockholm,  Juste  au 
milieu  du  siècle,  en  1650,  huit  ans  après  la  mort  de  Galilée, 
et  aussi  après  la  naissance  de  Newton,  en  i  642. 

n  Né  è  Bremeo ,  mort  à  Garllon,  préi  Orwnwich ,  en  a*ai  i«Vi* 
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Leibniu,  étant  à  Paris,  écrivit»  le  13  mai  1676,  à  Oldem*' 
barg  qQ'an  géomètre  danois ,  Mohr  (Georges) ,  y  avait  ap- 
porté deux  séries ,  qui  lui  avaient  été  communiquées  par 
Gollins  (*)  à  Londres ,  contenant  l'expression  d^une  relation 
entré  l'arc  et  son  sinus.'  Ces  séries  sont ,  x  étant  le  sinus  de 
l'arcsetR^rl, 

1  3 

2i=J^+g^*  +  ^  J:»  +  etc.; 


6      '   1^  5040     ' 

La  seconde  série  surtout  lui  parut  d'une  singulière  élé^ 
gance,  etposferior  imprimis  séries  elegantiam  quemdatn  sin^ 
guiarem  habeat.  Il  prie  Oldemburg  de  lui  en  envoyer  la 
démonstration  et  de  s'adresser  pour  cela  à  Collîns.  Dans  une 
lettre  du  14  juin  suivant,  CoUins  écrit  en  réponse  à  Oldem- 
burg que  les  coeiScients  de  la  première  série  étaient  aussi 
réguliers  que  ceux  de  la  seconde ,  et  que  telle  était  leur  loi 
de  formation  : 

-11*  — i.  *?:!  — A.  A?:!  — A 

2.3  ""6'    6*4.5^40*    40*6.7  ""  li -2  '  ®  ^" 

mais  sans  démonstration.  Oldemburg  avait  aussi  écrit  à  ce 
sujet  à  Newton ,  alors  professeur  à  l'université  de  Cam- 
bridge, et  auteur  de  ces  séries.  L'illustre  géomètre  envoya 
une  réponse  le  13  juin  1676,  avec  prière  d>n  faire  part  à 
Leibnitz ,  ce  qui  eût  lieu  le  26  juin.  Nous  damions  le  com- 
mencement de  cette  lettre  si  remarquable  où  Ton  rencontre 
la  première  formule  du  célèbre  binôme.  «  Quanquam 
•  D.  Leibnitii  modestia,  in  Excerptis,  qusB  ex  cpistola  ejus  ad 
»  me  Duper  misisti,  nostratibus  multùm  tribual  circa  spe- 
»  cnlationem  quandam  in/inUarum  serierum ,  de  quà  jam 

(*)  SvrnoDtnié  le  Ifenenne  angltii;  mort  en  iMl. 
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»  cepitesse  romor;  nullos  dabito  tamen,  quin  îlle,  non 
»  taotum  (quod  asserit)  metbodum  redacendi  qaantilates 
»  quascQQqae  in  ejusmodi  séries,  sed  et  yaria  compendia, 
»  foriènostris  similia,  si  non  et  meliora,  adinvenerit.  » 

Newton,  Leibnîtz,  Euler,  bien  loin  de  chercher  à  atténuer 
le  mérite  d'autrui,  se  sont  toujours  efforcés  à  en  rehausser 
rimportance  ;  malheureusement  on  n'en  peut  dire  autant  de 
tous  les  grands  géomètres ,  pas  même  de  notre  immortel 
philosophe.  «  Quoniam  tamen  ea  scire  pervelit ,  qn»  ab 
9  Anglis  hac  in  re  inventa  sunt,  et  ipse  ante  annos  aliquot  in 

•  banc  speculationem  inciderim  ;  ut  votis  ejns  aliqua  saltem 
>  ex.  parte  satisfacerem  ,  nonnnlla  eorum,  quœ  niibi  occur- 
»  rerunt,  ad  te  transmisi.  » 

Newton  avait  trente-quatre  ans  en  écrivant  celte  lettre ,  et 
il  y  avait  déjà  plusieurs  années  (antè  annos  aliquot)  qu'il  était 
parvenu  à  ses  principales  formules. 

«  Fractiones  in  infinitas  séries  reducuntur  per  di visionem, 
»  et  quantitates  radicales  per  extractionem  radicum  :  perinde 
»  instituendo  operationes  istas  in  speciebus,  ac  institui  soient 
»  in  decimalibus  numeris.  Haec  sunt  fundamenta  barum  re- 

•  ductionum.  > 

On  voit  donc  que  ce  sont  les  opérations  sur  les  fractions 
décimales  introduites  par  Stevin  qui  ont  suggéré  à  Newton 
l'idée  d'appliquer  ce  genre  d'opter  aux  expressions  algé- 
briques, et,  opérant  ainsi  dans  les  extractions  des  racines,  il 
a  été  amené ,  par  induction ,  au  théorème  dont  il  va  être 
question. 

«  Sed  extractiones  radicum  mnltum  abbreviantur  per  hoc 

•  theorêtna 

.   m  —  3/i  ^^    , 

DQ  +  etc. 
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•*  Ubi  P+PQ  sîgnifiea,t  qaantilatem ,  cqjqs  radix^  vel  eUam 
»  dimensio  qviœvis,  Tel  radîx  dimensienis,  inyestif anda  est, 
»  P  prinitim  terminQmqaantUatisejtis;  et  relîqaos  termines 

»  divisos  per  primom.  Et  —  nameralem  indicem  dimeasio- 

»  Disipsios  P+PQ;  sive  dimensio  illa  sit  intégra;  sive  (ut 
»  ita  loqoar)  fracta  ;  sive  affirmativa^  sive  negativa.  Naitt, 
»  8icutanal7Stœpro<M,a<xa^etc.,scribere  soient a% a', etc., 

_^        ^  £      t       * 

»  sic  ego,  pro  Ka,  \/a^^  j/Ca*,  etc.,  scribo  a»  ^  ^i  ^  ^j  . 

•  et  pro  —  ,  — ,   ,  scribo  a  ^   a  y  a  ,    et   sic    pro 


a    aa      aaa 


,  scribo  a'(a'+éV)»  ;  et  pro 


2 

»  In  quo  nltimo  casu,  si    (a^+fr*x)   '  concipiatur  esse 

-  b^x 

•  (P+PQ)*  in  régula  :eritP==a3jQ=—^i  /?»=— 2;  ii=3. 

a»  Denique,  prs  terminis  inter  operandnm  inventis  in  quoto, 

m 

m  usurpo  A,  B,  C,  D,  etc.  Nempe  Â  pro  primo  termino  P*; 

»  B  pro  secundo  —  AQ ,  et  sic  deinceps.  Ceterum  usns  re- 

»  gui»  patebit  » 

Newton  fait  donc  usage  de  la  méthode  récurrente ,  dédni* 
sant  chaque  terme  des  précédents,  et  le  binôme  est  toujours 
préparé  à  rendre  la  série  convergente;  car,  comme  il  le  dit, 
A  est  le  premier  terme,  B  le  second,  etc.;  quant  aux  indices 
exponentiels  négatifs  et  fractionnaires,  ils  avaient  déjà  été 
employés  par  Wallis  dans  son  jirUhmetica  infinitarum 
(Prop.  LXIY ,  p.  52);  et  Wallis  en  fait  lui-même  Tobservation 
dans  son  algèbre.  «  Eosdem  indices  seu  exponentes  retiiiet 


Digitized 


by  Google 


■  ¥ix  Clarissimos  Isaaeas  Newton  (Malbeseos  Profe«<Hr 
>  eraditissimiis  in  cdel)errhiia  Academia  Cantabrigiensi) 
»  in  notatione  sua.  (De  Algebra  tractatus,  p.  315,  1693, 
»  Oxoniœ;  l'édition  anglaise  est  de  1685).  «  Les  exemples 

donnés  par  Newton  sont  (a'  +  x^^  ;  (c*  +  c^x  —  x^  )*; 

(<f-f  e)  'î  (^+^)  ^i  Après  ces  neuf  exemples,  il  dit 
qn'on  pent  se  servir  de  son  théorème  ponr  extraire  commo- 
dément les  racines  d'indices  élevés  des  nombres.  Mais  vonlant 
appliqua  sa  méthode  aux  racines  des  équations ,  il  éprouva 
des  difficultés  en  se  servant  des  moyens  proposés  par  Yiète 
et  Ooghtred  (qua  propter  aliam  excogitare  adactus  sum). 
Il  fut  forcé  à. en  chercher  une  autre  méthode ,  et  il  trouva  la 
résolution  approchée  des  équations  numériques  adoptée  dans 
les  éléments  -,  méthode  qu'il  avait  déjà  communiquée  en  1669 
à  fiarow ,  dans  son  Analym  fer  œquaiiùnes  numéro  iertm- 
.  woTum  infinitas.  Il  en  donne  deux  exemples ,  savoir  : 

^— Sjr— 5=0,    et  il  trouve  j^= 2,09455148, 

et  jr3  +  aay+«tr-— J^— 2a^=^; 


x"     .    131:r:»   .     509j?' 


■etc. 


^~^  4  "^  64a"  "*"  512a  ■'^  16384^' 
Ensuite  il  passe  aux  séries  du  sinns  par  l'arc  et  vice  versdj 
et  encore  à  d'autres ,  mais  le  tout  sans  aucune  démonstra- 
tion; aussi  dans  une  lettre  subséquente  du  27  août ,  Leibnilz 
écrit  à  Oldemburg  qu'il  aurait  désiré  plus  d'explications, 
par  exemple  sur  le  théorème  du  binôme;  Detideraoerim  «1 
elarieeimu»  NewUmuê  nonnuUa  quoque  amplius  explicei,-  ni  ^ 
miginem  ihearenuUiSj  quod  iniiio  pcnit. 

Dans  une  lettre  du  24  octobre  même  année,  adressée  à 
(Mdembourg  pour  être  communiquée  à  Leibnitr,  Newton 

Arm.  »■  M4TMII.  VI.  7 
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explique  comment  il  est  parvenu  aux  théorèmes  consignés 
dans  la  lettre  du  13  juin.  Ce  sont  les  qaadratnrcs  de  Wallis 
qui  lai  ont  fait  découyrir  son  binôme.  Wallis  trouve  les  aires 
des  courbes  données  par  les  équations 

13  4  6 

y=.(l-x»)*;  (i^x'f;  (t-x*)%  (l-:cf , 
et  puis  par  interpolation  les  aires  des  courbes  dont  les  ordon* 

3  5 

nées  sont  (i-^^')^;  (1— j:'f ....  En  réfléchissant  sur  la  loi  des 
coefficients ,  Newton  a  été  amené  à  la  loi  des  coefficients  bino- 

minaux  fractionnaires,  et  a  vérifié  que  le  développement  en 

1 

série  de  (1  —  j:')',  élevé  au  carré,  donne  1  — x'j  et  il  l'a 
encore  vérifié  en  extrayant  la  racine  carrée  de  1  —  j:^  par  la 
voie  ordinaire,  et  ainsi  des  autres.  Newton  ne  parait  pas  aVoir 
eu  une  démonstration  rigoureuse  du  binôme  ;  la  première,  à 
ce  que  je  sache ,  est  due  à  Euler.  Dans  cettô  même  lettre, 
Newton  donne  la  résolution  des  équations  littérales  en  séries, 
explique  son  parallélogramme  qui  sert  de  base  à  la  méthode 
pour  le  retour  des  séries-^  parallélogramme^  qui  est  encore 
tacitement  employé  dans  tout  ce  qu'on  a  publié  récemment 
sur  l'équation  finale  de  Télimination. 

Nous  devons  ajouter  que  Stifel  (1544)  connaît  les  exposants 
entiers  négatifs;  dans  le  chapitre  Y  de  son  Arithmétique, 
p.  246 ,  il  donne  cette  échelle  des  paissances  de  â. 

Exposants:— 3;  — 2^—1;  0;  1$  2;  3; 

111 

8'      4'      -;  1;  2;  4;  8;  et  il  s'arrête  là 

en  disant  c  «i  PoMet  Me  fere  notons  Uher  integer  $cribi  de  mira* 
bUHmn  mmafonim,  sed  opwM  nslm/thic  mhiwam  tt  elotim 
oculis  abeam-j  et  plus  loin  :  QwUimiumqnie  fmt  pTûgrmio 
ffeùmetrka  mtiUHplicanio  e^  Hviimio ,  t^ia  facii  progresno 

arithmeUca  addenda  ei  subtrahendo;  ricut  ^  mulHplicalus  in 

Q 
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64  faeU  8 ,  M —  3  addituê  6  facii  3;  eti  autem  —-3  exponens 
iprius  -  ;  ricut  6  est  exponens  numeri  64  et  3  exponeru  nu- 

o 

mm  8  (p.  050).  On  yoit  qa'il  considère  3  comme  expo3ani 
de  8,  et  non  pas  de  2,  ce  qni  manque  de  clarté  ;  da  reste, 
on  yoit  id  explicitement  énoncée  tonte  la  théorie  logaritli- 
nùque. 

On  tronye  la  lettre  de  Newton  dans  le  Cofnmerdum  jEpi$^ 
tolicum  j  seconde  édit.,  p.  131 ,  n""  XLYIII ,  et  dans  les  opus- 
cules recueillis  par  Castillion  ,1.1,  opus.  X ,  p.  307. 

De  ce  qui  précède,  il  ressort  que  ce  qu'on  appelle  dans 
les  traités  élémentaires  binôme  de  Newton,  pour  l'exposant 
entier  n'appartient  pas  à  Newton  ;  on  connaissait  déjà  depuis 
Stifel  les  coefficients  binominaux  (t).  t.  Y,  p.  495).  Mais  le 
binôme  pour  les  exposants  négatifs  et  fractionnaires ,  est  une 
des  plus  fécondes  découyertes  dit  créateur  de  la  mécanique 
célestet  Tm. 


QUESTION  130  (t.  V,  p.  512) 

sut  ISS  POLTCONBS  bAgULURS  PLANS  BT  SPHÉRIQUES. 

Étant  donné  un  polygone  régulier^  trouver  k  lieu  d^un  point 
iUité  dans  son  plan,  tel  que  le  produit  des  distances  de  ce  point 
aux  sommets  du  polygone  soit  égal  à  une  quanHté  donnée  k  C) . 


VAflL  m.  VAMMBOV  (VOVUnSB), 
PiofBfMiir  à  yerwillM. 


Soit  m  {fig.  11)  on  des  points  da  lieu  demandé ,  et  oie  cen- 
tre du  polj'gooe,  je  mène  les  rayons  ma.  mb^  etc.  ;  je  dé- 

O  Voir  les  belles  étades  de  M.  Serrel  sur  co  genre  de  cowbei  (  Joamal  de 
mtliéiiiaUqve0 ,  V.  Vffly  p.  4». ,  un,  Tm. 
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Mgne  la  distaoce  mo  par  p,  et  par  co  l'angle  moa  \  par  n  le 
nombre  des  côtés  do'  polygone  :  nous  aurons 

ma*  =  p*  4;  i  —  2p  cos  coj 
en  prenant  le  rayon  poor  unité  : 

;„6>=p»+l_2pcos(co +^); 

iiic*==p*+l— 2pcosfù)  +  -^) ...  etc.; 
multipliant  ces  égalités,  membre  à  membre,  on  trouve  : 
A:>=(p»+t_2pC0Scû)rp'+i~2pC0s(u>  +  |^^J     [p'+i- 

«^peos  (.  +  Ç)]...[p-+i-2pcos  (co+?^^)]. 

Mais ,  par  la  théorie  des  équations  trinômes ,  on  sait  que  le 
second  membre  de  t^tte  équation  est  égal  à  p'^— âp^'cosnco+i  ; 

nous  avons  donc  ^ 

p*— 2p*cosna)+l=:Ar».  d'où  p*=  V  cosncD±V/it'— sinVio)  ; 

telle  est  Téquation  polaire  de  la  courbe  demandée.  Si  on  sup- 
pose /i=l ,  on  trouve  l'équation  polaire  du  cercle  \  si  on  sup- 
pose n=2,  il  faut  distinguer  les  cas  suivants  -.  Ar'csi  ;  A:'<:^1  ; 
A*>1.  Dans  le  premier  cas,  on  trouve  une  lemniscate 
{fig»i%'\  dans  le  deuxième  cas,  une  courbe  composée  de 
deux  parties  fermées  et  distinctes  {fig.  13)  \  enfln  pour  i(  >  1 
une  courbe  continue  et  fermée.  Proposons-nous  maintenant 
de  discuter  la  courbe  en  laissant  n  quelconque ,  et  supposons 
d'abord  :  i*  n  pair  et  ^>  1.  II  est  évident  que  \/**— sin*iici> 
est  toujours  plus  grand  que  cos  nxù  pris  en  valeur  absolue  ; 
donc  on  ne  doit  prendre  ce  radical  qu'avec  le  signe  -f**  Si  on 
désigne  par  h  unaccroissement  quelconque  donné  à  «o,  et  par 
k  l'aecroissement  correspondant  au  rayon  vecteur,  on  aura 

,,    .^    /*\  nsin.ncD  r^   ,        cosnco      T 

limite  (t)=< s=r-  1  i+     -       l- 

W  P"       L       V/*"-sin*na>J 
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Le  facteur  entre  les  parenthèses  est  toujours  positif;  on  aura 
donc  les  valeurs  de  co  qui  donnent  les  maxima  et  minima  du 
rayon  recteur  en  posant  sin  wù =0  ;  donc 

^    ic     2it        â(/i— i) 
^  n     n^^         n 

n est  aisé  de  roir  aussi  que  la  première  de  ces  valeurs,  et 
tontes  les  suivantes  de  rang  impair,  donnent  un  maximum, 
et  toutes  les  autres  un  minimum.  En  eSet,  depuis  «a  s  o  jus- 
qu'à CD  =  ^,  limite  |t  )  sera  négative;  donc p diminuera;  il 

augmentera  depuis  &>  =  -  jusqu'à<oss— -,  et  ainsi  de  suite.  Il 

est  donc  facile  de  représenter  la  marche  de  la  courbe  {fig,  U). 
Cette  figure  est  faite  en  prenant  pour  exemple  ti  k  6  ; 
2"  supposons  maintenant  ^  <  1  ;  dans  ce  cas,  cosnco  est  plus 

grand  en  valeur  abaohie  que  ï^**— sin»n<i>;  si  donc  cosno» 
est  négatif,  les  deux  expressiotas  du  rayon  vecteur  seront 
imaginaires ,  et  réelles  tontes  deux  dans  les  cas  contraires. 
Pour  avoir  les  valeurs  de  co  qui  rendent  égales  les  deux  va- 
leurs correspondantes  de  p,  il  faut  poser  sin'/ico  s  A:%  ou 
sinnoi  =  ±  k.  Soit  a  la  plus  petite  valeur  positive  corres- 
pondante de  a>,  nous  aurons 

'  .       ,   2ic        .      ,   *ir         .       ,  2(/A— t)ic 

n  n        *  n 

et  les  valeurs  correspondantes  de  p  seront  toutes  réelles  ;  si 
aucontraireon  prenait  tD=K±a,  S^dis,  etc.,  p  serait  ima- 
ginaire ,-  CD  variant  depuis  —a  jusqu'à  +<^9  P  ^^^  r^^I> 

depuis  cD=a  jusqu'à  c»  s= « ,   p  sera  imaginaire  ;  de- 

II 

pois  ctfs= a  jusqu'à 1-  a,  p  sera  réel,  et  ainsi  de 

n  71 

suite. 
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Si  à  ces  remarques ,  on  ajoute,  oomme  dans  le  cas  précé- 
deoi»  lâdéterminatiaD  des  maxima  et  miniina  da  rayon  yco- 
tenr,  oo  pourra  facilement  constmire  la  courbe  [F^oyez 
fig.  15). 

Nous  ne  parlerons  pas  du  cas  où  n  est  impair  ;  on  le  dis- 
cute de  la  môme  manière. 

II. 

Nous  nous  proposerons,  relatifement  aux  polygones  sphé- 
riques ,  une  question  analogue  à  la  précédente  :  étaot  donné 
un  polygone  sphérique  régulier,  trouyer  sur  la  sphère  le 
lieu  des  points  tel  que  le  produit  des  cosinus  de  leurs  dis* 
tances  aux  soDunets  du  polygone  soit  égal  à  une /quantité 
donnée  k. 

Soit  o  le  p61e  du  polygone  ABCD $  n  le  nombre  de  ses 

cAtés  ;  m  un  point  du  lieu;  r  la  distance  du  pôle  à  un  des 
sommets  ;  pla  distance  du  point  m  au  pAle;  o»  l'angle  moA  ; 
x\  x'\  xf'y  etc.,  les  distances  du  point  m  aut  scmmiets  A, 
B,  etc.,  nous  aurons  : 

cosx'=:0osrcosp+sinr8inpcos<û  ;    cosx"=cosrôosp-|- 
+sin  p  sin  r  cos  [u)-| — j  cos  .r"'  =  cos  rcos  p  + 

-}-sinrsinpcos|(o-| j ...  coèx*"'  =  cos  rcos  p  + 

+  sinrsinpcos|co+-iïIli.'^|; 

multipliant  ces  égalités  membre  à  membre,  on  trouve 

A:=(sinr8inp)"[cotrcotp+cosci>]   cotrcotp+cosf  &>  H jl:.-  : 

Or,  le  second  membre  de  cette  équation ,  abstraction  faite 
du  premier  facteur,  n*est  autre  chose  que  le  premier  mem- 
bre de  l'équation,  qui  donnerait  cos . — ,  ramenéeà  la  forme 


n 
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x*+/>cr"^  ...=0;  en  y  cbangeaiit  le  signe  des  racines  et  en 
remplaçant  Tinconnue  par  cotrcotp.  L'éqoation  qui  donne 

/lCl> 

COS.  —  estlasoiyante  (*)  : 
n 

cosno) ,      n    x'^      n(n—Z)    x^^ 

n{n^-J^)(n^h)x'^^  _  7t(^— 5)(«-6)(/i-^7)  «^ 
1.2.3         "1^  1.2.3.4  '28   '•• 


^  n(n— p— 1)  (yt— p— 2)  ...  (7t~2jy+l)    ^J 
1.2.3.. .p  2'' 

Il  faut,  dans  l'emploi  de  cette  formule,  continuer  le  cal- 
col  des  termes  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un  terme  indépen* 
dant  de  X ,  si  n  est  pair,  ou  à  un  terme  du  premier  degré , 
si  n  est  impair.  Changeons  dans  cette  équation  le  signe  des 
racines,  ce  qui  se  fera  en  remplaçant  le  premier  membre  par 

^^i;-  9  si  n  est  impair  ^  remplaçons  aussi  x  parcotrcotp, 


2 
et  nous  (ri>tiendrons  -. 

it=(sinrsin p)"l  (cotrcotp)*—  -;  (cotrcotp)*^  + 

,  n(7i— 3)  (cos  rcos p)*"*      yf(n-^)  {n^h)  (cotrcotp)*-^ 

^C0S/li»1 

en  prenant  le  signe  +  quand  n  est  impair,  et  le  signe  — • 
quand  n  est  pair  :  telle  estréquationde  la  courbe  demandée. 
On  peut,  quel  que  soit  /i,  la  résoudre  par  rapporta  cosnco) 
par  suite,  trouver  la  valeur  de  u)  correspondante  à  une  va- 
leur arbitraire  de  p,  et  construire  ainsi  la  courbe  par  pointes. 
Remarque,  On  peut  mettre  Téquation  précédente  sous  une 
forme  qui  permettra  de  calculer  plus  simplement  la  valeur 
de  to  correspondante  à  une  valeur  donnée  de  p.  Pour  cela, 

O  N«B8  laiMerons  aux  élèves  le  soin  de  démontrer  cette  rormule.  (  V.  t.  V, 
p.  223,  Cormule  49.) 
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j'ajoute  et  je  retranche  ao  factear  entre  parenthèse^  ta  quan- 
tité ^^ ,  ce  qui  donne  : 

Ar=r(8mr8inpr|  cotrcotp*  —  —  cot  rcotp*^;..  ±  55=;  |qF 


.   .'Mû 

sm^--- 


=|i(9inr8inpr.-^c:r  • 

Dans  le  facteur  entre  parenthèses,  cos/k»  a  été  remplacé 
par  1,  qui  est  le  cosin.  de  0  ;  donc  ce  facteur  peut  se  décom- 
poser de  la  manière  suivante  : 

(cotrcotp+l)(cotrcptp-fco8 — j(cotrcotp4-cos  — ),etc.; 

donc  Féquation  de  la  courbe  devient  : 

A=G08(r^p)  fcosrcosp+sinrsinpcos — |,etc. ...  ip  . 

sin— - 

qz(sinrsinpr.     ^    . 

Si  donc  on  porte  Tare  p  sur  le  grand  arc  qui  joint  le  pôle 
à  un  quelconque  des^mmets^  et  qu'on  désigne  par  P  le  pro- 
duit des  cosinus  des  distances  du  point  obtenu  à  tous  les  som- 
mets, on  aura  : 


sm 


\2/      y      (sinrsinp)"  ' 


équation  qui  donnera  l'angle  co  par  un  calcul  simple.  Il  fau- 
dra prendre  le  signe  supérieur  dans  le  cas  de  n  impair. 

Si  dans  l'équation  de  la  courbe  nous  faisons  /i  =  2,  nous 
trouverons  ^=co8Vcos'p  —  sin'psinVCos*»;  on  tire  de  là 

.  ,  cos'r— *  .     ,.^     ,  ^        . 

sïn'p=  — ,    ...  . r  ;  je  pose,  pour  simpliner,  la  formule 

cos  r-^sin  /"cos  <w 

ArssACosr,   d'où  sînps=\  /   --r- ^ — r  f  ^n  P^^t  sup- 

^       V     1+tangrcos*6>  ^  ^ 


Digitized 


by  Google 


—  97  — 

poser  X  poiitif ,  négatif  oa  nul.  Qnand  >  est  positif,  il  faut  le 
prendre  mcnndre  qne  Tnnité  ;  alors  sin  p  est  tonjoors  moindre 
qne  1,  qael  qne  soil  &>.  En  faisant  6)=0,  sinp  atteint  la  va- 
leur minimum  ;  il  augmente  quand  »  augmente,  et  atteint 

son  maximum  quand  o»=--  Il  fant  remarquer  de  plus  qu'à 

un  même  sinus  correspon.dent  deux  arcs  supplémentaires 
l'un  de  l'autre.  La  courbe  est  donc  composée  de  deux  parties 
fermées  (comme  on  le  voit  fig.  16)  ;  et  si  du  point  G,  milieu  de 
l'arc  donné  AB,  comme  p61e ,  on  décrit  un  grand  cercle ,  il 
divisera  en  parties  égales  tout  arc  de  grand  cercle  compris 
entre  les  deux  branches  de  la  courbe  et  partant  du  point  G. 
Supposons  maintenant  >  négatif,  et  posons  Xs  —  V,  nous 
aurons  pour  équation  de  la  courbe  : 


■=v/ 


SiUp:-*     ^  ^^ 


l-f-tangVcosV 

pour  qu'on^rouve  sinp  <1,  il  faut  avoir  cos'oî  ^  X'cotV,  et 

par  suite  X'colV  <  1  j  supposons  cette  condition  remplie ,  et 
pos(H)s  coS(tt'  =  dicotr.  |/^'.  Si  nous  faisons  au  point  G 
[fig.  16),  milieu  de  l'arc  passant  par  les  deux  points  donnés, 
deux  angles ,  BGD,  BCD',  égaux  à  o»';  puis ,  que  sur  les  arcs 
ainsi  tracés  et  les  prolongeant ,  nous  prenions 

la  courbe  sera  tout  entière  comprise  dans  les  deux  angles 
UCIV',  D'GD";  on  aura  le  maximum  et  le  minimum  de  p  en 
posapt  &>=:0  ;  et  tous  les  arcs  partant  du  point  G  compris  dans 
la  courbe  seront  divisés  en  parties  égales  par  un  |rand  cercle 
ayant  G  pour  pôle.  ïl  est  aisé,  d'après  ces  remarques,  de 
construire  la  <ynrbe  (  fig.  16). 
Si  >=0,  l'équation  se  décompose  eq  deux  facteurs;  et  les 
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égalant  séparément  à  o,  on  trouve  oosps:  ^btangrcos  m.  On 
reconnaît  là  les  équations  polaires  de  denz  cercles  ayant  poor 

distances  polaires  - ,  et  pour  pôles  chacnn  des  deux  points 

m 

donnés  (*). 


SOLUTION 

d'un  preblême  9ur  le  cône  de  révoltUion ,  pour  faire  miU  â  un 

probléfM  de  M.  Breton  (d&  Champ) ,  eur  le  cylindre  droU. 

(Tome  V,  p.  65119 

WAB,  X.  B...I 

de  Uége. 


Pboblâmb.  Un  point  étant  donné  sur  un  cône  de  révolu- 
tion ,  trouver  le  rayon  de  la  section  circulaire  passant  par  ce 
point. 

Solution,  Soit  A  le  point  donné ,  S  le  sommet.  Tracez  AS 
et  sur  cette  génératrice  prenez  AB=AC.  De  chacun  des 
points  B  et  G ,  et  avec  un  rayon  r  pris  arbitrairement ,  dé- 
crivez un  arc.  L'intersection  A,  de  ces  deux  arcs  sera  un  point 
du  plan  perpendiculaire  à  AS,  et  mené  par  A.  Cherchez  de  la 
même  manière  trois  autres  points  A„A3,A4  du  même  plan  ; 
transportez  les  cinq  points  A,A„A,,A„A4  sur  un  plan  ;  ils 
détermineront  une  conique  qui  sera  : 

Une  ellipse  si  l'angle  de  deux  génératrices  opposées  est 
aigu; 

Une  parabole  s'il  est  droit  ; 

Une  hy  pdbole  s'il  est  obtus. 

l**  Coi,  Faites  un  triangle  rectangle  SAD,  rectangle  en  Â, 
ayant  pour  côlés  de  l'angle  droit  la  distance /onnue  AS  et 

O  Fotf>  Michael  Roberls  (Journal  de  Mathématiques,  t.  X ,  p.  2Si).       Tm. 
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le  grand  axe  AD  de  l'ellipse;  puis  da  point  A  menez  une 
perpendiculaire  à  la  bissectrice  de  Tangle  S.  Ce  sera  le  rayon 
demandé. 

2«  Cas.  Construisez  un  triangle  rectangle  isocèle,  ayant 
pour  hypoténuse  AS.  Le  côté  de  l'angle  droit  donne  la  solu- 
tion du  problème. 

3*  Ca$.  Faites  un  triangle  rectangle  SAD,  rectangle  en  A, 
ayant  pour  côtés  de  l'angle  droit  AS,  et  Faxe  réel  de  1'^- 
perbole.  Prolongez  l'hypoténuse  DS  ap  delà  du  point  S ,  et 
de  A.  Menez  une  perpendiculaire  à  la  bissectrice  de  l'angle 
extérieur.  Cette  perpendiculaire  est  le  rayon  cherché. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  137  (t.  V,  p.  672). 


WASL  M.  J.  MUnSWT. 

de  Germont-Ferrand. 


TniORâME.  L'enveloppe  des  bases  de  tous  les  triangles 
rectflignes  qui  ont  un  angle  conunun,  et  même  périmètre, 
est  un  cercle. 

SoliUion.  Prenons  pour  axes  des  coordonnées,  les  côtés  de 
l'angle  fixe  0;  l'équation  de  la  base  dans  l'une  de  ses  positions 

sera; 

ay+bxz=ab  (i) 

atXb  étant  les  deux  autres  côtés  du  triangle,  ou  les  deux 
segments  interceptés  par  la  base  sur  les  deux  côtés.dc  l'angle 
fixe ,  à  partir  du  sommet. 

Exprimant  que  le  périmètre  est  constant  et  égal  à  2p^  on 
aura  la  relation 

a  +  b  +  \/à'+b^'^2ab(mB  =  2p, 
ou  y  en  chassant  le  radical  et  réduisant 

(t-f  cose)  à>-^2^(a  + 6)+2/>' =  0, 


,0 
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ou  bien  «more ,  en  r^|riaçant  ab  par  sa  Tal«ar  Urée  d» 
l'éqaation  (1) 

[2;.— (1  +a»e)x]  b  +[a;>-(i + cMeM  a^2p*  -,   (2) 

pour  avoir  la  troisième  équation  do  problème,  il  faut, 
d'après  la  méthode  connue  {Nouvelles  Annales,  1. 1,  p.  282), 

égaler  les  deux  valeurs  du  rapport^-p  des  dérivées  de^  équa- 

tions  (1)  et  (2),  prises  par  rapport  à  6  et  ii.  On  a  ainsi  : 

X — a  _  2y— (l+C089)jr 
j'  —  b  ""  ^— (i-j-cosô^r' 
ou  en  réduisant 

il  reste  maintenant  à  éliminer  a  et  &  entre  les  équations  (1) , 
(2)  et  (3)  ;  et  Téquation  finale  sera  celle  du  lieu  demandé.  Or, 
en  observant  que  les  équations,  (2)  et  (3)  donnent,  Tune  la 
somme ,  l'autre  la  différence  de  deux  quantités,  on  a  immé- 
diatement ^ 

2^— (1  +  C0S6)X  2p—{i+COS^)jr^ 

mettant  ces  deux  valeurs  dans  Véquation  (1) ,  on  a,  toutes 
rédactions  faites , 

y + 2x^  COS  0  +  j:'~  2/ij^— 2/?x -f />■ =0  ; 

équation  qui  représente  un  cercle.  En  j  faisant  successive- 
ment j);=0,  ^=0 ,  on  obtient  deux  équations  qui  ont  leurs 
racines  égales  kp  :  donc  ce  cercle  est  tangent  aux  deux  côtés 
de  Tangle  fixe,  enf  deux  points  distants  du  sommet  de  la 
quantité /?  moitié  du  périmètre.  Le  centre  et  le  rayon  s'ob- 
tiendront facilement,  soit  graphiquement ,  soit  par  le  éalcul. 
2.  En  suivant  la  même  méthode,  il  est  aisé  de  démontrei 
cet  autre  théorème ,  analogue  au  précédent.'  Vemoeloppe  des 
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ha»€i  des  triangles  ^<nUun  angle  commun  et  même  surface^ 
est  une  hf/perbole  ayant  pour  asgmptoles  les  côtés  de  Vangh 
fixe. 


SOLUTION  D  UNE  QUESTION  D'EXAMEN  (t  Y,  p.  703). 


WéJBL  M.  MOOmU , 
élève  aa  Collège  de  VertaJUes. 


D'un  point  fixe,  D  (fig.  18)  d'un  diamètre  FDE  d'an  cercle, 
on  mène  ane  sécante  qodconque,  BDA  an  cerde  ;  en  A  et  B 
on  lui  mène  les  tangentes  AG ,  BG  ;  et  on  joint  les  points  D 
et  G*,  démontrer  que  le  produit 

tang  ADE.  tang  EDG  s  constante. 

Joignons  OG  ;  et  du  poinfG  abaissons  la  perpendiculaire 
GG'  sur  le  prolongement  du  diamètre  FDE  ;  la  droite  GG'  est  . 
la  pobire  du  point  D  ;  et  le  point  Q  est  son  conjugué  ;  de 
sorte  que  si  par  le  point  D  on  mène  des  cordes  quelconques  ; 
et  si  par  les  points  de  contact  avec  le  cercle  régulateur,  Ton  . 
mène  des  couples  de  tangentes,  tous  les  points  G  seront  situés 
sur  la  droite  GG'. 

Évaluons  maintenant  GG'  dans  les  deux  triangles  rec^ 
tangles.GDG',  GOG. 

GC=CD  tang  EDG. 

CC=COtaDgGOC. 

Divisant  membre  à  membre  : 

G'O 
Ung  EDG = ^  tang  GOC. 

Remarquons  que  dans  le  triangle  rectangle  ODM,  l'angle 
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ODM  ou  ADE  est  le  oomplément  de  l'angle  GOG^  el  alors  ; 

tang  ADE = cotang  COC. 

Multiplions  membre  à  membre  ces  deux  dernières  galités  : 
il  fient  r 

tçngEDC.  tang  ADE  «^. 

Les  lignes  GO  et  GB  étant  constantes ,  le  prodnit  des  tan- 
gentes est  constant,  et  ce  produit  est  égal  au  rapport  des 
distances  du  conjugué  du  point  fixé  D ,  au  centre-du  cercle 
régulateur ,  et  à  ce  point  fixe. 

Le  théorème  subsiste  encore,  lorsque  le  point  D  (/igf.  19] 
est  pris  sur  le  prolongement  du  diamètre  ;  son  conjugué  C 
est  alors  à  Tintérieur  du  cerde  qui  est  coupé  par  la  polaire 
CC'O. 

Nous  ayons  toujours  : 

CC'»=C'OtangGOG' 
GG'=:CDtangEDG; 

Pour: 

C'O 
tang  EDG  ^  ^  tang  GQC. 

Or,  4i»ns  le  triangle  rectangle  MOD ,  les  angles  GOG'  et  ADE 
étant  complémentaires  : 

tang  ADE  =  cotang  GOG' , 
et: 

C'O 
taùg  EDG  tang  ADE  =  ^.  G.  Q.  F.  D. 


QUESTION  134. 

La  surface  d'un  qflindre  oblique  d  base  circulaire,  est  égale 
é  C€Ue  d'un  reciangk  don$  un  du  côtés  serait  le  dismiêre  du 
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cercle  j  ei  Vauire  côté  la  circonférence  dune  ellipse ,  ayant 
pour  axes  principaux  la  hauteur  et  Faréte  du  cylindre. 


Brim&ley. 


élére  de  Tinstitution  Barbet. 


Soit  ABDE  (fig.  17) ,  le  cylindre  obliqae  à  base  circulaire^ 
par  les  points  A  cl  D  faisons  passer  des  plans  perpeBdica- 
laires  à  AD,  ils  couperont  le  cylindre  solvant  des  ellipses, 
et  la  surface  du  cylindre  oblique  sera  égala  à  celle  du  cy- 
lindre droit,  donc  : 

Scyl.  =  En.DFxAD; 
menons  au  point  D  la  droite  DG  tangente  au  cercle  DE,  et 
DK  perpendiculaire  à  la  base  ;  par  les  droites  KD»DG  faisons 
passer  un  plan  et  un  second  par  les  droites  AD,DG,  KDÂ  sera 
Tangle  de  ces  deux  pians,  soit  a  cet  angle;  sur  AD  comme 
diamètre,  décrivons  un  cercle  dans  le  plan  ADE,  el  projetons- 
le  sor  le  plan  KDG,  la  projection  sera  une  ellipse  ayant  pour 
axes  principaux  AD  et  KD ,  ou  bien  AD  et 

AD  cos  ADK  rc  AD  cos  a  ; 
remarquons  que  l'angle  EDF = ADK  =  a. 
Par  suite  les  axes  principaux  de  rdlipse  DP  sont  : 
2R    et    2Rcosa. 
De  la  proportion  AD  :  ADcosa  ::  2R  :  2Reosa,  il  résulte 
que  les  deux  ellipses  considérées  sont  semblables,  donc  leurs 
drconférences  sont  entre  elles  comme  leurs' grands  axes, 
donc  : 

EU.  (DF)  :  EU.  (AD,DK)  ::  âR  :  AD  * 

QR 
tfoù  2  EU.  DP=:  EU.  (AD,DK)  j~  -, 

donc  enfin  :       S  cyK  =  EU.  (AD,DK)  x  2R, 

Digitized  by  CjOOQIC 
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asa=a==  :^=9sss=si  '       uni  ■ 

NOTE 
-felMorAiM  dAnofUr^,  t. lY ,  p.  648,  et  t  Y,  p.  65. 


9AM,  M.  9AWU 

Élère. 


.    Ce  théorème  est  le  suivant  :  F  et  F  étant  les  denx  foyers 
d'une  ellipse,  et  MFP,  MFF  deux  cordes  passant  par  les 

deux  foyers  et  par  un  *»^éme  point  de  la  courlie,  la  somme 

MF   ,   MF'  ^    , 

fp  +  p?p7  ««t  constante. 

On  peut  généraliser  ce  théorème  ainsi  qu'il  suit  : 
Dans  Tcllipse,  Â  et  A'  étant  deux  points  à  égale  distance  du 
centre,  et  situés  sur  le  même  diamètre,  MAP  et  MA'F 
étant  deux  cordes  passant  par  l&s  deux  points  et  par  un 

.  *  ^   1  K.    1  MA  ^  MA'      ^ 

méme.pomt  de  la  courbe,  la  somme  —  +  p^  est  con- 
stante quel  que  soft  le  point  M. 

La  démonstration  est  exactement  la  même  que  celle  qu'on 
a  donnée  pour  le  cas  particulier  des  foyers.  Année  1845 , 
page  648. 


NOTE 
Sut  la  symétrie  des  angles  triédres. 


VAA  M.  •«».«, 

Chefd'institatioD. 


On  a  coutume  de  dire  dans  les  éléments  de  géométrie  que 
deux  angles  triédres  composés  d'angles  plans  égaux  chacun 
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à  chacuD ,  et  disposés  d'une  manièFe  diffirente,  ayant  leurs 
angles  trièdres  égaux ,  mais  ne  pouvant  point  coïncider,  pré- 
sentent un  cas  d'égalité  par  symétrie  ou  sont  syméiriques  l'un 
de  l'autre.  C'est  ordinairement  la  première  fois  que  l'on 
emploie  le  mot  symétrie^  dont  le  sens  ne  parait  pas  suffi- 
samment justifié. 

Si  Vou  eouyient  que  deux  figures  sont  syméiriquei ,  lors- 
qu'un point  quelconque  de  l'une  et  un  point  de  l'autre  se 
tronyent  sur  une  perpendiculaire  commune  à  un  plan  inter- 
mëdiaire ,  et  à  égales  distances  de  ce  plan ,  im  démonire  que 
deux  angles  trièdres  sont  symétriques  quand  ils  sont  couh 
posés  d'angles  plans  égaux  chacun  à  chacun,  et  disposés 
d'une  manière  difiërente. 

On  remarque  d'abord  que  les  angles  dièdres  formés  par 
les  plans  qui  contiennent  les  angles  égaux  sont  égaux  chacun 
à  chacun. 

Ayant  appliqué  Tune  contre  l'autre  deux  des,  fiices  égales 
suivant  ASB  (fig.  20),  on  aura  l'angle  ASC  égal  à  l'angle  ASC, 
et  le  dièdre  BASCT  égal  à  l'angle  dièdre  BASG.  Si  flu  point  D 
pris  sur  la  face  ASC  on  mène  DP  perpendiculaire  sur  la  face 
conunune  ASB,  et  qu'on  la  prolonge  jusqu'à  la  rencontre  de 
la  face  ASC'  en  D%  que  du  point  P  on  mène  PO  perpendi- 
culaire à  SA  ,*et  qu'on  joigne  le  point  G  aux  points  IV  et  D , 
les  droites  D'G  et  DG  seront  perpendiculaires  à  SA  (par  le 
théorème  des  trois  perpendiculaires);  les  angles  jyOP  et 
DGP  mesureront  donc,  dans  l'un  et  l'autre  angle  triëdre, 
les  dièdres  égaux  qui  ont  pour  arête  commune  SA  ;  les  deux 
triangles  WPG  et  DPG  sont  donc  égaux,  et  l'on  aura 
DT=DP,  donc  les  deux  angles  trièdres'sont  symétriques 
par  rapport  au  plan  ASB. 

1"  Remarque.  Deux  lignes  SD'  et  SD  symétriques  par 
rapport  au  plan  ASB,  sont  également  inclinées  sur  le  plan 
de  symétrie  à  cause  de  l'égalité  des  triangles  D'SP,  DSP. 

Am.  de  MatOiiat.  Vl.  S 
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a*  Ikmarqtêe.  Uo  point  qnekonqm  de  Taréte  SG ,  appir- 
tenant  à  la  fois  aux  deniE  faces  ASC  et  BSG  a  sob  symétrkfM 
sor  les  deux  faces  ASC  et  BSC' ,  c'esl-à-dire  sur  l'aréle  SCI 
de  ees  deux  faces»  de  telle  sorte  cpie  Taréte  SC  est  symétrique 
de  Varéte  SG.  Ces  deux  arêtes  sont  égalooienl  iaclinées  sw 
le  plan  de  symétrie  ASB. 

df"  Remarfue.  Le  plan  de  symétrie  poivrait  être  placé  entre 
les  deox  angles  triédres ,  dont  les  laces  représentées  par  ASB 
resteront  parallèles,  et  à  égales  distances  de  ces  faces. 

Si  (m  ptefed  sur  ees  arêtes  les  distances  SG  et  SG'  égales 
entre  elles ,  les  points  G  et  G'  sont  symétriqaes* 

On  peat  dédoire  hcilcment  de  ce  qnî  précède  que  les  deux 
prismes  triangulaires  abcb'c/d^ ^  hcddVd  (/fgf.  âl),  dans  les» 
quels  est  décomposé  le  paraHélépîpède  (d>liqne  oa',  sont  sy- 
mélriqaes  rnade  Tan^e.  Dana  ces  prismes,  on  a  les  angles 
triédres  en  a  et  en  a',  en  b  et  en  b\  en  c  et  en  d  symétriqtief 
deux  à  deux ,  de  telle  sorte  qo^en  plaçant  le  prisme  triangu- 
laire bcdUiUé  sous  le  prisme  triangulaire  abcVc!d\  en 
abob^c"d"^  côV  fsm  ab^dé  vsê  at^  b'd  sur  frc,  on  a  denx 
angles  triédres  symétriques  en  «  /  deux  en  b  ^  deux  en  c, 
ayant  pour  faces  communes  les  angles  en  a^  en  b  et  en  c^  du 
triangle  abe^  et  pour  plan  de  symétrie  celui  de  ce  Mangle. 
Les  deux  arêtes  symétriques  o^  et  tul'  étant  égales,  les 
sommets  d!  et  d*'  sont  symétriqMS.  Il  en  est  de  même  des 
sommets  6' et  6",  o' et  c". 


QUESTION  D'EXAMEN. 
Théorie  des  exgpsmnts  de  nature  quelconque  {v.  t.  Y,  p.  70i}. 

A.  Quantités  réelles,  ni  nulles ,  ni  infinies;  exposants réds 
rationnels ,  ni  nub ,  ni  infinis. 
1.  DéfiniHon,  Ea^fowiiU  mtkr  poiiHf.  L'expoiaot  entier 
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positif  est  an  nombre  entier  positif  écrit  à  droite  et  aa-des- 
8IIS  de  la  quantité  et  désignant  qu'il  faut  multiplier  la  quan- 
tité autant  de  fois  moins  nue,  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'expo- 
sant) le  produit,  résultat  de  ces  opérations,  se  nomme 
|Mlif80fice,  dont  le  quantième  est  indiqué  par  l'exposant. 

2.  IdenUtés  fondamentales,  m  ein  étant  des  nombres  en- 
tiers positifs ,  Ton  a  :  1*  a*a*  =  a"+*  ;  2*  -;,  =  a"^  si 

m  A 

m>ft;    el  -?=  -=a   si  m  <  n  ;    3»  (a")"  =  àT'; 
a         €L 

40  ï/û"i»+« ^ a^  \/a^\  q<^n.  Ces  identités  sont  des  consé- 
quences immédiates  de  la  définition. 

3.  DéfinUiùn.  ExposatU  entier  négatif.  Cet  exposant  in- 
dique qu'il  faut  élever  la  réciproque  de  la  quantité  à  une 
puissance  marquée  par  l'exposant  pris  positivement. 

4.  Identités  fondamentales.  Elles  sont  les  mêmes  que  pour 
les  exposants  entiers  et  sont  aussi  des  conséquences  de  la 

définition  ;  ainsi  à^.  a~*  =  —- .  —  =  -^jr^i  =  (f^.  et  ainsi 

des  autres. 

5.  Les  quatre  identités  fondamentales  subsistent  donc 
pour  les  exposants  entiers,  positifs  ou  négatifs  \  on  peut 

a** 
écrire  -^  =■  cT^  lors  même  que  n  est' plus  grand  que  m  ; 

et  c'est  ce  qui  a  donné  naissance  aux  cxposant3  négatifs. 

6.  Définition.  Exposant  fractionnaire  positif.  Cet  expo- 
sant indique  qu'il  faut  élever  la  quantité  à  une  puissance 
marquée  par  le  numérateur  et  extraire  de  cette  puissance 
une  racine  d'un  indice  marqué  par  le  dénominateur  de  l'ex- 
posant fractionnaire  ;  ou  bien  encore,  à  l'inverse,  il  faut 
commencer  par  extraire  de  la  quantité  la  racine  désignée 
par  le  dénominateur  et  élever  le  résultat  à  la  puissance  in- 
diquée par  le  numérateur  ;  on  démontre  facilement  que  ces 
deux  modes  d'opérer  donnent  le  même  résultat. 
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m  pm 

7.  Od  a  ridentité  a*  =  a*^;  c'est  une  ooiuéqaenoe  de 
la  déQnilion  ;  il  faut  remarquer  que  le  premier  membre  a  n 
valeurs  diverses,  et  le  second  membre  pn  valeurs;  mais 
parmi  cespn  valeurs  se  trouvent  les  n  valeurs  du  premier 
membre;  et  ce  n'est  que  pour  celle-ci  que  l'identité  subsiste. 

8.  Les  quatre  identités  fondamentales  subsistent  pour  les 

exposants  fractionnaires  positifs  ;  ainsi  a^  a^=a*     ^ .  En 

effet,  i^^.  I^?=i^>5^  ;  donc,  etc. 

9.  Dé/iniiim.  jBûcposant  fractionnaire  négatif.  Gomme 
pour  l'exposant  positif;  mais  la  quantité  est  remplacée  par 

sa  réciproque  a  *  =(  —  j    . 

Résumé.  Les  identités  fondamentales  ont  lieu  pour  des 
exposants  entiers  ou  fractionnaires ,  positifs  ou  négatifs. 

B.  Quantités  nulles  ou  infinies  ;  exposants  réels,  rationneb, 
ni  nub ,  ni  infinis, 
il.  On  a  évidemment  :  0**  =  0;  0"^=:oo;  <»**=ooi 
00-*  =  0. 

G.  Quantités  réelles  rationnelles ,  ni  nulles,  ni  infinies  ^ 
exposants  nuls  ou  infinis. 

a*  1 

12.  ao=l5  car  «*»  iNTOvient  de  -5;  a~*=:  — =  I  ; 

a*=sQo  si  a>l;  et  a*=0  si  «<1;  et  inversement 
a"*=0  8i  û>l  ;  et  a~*=QO  si  a<l. 

13.  Les  identités  fondamentales  subsistent  encore  pour  les 
exposants  nuls  ou  infinis. 
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D.  Quantité»  nulles oa  infinies;  exposants  nob  on  infinis. 

M.  ©-«O;  0—=»;    «»-=go;   00*=^=^=:  io- 

0*      0 
détenniné ;  0^=^=  -  =  indétermiiié. 

ObservaHon.  Presque  toas  les  géomètres  adi^eltent  avec 

Ealer  que  O^'sl  ;  car^  dit  ce  dernier  (Alg.,  1. 1,  §  175), 

a 

-  =  a""  =  1  ,*  cette  équation  subsiste ,  quelque  petite  yalear 

qu'on  attribue  à  a  ;  donc  aussi  lorsque  a  =  Oy  ainsi  0"*=;  1  ; 
mais  cette  conclusion  manque  de  justesse;  il  s'ensuivrait 

aussi  que  r  =  1  ;  l'identité  0  =  0  n'est  pas  du  même  genre 

que  l'identité  2= 2  ;  la  première  peut  s'écrire  6.0  =  7.0; 

on  ne  peut  pas  écrire  6  .  2  =  7 . 2;  et  -  n'est  pas  identiqueà 

-.  Aussi  M.  Gancby  range-t-il  les  expressions  ^^  oo^,  - 

parmi  les  symboles  d'indétermination  (  Résumé  des  leçons 
données  à  l'École  polytechnique  sur  le  calcul  infinitésimal , 
p.  25).  Un  anonyme,  qui  signe  S ,  enseigne  la  même  doc- 
trine dans  le  Journal  de  Grelle  (t.  XI,  p.  272, 1834,  en 
français).  Nous  avons  montré  que  si  Ton  admet  que  0*  soit 
constamment  égal  à  l'unité,  on  serait  conduit  à  cette  con- 
clusion absurde  que,  dans  la  surface  transcendante  repré- 
sentée par  z  =  x',  tout  l'axe  des  j"  appartient  à  la  surface, 
excepté  le  point  servant  d'origine.  La  vérité  est  que  l'aie 
des  z  appartient  aussi  à  la  surface ,  ainsi  que  la  droite  z  =  1 
située  dans  le  plan  xz  {v.  t.  Y,  p.  648). 

G.  Quantités  réelles,  ni  nulles,  ni  infinies;  exposants  réels 
ivfttionnels. 

15.  DéfimUan,  Le  symbole  m  étant  un  nombre  entier,  p 
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on  nombre  qpi  n'est  {las  ane  poiitance  d'indice  m  ;  le  sym- 
bole i/p  désigne  qu'il  existe  nne  série  inCnie  de  nombres 
finis ^  telle  qu'en  les  élevant  tous  à  la  puissance  m,  on  ob- 
tient une  seconde  série  qui  ap  pour  limites  ;  c'est-à-dire  une 
seconde  série  dont  aucun  terme  n'est  égal  à  p ,  mais  où  la 
différence  y  en  excès  on  en  défaut ,  entre  les  termes  et  p  peut 
devenir  plus  petite  qu'aucune  quantité  donnée.  Dans  la  pre- 
mière série ,  la  différence  entre  deux  termes  consécutifs  pent 
aussi  descendre  au-dessous  de  toute  quantité  donnée  ;  mais 
elle  n'a  pas  de  limite  assignable  par  un  nombre  fini  de  chif- 
fres j  dans  aucun  système  de  numération  ,*  tandis  que  la  se- 
conde série  a  une  limite  assignable.  Prenons  pour  exemple 

\/7r  .^      ^  .      ^    3    7    17    41 

K  2  ;  on  a  pour  première  série  :  1»  n?  r?  7^  >  r^? tes 

différences  entre  les  termes  vont  en  diminuant;  elle  n'a  pas 
de  limite  exprimable  en  chiffres  d'une  numération.  On  dé- 
signe symboliquement  cette  limite  par  \/2,  c'est-à-dire 

9    49    289 
qu'en  formant  la  seconde  série  1 ,  j ,  —•,  — -,  etc. ,  la  li- 

4     25     144 

mite  est  2. 

16.  Observation  générale.  Tontes  les  fois  qu'on  fait  nne 
quelconque  des  six  opérations  arithmétiques  sur  des  exprès* 
siens  irrationnelles,  il  faut  toujours  sons-entendre,  à  moins 
de  ne  savoir  ce  qu'on  dit,  qu'on  fait  ces  opérations  sur  les 
quantités  rationnelles  de  la  première  série  dont  ces  expres- 
sions rationnelles  représentent  la  limite  symbolique.  Ainsi 
les  identités  fondamentales  du  §  â  ont  donc  encore  lieu  pour 
des  exposants  irrationnels ,  puisqu'on  n'opère  jamais  que  sur 
des  quantités  rationnelles. 

D.  Quantités  imaginaires,  monômes  on  binômes  ;  exposant 

réel.  • 

17.  Représentons  i/^  par  î  ;  m  étant  un  nombre  en- 
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18.  Les  identités  fondamentales  s'appliquent  epoor^  ici. 
Par  exemple ,  on  a  -.  i'  x  i^  =  i*"^  ;  il  suflBt  de  le  démontrer 
ponr^  et  9»  chacun  plus  petit  que  4.' 

j»    p       ^i^P     S, 

19.  On  a  encoreî*.  *'  =  i*  *;  »*  est  racine  d'une 
équation  binôme  de  la  forme  x^'it  1  =  0  ou  jr^dz  1  =0 ; 

p 
de  môme,  î^  est  racine  d^une  des  équations  de  cette  forme 

jr*±l=Oj  x**dbl=:0;  r*  *  est  racine  de  Tune  de  ces 
équations  jc'^diIssO  ou  jî^«±1  =  0.  Ces  troisièmes 
formes  renferment  les  produits  des  racines  des  premières  par 
les  racines  des  secondes. 

20.  (û-|-W)-(a  +  W)*  =  (a  +  6ir+*.  En  effet,  soit 

a*4-*'  =  f';  -sspcosj:;  -sssio^r.  Ainsi t 
f  /* 

a+bi  =  r{cosX'{'ismx);  (a^bifszr^ÇcoBmx-^'ismmjt)', 
(a-|-W)*=  r*(cos/iJ:-j-isin/«:);  (a-f  60**(^  +  *»)*  = 
=r*+*  [cos(i»-f  n)  j: + J^  sin  (iîi+/i)j:]  =  r**+*(cosx+ i8lar)'*+**= 

On  peut  trottter  une  démonstration  purement  algébrique, 
mais  très-longue.   • 

21.  E.  Exposants  imaginaires. 

Définition.  L'exposant  imaginaire  J^  désigne  symlrali- 
quement  la  série  qu'on  obtient  en  développant  a^  en  une 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  /?  »  et  remplaçant 
ensuite/'  par/»i. 

2ft.  Ona  :  flP*.a**=û^^^  En  eflbt,  i^z=J^,imla 
désigne  le  logarithme  népérien  de  a.  Donc  t 

a^sseos/i/.a-f-tsin/'/.â;   a'*a=cosyte+r9in^/tf; 
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donc 

a  Q.  F.  D. 

23.  GoNGinTsiON  GÉNÉaALB.  Les  îdentîtés  fondamentales  sub- 
sistent pour  des  exposants  entiers  ou  fractionnaires,  positifs 
ou  négatifs,  rationnels  ou  irrationnels ,  réels  ou  imaginaires. 

â4.  Lindice  exponentiel  est  employé  d'une  manière  géné- 
rale pour  indiquer  une  suite  consécutive  d'opérations  simi- 
laires. Ainsi/^P  désigne  qu'il  faut  faire  sur  P  une  certaine 
opération  indiquée  par  y*;  sur  ce  premier  résultat ,  la  même 
opération  qu'on  a  faite  sur  P;  sur  ce  second  résultat,  encore 
là  même  opération ,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  m^^  opéra- 
tion ,  et  /"""P  désigne  une  expression  sur  laquelle  il  faut 
faire  m  de  ces  opérations  pour  parvenir  à  l'expression  P,  et 

m 

f^  indique  des  opérations  interpolatoires.  Ainsi  x**  indique 
donc  réellement  m  opérations.  La  première  est  le  produit  de 
1  par  Xi  la  seconde  le  produit  de  ce  premier  résultat  encore 
par  x,  et  ainsi  de  suite  ;  x'^  est  la  quantité  sur  laquelle  il  faut 

m 

opérer  ainsi  m  fois  pour  parvenir  à  1  ;  c'est  donc  -^i^:  x^ 

X  ^ 

désigne  l'interpolation  de  n  opérations  semblables  entre 
1  cl  x^. 

On  voit  donc  que  la  notation  sin^o:  pour  (sino:)"*  est  vi- 
cieuse ;  car  elle  désigne  qu'il  faut  prendre  le  sinus  de  x ,  puis 
le  sinus  de  sinus  x ,  etc.  Gomme  cette  notation  usitée  est 
commode ,  il  est  ayantageux  de  la  conserver. 

25.  Les  identités  fondamentales  n'ont  pas  lieu  pour  les  in- 
dices exponentiels,  dans  le  sens  général.  Aussi  on  n'a  pas, 
en  général ,  /*  P  .  /*P  =/*^P.  On  démontre,  au  con- 
traire, que  lorsque  cette  identité  subsiste,  l'indice  expopen- 
tiel  devient  potentiel.  Il  est  donc  le  seul  pour  lequel  cette 
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identité  subsiste.  Les  considérations  sont  fondées  sur  le  cal- 
cal  fonctionnel  on  autrement  le  calcul  aux  différences 
partielles. 

26.  Dans  les  opérations  de  dérivations  on  a  cette  identité 
remarquable  qui  les  caractérise  : 

D*.D*  =  D*.D**. 

Cest  le  sujet  d'un  trés-bean  Mémoire  de  M.  Servois ,  qui  s'est 
malheureusement  retiré  trop  tôt  de  la  science  où  il  a  rendu 
et  pouvait  rendre  encore  d'utiles  services.  11  est  du  petit 
nombre  de  géomètres  français  qui  lisent.  (  Annales  de  Ger- 
gcmne,  ty,p;  93, 1814.) 

-  SECONDE  NOTE  SUR  CETTE  QUESTION  : 

TrùWier  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une 
équation  admette  un  nombre  donné  de  racines  égales  entre 
elles. 

(Fin,  V.  p.  75.  ) 

3.  Je  terminerai  ce  second  article  par  une  analyse  de  ma 
première  note  (tome  I,  page  92)  sur  te  même  sujet. 

Dans  cette  note,  j'ai  d'abord  examiné  la  question  suivante  : 

Les  (n— 2)  conditions  nécessaires  pour  que  le  polynôme  d 
du  degré  (n— 1)  devienne  une  puissance  exacte  de  ce  degré , 
sont-elles,  toutes^  différentes  des(  n— 1)  conditions  qui  doi- 
vent étre-remplies  pour  que  ce  polynôme  soit  le  plus  grand 
commun  diviseur  ief(x)  et  de  sa  dérivée? 

Quand  le  nombre  n  est  précisément  égal  au  degré  m  de 
l'équation  proposée/(x)=0,  les(n — 2)  relations  qui  donnent 
ao  diviseur  commun  la  forme  (x^^af^'  rentrent ,  toutes^  dans 
celles  qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  le  reste  du  degré  (n— 2). 
Cest  ce  que  l'on  démontre  dans  tous  les  éléments  d'algèbre. 
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Bt  eOti  ne coodutt  pM  à  oottiliire,  miu  éiamen,  qM  st 

n  détenant  inférienr  *n  degré  de  l'éqnàtion  |Mrop08ée,  eH, 

par  exemple ,  égal  à  m— 1,  alors  on  trouvera  (/i-^â)  éqaa- 

lions  de  conditions  nmÊifêUeê ,  pour  exprimer  que  le  diviseur 

,  commun  à/(a:)  eif\x)  est  une  puissance  exacte  du  degré 

Il  résulte  de  la  démonstration  donnée  (tome  I ,  page  93) 
que  dans  le  cas  particulier  où  n=m — !,  les  {n—2)  équations 
dont  il  s'agit  peuvent  être  remplacées  par  une  seule  équa- 
tion C) }  V^^  s>  nssm — 2,  on  trouve  au  plu9  deux  conditions 
nouvelles ,  et  ainsi  de  suite. 

Il  sera  utile  de  rappeler  ici  cette  démonstration. 

Jfommons  p  et  q  les  quotients  qu'on  obtient  en  divisant 
f*(x)  et/(«r)  par  ^  ;  le«  restes  de  ces  deux  divisions  doivent 
être  considérés  comme  étant  identiquement  nuls,  d'après  les 
(n— 1)  relations  qui  donnent  r=0.  Donc,  en  n'admettant 
pour  les  coefficients  A,  B,  C,  etc.,  des  termes  de/(j:),  que 
des  valeurs  satisfaisant  aux  conditions  (r=0),  on  peut  écrire 
les  égalités/(x)«€/^,/'(j:)=rfp. 

Soient  cP^  q'  les  dérivées  de  ^  et  9  :  la  dérivée  du  produit 
dq  sera  (rf^'+jcf),  et  par  conséquent  l'égalité  /{x)=dq, 

donne/'(a:)=^'+î^'- 
Remplaçant  f(x)  par  sa  valeur  dp,  il  vient  : 

dp&dq'-^-qdj  OU  d(jh-^^)=zqd!. 


O  Le  principal  objel  de  la  démoDStration  donnée  (tome  I,  page  93)  ett 
d'indiquer  par  qoel  calcul  «a  parfientà  det  équations  dont  le  nombre  peut  être 
inférieur  à  (n— 2),  et  qui,  cependant,  expriment  que  le  diviseur  d  est  une  puis- 
sance exacte  du  degré  (n— i).  Il  n'est  besoin  d'aucune  démonstration  partion* 
liére  pour  établir  que  le  nombre  toUl  des  conditions  différeni^i  ne  surpasse 
Jamais  (m— i)  ;  si  ce  nombre  était  seulement  égal  à  m ,  les  conditions  trouTées 
suffiraient  pour  déterminer  les  m  ooefflcienU  de  l'équation  proposés  :  ce  qni  «s| 
impossible  puisque  la  valeur  des  racines  égales  n'est  pas  donnée. 

D'ailleurs,  dans  le  cas  particulier  où  n— m— i ,  l'équatioB  <I-»S,  obtenue  M 
égalant  à  xéro  le  commun  diviseur  du  degré  f>»^2,  ayant  au  plus  deux  racines 
de  valeurs  différentes ,  on  ne  voit  guère  pourquoi  il  faudrait  plus  d'une  con- 
dition nouvelle  pour  •«primer  que  ces  d«ux  r«isia«i  doviaonent  éssl^s  «atri 
elles. 
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Cette  dcrniàn  4g»li4é  montre  que  i<  «it  dtviiiUf  par  ^i', 
lorsque  le  polynôme  q  est  lai-méme  dîTisible  ptr  ip—^'),  et 
réciproquement.  Ainsi,  on  exprimera  que^^  devient  une 
puissance  exacte  du  degré  (n^l  ),  eo  égalant  k  zéro  les  coef- 
ficients des  différents  termes  du  reste  obtenu  en  divisant  le 
polynôme  q  par  (/'— 9').  Le  nombre  des  termes  de  ce  reste 
est,  au  plus ,  (/»— n),  puisque  (//i— n)  est  le  degré  du  diviseur 
(/>—?').  D'ailleurs  (m—n)  est  moindre  que  («—2)  quand 
m<;2/i — 2;  donc  on  ne  trouve  pas  («—2)  conditions  nou- 
Telles  en  exprimant  que  d  est  une  puissance  exacte  du  degré 
(n^i),  lorsque  le  nombre  (2n— 2)  surpasse  le  degré  de  l'é- 
quation proposée,  comme  il  était  facile  de  le  prévoir. 

Mais,  dans  l'hypothèse  même  où  le  nombre  (2/i — 2)  n'ex- 
cède pas  le  degré  de  l'équation  proposée/(a:)=0,  il  faut  en- 
core, pour  trouver  (n— 2}  conditions  nouvelles  y  en  expri- 
mant que  d  devient  exactement  divisible  par  d^  que  d  et  d! 
n'aient  primitivement  aucun  facteur  commun  f^).  Or^  les 
valeurs  des  coe£Bcients  de  ces  deux  polynômes  d  et  d' ne 
sont  pas  entièrement  arbitraires ,  puisqu'elles  doivent  satis- 
faire aux  (n—l)  équations  de  conditions  obtenues  en  égalant 
à  zéro  le  reste  r  du  degré  (n—2).  Et,  comme  il  y  a  diffé- 
rentes manières  de  remplir  ces  conditions,  le  diviseur  com- 
mun, d,  prend  plusieurs  formes  essentiellement  différentes 
les  unes  des  autres.  Admettre  que  d  et  d!  n'ont  aucun  facteur 
commun ,  c'est  considérer  seulement  une  des  formes  que  le 
diviseur  commun  kf[x)  eifix)^  peut  prendre,  en  vertu  des 
(n— 1)  relations  qui  donnent  r=0.  Afin  d'indiquer  plus  net- 
tement la  restriction  dont  nous  voulons  parler  ici,  reprenons 
l'exemple  déjà  considéré  (page  80). 

Le  premier  reste  obtenu  est  pa^-^-qx+r. 


(*)Ceftoe  que  J?ai,  ploii«an  fois,  Ciit  obMnrer  dam  nu  première  Deit 
{voir  tome  1 ,  page  94). 
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.  En  égalant  à  zéro  les  deax  ooeffidento  da  reste  saîTaut, 
on  a  les  deux  relations  : 

(1) /i»+3Ay— 16/?r-i2A/^+i6y'==0, 

(2) Ap»+3AV>'+42p'— i**.A/ir+192.yr=0 

Poar  que  le  plas  grand  commun  diviseur  de/(j:)  et/'(j:) 
soit  le  polynôme  da  second  degré /^x'-f^jr-fr,  il  faut  satis- 
faire aux  équations  (1)  et  (2),  ^ans  annuler  le  coefficieni  p  de 
laplus  haute  puissance  de  x  dans  le  polynôme  px'-fqx-j-r. 

Gela  posé,  représentons  les  équations  (1)  et  (2)  par  M=0, 
JN=0  ;  on  pourra  les  remplacer  par  les  deux  suivantes  : 

M=0,    M(Ap+4y)— Np=0. 

Car,  toute  solution  de  ces  deux  dernières  qui  n'annnle  pas  le 
coefficient/?,  convient  aux  équations  Ms=0,  N=0,  et  réci- 
proquement. Or,  Téquation  M(A/?-j-4j)  — Nf?=0  revient  à 
celle-ci  .- 

(q'-^ipr)  (2y-A/;)=0. 
On  en  déduit  : 

—  Ap 

q^±:2\/pr,  on  q  =  -^. 

Le  diviseur  du  second  degré  a  donc  l'une  ou  Vautre  de  ces 
deux  formes  : 

px*±:2x[/pr'\-ry    pjo^-\-  -^  -^  +  '"? 

cl  les  coefficients  /i,  r,  doivent  encore  satisfaire  à  la  condition 
M=0. 

Le  trinùme  px*±:2x[/pr'\-r  est  évidemment  un  carré; 
par  conséquent,  si  Ton  trouve  une  condition  nouvelle  pour 
que  le  diviseur  commun  devienne  une  puissance  exacte  du 
second  degré ,   c'est  parce  que  l'on  prend  pour  diviseur 

px  +  —  x-)-r. 
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Enexpiimantqae^rx'-j- -^x+r  est  exactement  dm- 

sible  par  sa  dérivée  S/'^r-f-  -^,  on  obtient  la  condition  : 

A>— ier=aO. 

Les  (3»— 3)  équations  trouvées  de  cette  manière  sont 
donc: 

(l).....p'+3Ay~i6/ir-.12A/ijr+16y'=0, 
%^A;i=0, 
A>— 16r=0. 

Elles  expriment  que  la  proposée  a  (2n— 2)  racines  égales  ; 
car  elles  reviennent  kp=0,  ^==0,  r=0  (*). 

Le  polynAme  d  onpx*'-{'qx-\-  r  se  rédnit  alors  à  zéro,  et 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  f(x)  et  f\x)  est  d'un 
degré  sopérieur  à  (/i — 1)  ou  2.  Il  est  facile  d'expliquer  pour- 
quoi on  a  trouvé  p =0^  î=0,  r=0. 

En  effet,  remarquons  d'abord  que  si  Ton  remplace  dans 
Féquation  (1)  A^  par  2^,  cette  équation  devient  : 

;|3+i2j'— 16pr— 24gr'+i  6sr'=0, 
d'oà  p'+%'— 4P'*)=^- 

Si  l'on  veut  que  le  plus  grand  commun  diTiseur/^Jt^'+far+r 
de /'(j:)  et  f\x)  soit  du  second  degré,  il  faut  donner  au  co- 
efficient p  une  valeur  différente  de  zéro;  par  conséquent, 
q^^^pr  ne  doit  pas  être  nul.  Ainsi,  les  relations 

p»+3Ay— l6/ir— 12A/ijr+16j*=0,    27— Aj9=0 

sont  les  conditions  nécessaires  et  snlDbantes  pour  que  f{x) 
eifix)  aient  nn  plos  grand  commun  diviseur  du  second  de- 


(*t  Bd  remplaçant  «  «l  r  par  les  valeurs  -^,  ^,  q«e  doimeat  les  reUtten 

2     le 

Of- Aj»«a ,  Atp-  I0r-o,  réqvaUon  (i)  m  réduit  ImmédUteneBi  à  p*-  0  ;  U 

ea  résulte  F«"S«  •«  P«r  aaile  9—0 ,  r->e. 
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gré,  qui  soit  premier  avec  sa  dérivée  ;  en  admettant  tonjonrs 
qne  l'on  satisfasse  anx  deux  équations  par  des  râleurs  qui 
n'annnlent  pas  le  coe£Bcicnt  /?.  Si  à  ces  deux  relations  on  joint 
une  nouvelle  équation  A'/?— t6r=0,  indiquant  que  le  divi- 
seur commun  du  second  degré  est  une  puissance  exacte,  il 
ea  résulte  une  contradiction  qui  ne  peut  disparaître  qu'eu 
supposant  j7=0,  y=0,  r=sO. 

En  général,  si  parmi  les  différentes  manières  de  satisfaire 
aux  (n — 1)  équations  de  conditions,  obtenues  en  égalante  zéro 
le  reste  r  du  degré  (n— â),on  choisit  celle  qui  ne  donne  au- 
cun facteur  commun  au  diviseur  ^^  et  à  sa  dérivée  d',  il  est 
évident  que  les  (n — 2)  conditions  nécessaires  pour  que  d 
soit  une  puissance  exacte  du  degré  (n—i)  seront  des  condi- 
tions nouvelles  ;  on  obtiendra  ainsi  (2a — 3)  relations ,  diffé- 
rentes assurément.  Il  n'est  pas  moins  évident  qu'on  ne 
pourra,  sans  annuler  tous  les  coefficients  du  polynôme  d,  sa- 
tisfaire à  ces  (2/1—3)  équations  exprimant ,  d'une  part ,  que 
d  et  d'  n'ont  aucun  facteur  commun  ;  et  d'autre  part ,  que  d 
est  exactement  divisible  par  d'.  Les  (2n — 3)  relations  ainsi 
obtenues  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  l'équation  proposée  admette  ('27t— 2]  racines  égales  entre 
elles,  on  le  démontre  facilement. 

Mais  il  s*agit  seidement  ici  d'une  solution  particulière  des 
(2/1—3)  équations  trouvées  en  posant  r=0,  et  </s=(a:— a)*^. 
Considérées  d'une  manière  générale,  ces  équations  de  condi- 
tions répondent  à  plusieurs  questions  différentes  ;  leurs  so- 
lutions donnent  à  l'équation  proposée/(x)=0  des  racines 
égales  dont  le  nombre  aura  une  des  valeurs  suivantes  : 

/i,  (/i+l),  (/i+2) ...  (2/1-3),  (2n-2)i 

le  nombre  de  ces  racines  égales  sera  précisément  n,  si  la  so- 
lathMi  adoptée  ne  rédoit  pas  ft  této  le  coefficient  de  la  plus 
bame  puiMooe  de  x  dans  lè  poIynOme  di  cari  dani  ce  cm 
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particulier,  f{x)  et  /'(x)  auront  un  commun  diviseur  d  du 
degré  (n— 1),  qui  sera  :  !<"  leur  plus  grand  commun  diviseur  ; 
2<'  une  puissance  exacte  du  degré  (n^i).  Bonc,  si  l'on  ajoute 
anx(2n— 3)  relations  générales  [r=0,  d^{x — a)*^*]  une 
in^alité  exprimant  que  le  coefficient  du  premier  terme  de  d 
doit  être  différent  de  zéro,  on  aura  les  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  pour  que  réquation/(j:)=0  ait  n  racines  égales 
entre  elles. 

On  sait  qu'au  moyen  d'autres  méthodes  les  mêmes  condi- 
tions s'expriment  par  (n — 1)  équations  seulement;  par  con- 
séquettt ,  H  est  possible  de  réduire  à  (a— 1)  les  (ân^3)  éqiia- 
tioi»  [rs^9  i£=(jr-^)**''] ,  en  ayant  tcmtefc^f  égard è  ce  que 
le  cdeffideiit  du  premier  terme  du  polynôme  d  ne  doit  pas 
être  annolé.  D'ailleurs,  toutes  les  stations  des  (n — 1  )  éçoa- 
lîOBs  doonées  par  ces  autres  méthodes  conYicnDent  aux  équa- 
tions (r=:0)  ;  mais  ce»  dernières  contiennent,  de  plus,  des  so-> 
lotions  étrangères  et  eorrespondantes  aux  diff&rents  cas  par- 
tienliers  oà  le  diviseur  d  n'est  pas  une  puissance  etacte  du 
d«gré  (n— -f  ).  On  est  donc  conduit  à  conclure  que 

Les  équations  de  conditions,  obtenues  en  égalant  èzéro  les 
eDeAcients  du  f  este  r  du  degré  (n  —  2)  se  parlent  en  plu* 
sieurs  systèmes  eorrospondants  anx  difiKrentes  formes  que  le 
diviseurcomnran  da  degré  (»  —  l)  peut  avoir.  Les  (n— 1) 
équations  de  Fnn  de  ces  systèmes  expriment  ks  conditions 
fiéeessaire$aimffisaiiUesfonT  que  TéqaaHon  proposée  ait  pré- 
cisément n  racines  égales  entre  elles. 

Getle  conclusion  a  été  confirmée  par  un  exemple  (p«  S2); 
die  est  amenée  par  un  raisonneinent  facile  à  snivre.  Si  l'on 
ne  peut  lui  opposer  que  l'explication  dont  il  s'est  agi  dans  la 
première  partie  de  œ  second  article,  il  n'existé  contre  die 
snonne  objection  sérieuse. 

G, 
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NOTES 


sur  deux  points  du  Cours  de  mathématiques  spéciales  (relatifs 
aux  tangentes  des  coniques  et  aux  sommes  des  nombres 
figurés). 


Profeisenr  A  l'École  d'artillerie  de  Toalouse. 


i""  Dans  les  traités  de  Géométrie  analytique,  on  vérifie, 
après  avoir  trouvé  l'éqoation  de  la  tangente,  que  celte  droite 
ne  rencontre  pas  la  section  coniqne  en  un  point  différent  dn 
point  de  contact.  Gela  peat  se  déduire ,  sans  ancnn  calcul , 
de  la  forme  de  Téquation  de  la  tangente.  Prenons,  par 
exemple ,  la  tangente  a^y — b*xa:'  =  —  a*b*  (1)  à  l'hyper^ 
bde  ay* —  b*x*  =  —  a'A'.  a^^  y  étant  les  coordonnées  du 
point  de  contact.  Si  la  droite  (1)  avait  un  second  point, 
y,  x^'y  commun  avec  l'hyperbole»  on  aurait  l'équation  de 
condition  a^yy—b^x^'x^x — a*b\  Donc  l'équation  delà 
tangente  serait  aussi  a!yy — 6  Vor  sr  —  a'6>  (2) ,  puisque 
cette  dernière ,  satisfaite  par  les  coordonnées  y,  x'  d'un 
point  de  la  courbe ,  est  aussi  vérifiée  par  les  coordonnées 
y,  x^.  Par  suite ,  l'équation  (2)  doit  être  identique  avec  l'é- 
quation (1) ,  lorsqu'on  dégage  j^  ;  ce  qui  exige  que  y  ^y  et 
x^^x\ 

^  On  donne  trèsHsimplement ,  dans  les  traités  élémen- 
taires d'algèbre ,  les  formules  qui  expriment  les  nombres  *de 
combinaisons ,  deux  à  deux ,  trois  à  trois ,  etc.  de  n  lettres. 
On  pourrait  former  les  combinaisons  deux  à  deux  de  n  lettres 
a^b^c.k^  /en  forment  toutes  celles  qui  contiennent  a,  et  qui 
sont  au  nombre  deit — 1,  toutes  celles  qai  ne  contenant  pas  a 
contiennent  b  et  qui  sont  au  nombre  de  n  -—  2,  etc...  ;  mais 
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comme  od  sait  déjà  que  le  nombre  total  de  combinaisons 


deox  à  deux  est  \  on  aura  : 


/i—l+n  —  2+. ..  +  !=- 

Les  combinaisons  trois  à  trois  seront  formées  de  celles  qui 

contiennent  a  et  qui  sont  au  nombre  do  ;  de 

celles  qui  ne  contenant  pas  a  y  contiennent  b ,  et  qui  sont  au 

nombre  de j-^- -,  etc.  Donc  on  aura  la  sommation  -. 

M)  (11-2)      (/»-2)(ii-3)     (/i^3)(/i-4)  n(/i-l)(n>2) 

1.2       "^       1.2      "*'       1.2      "r-—i-l  ^2.3 

Par  le  mâme  procédé ,  on  trouverait  les  sommations  cor- 
respondantes aux  combinaisons  quatre  à  quatre,  etc.  La 
somme  précédente  peut  senrir  pour  le  calcul  de  la  pile  de 
boulets  triangulaire. 

3*"  On  peut  mener  une  tangente  en  un  point  m  d'une  el- 
lipse, en  joignant  une  extrémité  do  grand  axe  avec  ce  point 
et  prdongeant  cette  ligne  jusqu'à  la  perpendiculaire  élevée  à 
l'autre  extrémité  de  cet  axe.  Le  milieu  de  la  partie  de  la  per- 
pendiculaire comprise  entre  l'extrémité  du  grand  axe  et  ce 
point  de  rencontre  est  un  second  point  de  la  tangente.  (Au 
b'en  d'employer  les  axes,  on  peut  se  servir  des  diamètres 
conjugués ,  et  appliquer  le  procédé  à  l'byperbole  et  à  la  pa- 
rabole.) 

V  Aux  théorèmes  sur  les  diamètres  conjugués,  que  j'ai 
doimés  dans  le  journal  de  M.  Liouville  et  dans  les  Annales , 
et  qui  se  déduisent  d'une  méthode  indiquée  t.  VU ,  p.  120  du 
Journal  de  Mathématiques ,  pour  en  trouver  toutes  ks  pro- 
priétés des  diamètres  conjugués,  on  peut  ajouter lo  suivant: 

«  Soient  deux  points  m\nj^'  conjugués  pris  sur  une  ellipse. 
Oa  mène  en  ces  pcnnts  les  rayons  de  courbure  de  cette  ellipse. 
INH.  Dl  Matbém.  ¥1,  9 
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rayons  Tecteurs  passant  en  ni  ou  ni\  donnent  deux  projec- 
tions dont  la  somme  est  constante.  ' 

h""  Probléwb.  Par  un  foyer  d'une  ellipse  »  mener  deux 
cordes  c  et  d.  faisant  entre  elles  un  angle  donné ,  tfUes  que 

la  somme  inverse  -  +  --r  soit  un  minimum.  Si  l'angle  oom- 
c       d 

pris  par  les  cordes  est  droit ,  cette  somme  sera  constante. 


QUESTION  138  (Voir  t.  Y.  p.  672). 

Vw  parabole  ayant  un  foyer  fixe  touche  constamment  une 
conique  ée  mime  foyen  si  on  mine  parée  foyer  urne  Kgne  qui 
fasse  un  angle  constij^  avec  l'axe  de  la  paraboh,  le  lieu  éê 
poitU  d'interseeUon  de  ceiie  ligne  avec  la  parabeie  variable  est 
une  conchoïde  du  cercle  {limaçon  de  Pascal). 

VAS  M.  TAViraoV  (Foumicr), 
Profesteur. 


Supposons ,  pour  fixer  les  idées ,  que  la  courbe  douée  soit 
une  ellipse.  Soit/  le  foyer  commun  à  celte  ellipse  et  à  la 
parabole  ijig.  Ii2)  Tariable;  g  le  deuxième  foyer.  Soit  A  le 
point  de  contact  de  U  parabole  et  de  l'dlipse  dans  une  posi- 
tion particulière  de  la  parabole  mobile.  Si  nous  joignons  gA, 
cette  droite  sera  parallèle  à  Taxe  de  la  parabole  ;  abaissoosyb 
perpendiculaire  sur  la  tangente  ko  y  et  oi  perpendiculaire  aar 
A^  ;  cette  ligne  6i  sera  la  tangente  m  sommet  de  parabole 
que  l'on  considère.  Doue ,  la  distance^  du  foyer  /  à  celte 

droite  sera  le  ~  du  paramètre  de  la  parabole.  Pour  calculer 

Jï  y  je  joins  oC  par  une  ligne  qui  est  parallèle  a  tn%Jfe4^ 
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la  parabol^Si  donc  j'abaisse /x  perpendiculaire  sar  Go, 

i'aaraiyi?=CLr=Co  —  xC=a—^ccosAgC,  Ainsi  le-  para- 

mètre  de  notre  parabole  ==2(â— ccosA^C).  Soit  maintenant 
Sfg=k  Vangle  constant  qae  doit  faire  la  sécante  avec  Taxe 
variable  de  la  parabole  -,  appelons  cet  angle  a  ;  prenons  /S 
poor  axe  polaire,  et  soit/R  la  position  particulière  de  la 
sécante ,  Tangle  Rmg  sera  égal  à  a  ;  et  l'angle  Age  sera  égal 
à  a — gfK  =  w.  Ainsi  le  paramètre  de  notre  parabole  sera  re- 
présenté par  2(a  ^coos6>).  Si  donc  on  appelle  p  la  distance 
du  point/ au  point  où  la  sécante /R  rencontre  la  parabole, 
on  aura ,  d'après  l'équation  de  la  parabole  en  coordonnées 

polaires  : 

2(a  — ccos») a         ccos») 

^  ""       1  — COSa  rT«  .   ,a' 

sm  -       sm  - 
2  2 

n  est  facile  de  reconnaître  dans  cette  équation  la  courbe  in- 
diquée par  l'énoncé. 

Si  on  considère  le  cas  particulier  où  a  =  ic ,  on  trouvera  : 
p^  a- — ccoso». 
équation  qui  donne  le  lieu  des  sommets  des  paraboles  tangents 
à  une  ellipse  de  même  foyer.  On  peut ,  pour  cette  dernière 
question ,  démontrer  sans  aucun  calcul  que  la  courbe  deman- 
dée est  une  conchoïde  du  cercle.  En  effet,  le  point  t  {fig.  22) 
est  on  point  du  lieu.  Si  nous  prolongeons  ^/jusqu'à  ce  qu'on 
ait  tp  =Co  s=s  a  ;  puis  que  nous  joignions  Cp,  l'angle  p  sera 
droit,  et  le  lieu  du  point/?  sera  un  cercle  décrit  sur /G  comme 
diamètre.  Or,  //i=  a  ;  on  voit  donc  que,  pour  construire  la 
courbe  demandée,  il  suffit  de  mener  du  point/  des  droites 
aux  divers  points  du  cercle  ayant  Cf  pour  diamètre,  et  de 
prolonger  chacune  de  ces  droites  jusqu'à  ce  que  la  distance 
ip  soit  ^ale  à  a ,  construction  qui  donne  bien  la  conchoïde 
du  œrde. 

Noie.  Le  même  problème  a  étéi'ésolu  par  M.  Rispal. 
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NOTE 
»ur  VàUégration  de  l'équoHm  différoUieUe 


A,,  A, , ...  A,  élant  supposés  constants. 


^7 


I.  J. 

Doctour  et  fcienoes,  à  SinAieim ,  pré*  Heidelberg,  en  B«do. 


Supposons  qu'on  ait 

a'^+A.a-'  +  A.*"-«+...+A,^«+A,= 

où  »<+''>+  •••  +'^*  =^^9  on  aura,  d'après  un  théorème  bien 
connu  : 

?W=o,  ?'(«j=o,  <?V.)=o, ^%-0(«j  =  o, 

?(O=0,  t"(aj=0,  yVj«0, y(»^i)  W  =  0,  elC, 

en  désignant  par  f'(a},  (p"(a) les  fonctions  dérivées  de  <p(>). 

En  mettant  y  =  e'^x^ ,  on  aura  en  général  : 

+ +«>1 

pour  t'  "^  r,  et 

...(P— r+-a)ai  j:  + 4-  a/xT 

7 
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pour  i>>  r.  {V. ponr  exemi^  les  le$oas sur  le  calcul  des 
foDCtions,  page  57.) 
Donc  on  aura, /-étant  sonxMé  <n,  oatootaa|das=n: 

(5?  +^'rfï^  +  -  "•"  ^-5^+^-^)"  5S" 

=*'[A,+A„«.+A^«.'+ +  A,.-r..'+  Ai^wi  «.^  + . 

+ +Aa'^-K']+ 

-(-(«-l)A...-.+n«."^-|- 

+  (r-|-l)rA.-^,«r'+ + 

-J-(»_l)(«__8)AA-«+n.(«-l)«.-^  + 

+  ±:^i^,'-3(3...iA...+ + 

-j.r(^-l)(r-9)Aii_K«."-'+ +«.(«-!)  (n--2K"-»] 


+  rat(r-l)...lA»-r+i+/'.(r-l) âA,_r«.  + + 

-hB.(»-i) (»— r+2K*^+ 

+  r.(r— l)...iA»_r  H- (/4-l)r.....2A,^,w,a,+ + 

+  «.  («— 1) («-r-l-l)«.'^= 

l.z 


+<p(0(a.). 


Maintenant  si  Von  a  r      n.— 1,  on  aara 


f(«J=0,  t'(*.)==0,  <p(r)(o^)=sO,  donc,  pour^=«««*j:*'  : 

c'est-à-dire  ^ss«'''*x''  sera  one  iolation  de  f^mrtion  àiffâ* 
rentieUe  proposée.  De  même  Cit^x  ea  sera  une  sdation , 
ii  G  est  une  oonslante  arbitraire. 
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Donc ,  les  soHrtions  de  l'éqnatioa  propotée  s«ront  : 

,c     ,  11,  c     X,  li,e     x' Cii,-ie     x       , 

C'e""*,  C'e'^x,  C'e'^x»  Cn.^,e^  x*'-'. 

C^.-.)  /.»^^  c_(^0  ,«.«^^  c^*-»^  «""x»,  .. .C;;-';  e«'*x"'-' 

OÙ  les  quantités  C  sont  des  constantes  absolument  arbitrai- 
res. Or,  comme  réqoation  proposée  est  linéaire,  la  somme 
de  toutes  ces  solutions  en  sera  aussi  une  solution,  et  cette 
somme  sera  l'intégrale  complète,  vu  qu'elle  renferme 
».+'».+•••+'**='*  constantes  arbitraires.  Donc  Finlégrale 
complète  de  notre  équation  différentielle  est  : 

c"'''  [C,+C,ar+C.:c^+ +C*'~V'"']  + 

+  e^  [Co+A^+C'.x-+ J^^^'J^']  + 

+  ... 

Cette  équation  a  liea,  vaitma  poar  des  valears  imaginaires 

de  a,,  o„ Or,  tiTon  suppose  «,=!7,-f  P.(*=^'  — *)♦ 

fl  faudra  nécessairement  qa'ane  des  autres  quantités  (!«,•..«, 
soit  égale  à  7. — p,t  ;  soit  donc  a.=7,— p^,  on  aura  : 

e""*=c''"*[cos(p^)+»-sin(p^)]  ; 

e«^  =e^[c08(M-*in(P.*)]- 
De  là  on  tirera  en  supposant 

(Cr— CV)»=»r. 
e*^  (C.+C^  + +  C— iX*^')  + 

+•"*  (C',+C>  + +  C».-,»'^')  =r 

=«^  [b.+B.x-|-.....+B«^.x"^']cos(M+ 
+6"*  [D,+  D.X  + +  »W,-.x'^*ls1n  (P.x). 
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On  fm  ksnéiQessiibttîtDtioiM  pour  d'autres  racines  hna- 
ginaires ,  et  ainsi  rintégralc  complète  se  troQyera  dans  la 
plus  grande  généralité  possible.  En  traitant  la  question  de  la 
manière  précédente,  on  n'aura  pas  besoin  de  considérations 
étrangères,  quelquefois  embarrassantes  surtout  pour  leseom*- 
mençants.  (Voyez  par  exemple  Leçons  sur  le  calcul  iniigraL, 
par  Moigno,  leçon  37,  S  ^^')  # 


SUR  LA  DBGOMPOSITIOK 

d€$  fir^ctimu  ruUonmlles^  d'aprêê  M.  Liouvilk  (Journal.de 
Mathématiques,  t.  XI,  p.  462;  1846). 

I.  Soient  : 

Formons  l'étnatf on  F{x)  +  «A  ^  0 ,  on  a  est  un  paramètre 
quelconque,  UMiis  ne  se  trouvant  ni  dans  F(j:),  ni  dansy^x)  ; 
cette  équation  étant  du  degré  n,  désignons  ses  racines  par 
x,j  X, ,..  x^...  x^;  le-  théorème  nevtonien  sur  les  coeffi- 
cients des  équations  donne  : 

j:,4-j:,+  ...ar^==  — ^  — oB. 

Orales  racines  sont  éTidemment  chacune  fonction  de  a  ;  pre- 
nant donc  la  dérivée  de  cette  dernière  équation ,  on  obtient  : 

^   i^  i        ^  =  —  B 
da     ^    doL  dot, 

Le  preniar  u^bre  peut  s'écrire  symboliquement  : 
dx 

c'eit-à^dlre  qu'il  faut  donner  &  Tindice  p  successivement  les 
vdeurs  1 ,  ft,  S  ...  fi,  et  prendre  la  somme  de  ces  valeuirs. 
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On  a  F(x,)  -f  af(x,)  =  o  ;  et  prenant  la  dérivée  par  rap- 
port à  a,  il  vient  i 

où  Vx,f'x  désignent  les  dérivées  de  Far,  et/x,  par  rapport 
à  X, ,  d'où  l'on  tire  : 

dx,  _  f(x,) 

da  ~       F(j:J  +  «/'(x.)- 

dx 
On  a  une  semblable  équation  ponr  --j-N  «t  ainsi  de  saite; 

ajoutant  toutes  ces  équations  membre  à  membre,  et  compa- 
rant ayec  Téquation  trouvée  ci-dessus ,  on  obtient  : 


B: 


/(f^L 


symbole  déjà  expliqué.  ' 

II.  Faisant  «=sO,  on  aB=  z,*'^^;  et  alors  les  ra- 

cinesx.,  Xa...:r^sont  celles  de Féquation  F(j:}  =  0;  mais 
il  ne  faut  pas  qu*unc  racine  de  F(j:)  =  0  annule  F(x).  Ainsi 
Fx  ne  doit  pas  avoir  de  facteurs  égaux. 

III.  Théorème  d'Euler.  SiFona  «=0  et  B=0,/x  n'est  plus 

f{^  ) 
que  du  degré  /i  —  2  ;  alors  s,*v     p  =  o  ;  ainsi  si  Ton  divise 

un  polynôme  du  degré  n^2  par  la  dérivée  d'un  polynôme 
du  degré  n,  et  qu^on  substitue  dans  le  quotient ,  à  la  place 
de  or ,  les  A  racines  du  polynôme  de  degré  n ,  la  somme  dé 
tous  les  résultats  est  nulle  -,  théorème  dû  S  Euler  et  qui  ren- 
ferme toute  la  théorie  de  la  décomposition  é^  fractions  ra- 
tionnelles en  fractions  simples,  comme  on  va  voir. 

IV.  Faisons  For  =  (j:  —  x,)  ffx ,  alors  (fx  est  du  d^ré 
n —  1  et  a  pour  racines  x,,  x^ ...  x^  ;  prenant  la  dérivée  de 
Fo: ,  il  vient  F'x  ^^x+ix-^  x,)  tf'x  ;  et  fx  ^tant  du  àegré 
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ii  —  2 ,  on  peai  appliquer  le  Ihéorème  d'Euler  à  la  fraction 

*^  :  sobstitoant,  à  cet  effet,  dans  t;?- les  racines  de  Fa:=0, 
For  Fx  ' 

la  somme  des  lésnltats  est  nolle.  Donc 

/(■rj  /(a:J  ■         l_/(fJ_  _  « 

d'oiiFonaridentité 

?(-rJ       (^.  —  X.) f'(xj  "^  •'*  X.  —  X,* 
La  fractiw  *^-r-T  est  donc  décomposée  en  ses  fractions  simples 
...  etc.  ;  on  peat  encore  écrire  ce  résultat 


X.  — X,      X,  — X, 

de  cette  manière: 

^       '(^-a:,)ç'(xp' 
Xy  désigne  une  des  n  racines  de  ?x = o ,  et  /x  est  du  degré 
n  —  1  an  pins. 

OftsertMilion.  Cette  méthode  ne  s'étend  pas  au  cas  des  fac- 
teurs multiides.  Celle  qu'on  a  donnée  t.  IV,  p.  295 ,  est  plus 
générale  et  plus  élémentaire. 


SUR  UNB 

CLASSE  D'ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ, 
iQpri$  M.  CaBUfii. 


I.  Nous  ayons  consigné  dans  les  Nouvelles  Annales  (t.  Y, 
p.  î<2)  la  solution  él^anteque  M.  J.  Binet  a  donnée  de  cette 
classe  si  impmrtante  d'équation»  dans  le  Journal  de  Matlié-» 
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mati^iiM  (t.  II ,  jp.  M8) }  elle  est  fondée  mr  le  déoomposi- 
tion  des  fractions  rationnelles.  Le  procédé  de  M.  Cbelini, 
indépendant  de  cette  opération ,  est  plus  rapide  et  pins  élé- 
mentaire. M.  Liouville  était  aussi  parvenu  ag  nidii  procédé 
(Journal  de  Mathématiques,  t«  XI ,  p.  466)« 

II.  Soit  le  système  de  n  équations  du  premier  degré  entre 
les  inconnues  j:,,  x^  •"  ^n' 


^,j  ^.  •••  ^«  sont  dm  quantités  connues  quelconques; 
a, ,  a. ...  a^  sont  oonnucs  et  tnêgales. 

Considérons  les  n  Inconnues  x,...x^  comme  étant  con- 
nues,  et  écrirons  l'équation 

chassant  les  dénominateurs,  elle  sera  une  équation  du  de- 
gré 71  y  ayant  éyideniinent  pour  racines  les  n  quantités 
^.t  ^  •••  ^-  FaisûDS  «,— j:as^,  Féquation  devient  i 

l+fi  +  _^: +  ...—^ =0 

équation  en  j^  degré  n ,  ayant  pour  racines  : 

Chassant  le  dénominateur,  et  prenant  le  dernier  terme  de 
l'équation ,  on  a  la  relation  connue  : 

(a  — Il  J  («,—«.).  ..(«,-^)  =r  (— ir^^tk— «J(«,— «.)...(a^— «0 , 

d'oft  l'on  tire  U  Talenr  4e  x,^  qui  revient  à  ealledeM.  Biael 
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(t.  Y,  p.  165)  i  dmigeast  «.  en  a.»  ^vieevenât  on  a  la  i^s- 
leur  de  or,,  et  ainsi  des  antres. 

IIJ.  Ce  procédé  de  M.  Ghelini  est  assez'  simple  pour 
prendre  désormais  place  dans  led  traités  élémentaires.  Ces 
équations  ont  acquis  une  gprande  célébrité  par  les  beaux  tra- 
vaux de  M.  Lamé  et  les  théorèmes  de  M.  Cbasles  sur  les  sur- 
faces du  second  degré  dîtes  bomofocales.  En  général ,  les 
auteurs  d'éléments  ne  font  pas  assef  attention  au  choix  des 
exemples,  qu'ils  prennent  an  hasard,  sans  autre  but  que 
d'exercer  au  calcul  ;  tandis  que  les  exemples  doivent  être 
diercbés  dans  les  ouvrages  des  grands  maîtres ,  et  préparer 
les  élèves  aux  connaissances  plus  relevées  dans  les  sciences 
mathématiques  et  physico-mathématiques.  Il  est  vrai  que 
quand  nous  nous  mettons  à  écrire  des  Éléments ,  nous^nous 
accordons  de  suite  la  dispense  de  connaître  les  grands  maîtres. 
Tel  médite  un  traité  d'arithmétique  qui  sourirait  de  pitié 
au  conseil  qu'on  lui  donnerait  d'étudier  auparavant  la  théo- 
rie des  nombres  de  Legendre.  n  est  si  commode  d'enseigner 
sans  avoir  besoin  d'apprendre. 


NOTE 
mr  {'«grtkHJm  *■  =  (!— m)"»^  (t.  VI,  p.  82> 

dette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme  : 

faisant =»  - ,  d'où  2=7-1 — >  H  vient  : 

équation  déjà  discutée  (t.  II,  p.  3âi). 
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THÉORÈME  DE  FERMAT 

sur  un  trinôme^  démonstration  de  M.  Lamé^  projet 
de  souscription. 


L'équation  trinôme  z*— or"— jr*s=0,  lorsque  /i  est  un 
nombre  entier  supérieur  à  2 ,  ne  peut  être  résolue  en  nombres 
rationnels  ;  en  d'autres  termes ,  la  surface  représentée  par 
cette  équation  et  ^ous  la  condition  énoncée,  n'a  aucun  point 
ayant  ses  trois  coordonnées  simultanément  rationnelles  ;  pro- 
priété de  l'espace  que  la  géométrie  est  incapable  de  démon- 
trer par  ses  propres  moyens,  et  à  laquelle  les  Grecs  auraient 
attaché  une  immense  importance,  à  en  juger  par  rinterven- 
tion  divine  qu'ils  réclamaient  pour  le  problème  subalterne  de 
la  Duplication  du  cube.  Près  de  deux  siècles  se  sont  écoulés 
depuis  que  le  théorème  a  été  puUié  f).  Les  têtes  mathéma- 
tiques les  plus  fortement  organisées,  et  on  les  rencontre  d'or- 
dinaire dans  le  champ  des  nombres ,  ont  médité  ce  théorème; 
leurs  efforts  n'ont  abouti  qu'à  le  démontrer  assez  péniblement 
pour  le  ternaire  (Euler)  ;  le  quaternaire  (Fermât  et  Euler)  ; 
le  quinaire  (Dirichlet  et  Legendre)  ;  le  septénaire  (Dirichlet 
et  Lamé)  ;  une  démonstration  générale  semblait  désespérée. 
Les  Euler ,  les  Lagrange ,  les  L^endre ,  les  Abel ,  parmi  les 
absents^  Gauss,  hors  rang,  lesGauchy,  les  Jacobi,  les  Poin- 
sot,  les  Lesbeguc,  y  avaient  presque  renoncé;  lorsqu'à  la 
séance  de  l'Académie  des  sciences  de  Paris,  du  i"'  mars  de 
cette  année ,  un  de  ses  membres  est  venu  exposer  une  dé- 


(*)  Aritbmorum  libri  sex,  de  numeris  malttognlis  liber  udqc,  cam  inter- 
prelaUone  et  commenUriic  Glaudii  Baohelîi,  et  observatioDibuB  Pauli  de 
Fermât.  Accessit  Doctrine  analyticoi  inventum  novom  e|)asdem  de  Fermât. 
Tolosc,i8TO,fol. 
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moDstration  géoérale,  d'ane  simplicité  presque  élémen* 
taire  C)  j  eUe  est  fondée  snr  la  théorie  si  importante  des  ra- 
cines complexes  des  éqnatic^Sy  sur  laquelle  les  Nouvelles 
Annales  ont  appelé  depuis  longtemps  l'attention  des  pro- 
fesseurs (t.  II,  p.  527,  et  t.  III,  p.  41  et  145).  L'Ulnstre 
aritbmologue  démontre  rigoureusement  que  la  somme  des 
n}èmB  puissances  de  deux  nombres  complexes  d'une  certaine 
forme,  est  déc<Mnposable  en  n  facteurscomplexes  de  la  même 
forme  (p.  313);  mais  cette  décomposition  n'est-elle  possible 
que  de  cette  manière?  voilà  ce  qui  reste  à  éclaircir.  Mais  déjà 
dans  l'état  actuel,  c'est  une  admirable  invention  qui  ajou- 
tera à  la  gloire  du  pays,  si  le  pays  sait  la  reconnaître.  Mal- 
heureusement les  vérités  abstraites  ne  frappent  pas  Vimagi- 
nationde  la  multitude,  et  leur  découverte,  quelle  qu'en  soit 
la  grandeur,  n'a  point  de  retentissement.  C'est  un  motif  de 
plus  pour  que  les  grands  géomètres,  l'honneur  de  notre  Aca- 
démie.  et  justes  appréciateurs  de  tout  mérite  transcendant, 
s'empressent  de  voter  un  monument  à  leur  illustre  con- 
frère ;  une  médaille  d'or,  offerte  à  l'auteur,  transmettrait 
à  la  postérité  un  témoignage  de  la  reconnaissance  contem- 
poraine. C'est  le  sujet  de  la  lettre  suivante  que  j'ai  adressée 
au  célèbre  rédacteur  du  Journal  des  Mathéma$iques. 

Monsieur  le  Rédacteur ,. 

M.  Lamé  vient  de  présenter  à  rAcadémie  la  démonstra- 
tion du  théorème  de  Fermât.  C'est  la  plus  grande  découverte 
du  siècle ,  dans  le  monde  mathématique.  Car  le  vrai  dyna- 
momètre du  génie  est  placé  dans  la  théorie  ies  nombres. 
C'est  l'opinion  d'Eider ,  homme  qui  s'y  connaissait. 

La  ^oire  d'une  découverte  ne  devient  nationale  que  pour  la 

O  G.  Reodut,  n«  9 ,  (!«  n«n  IMT) ,  p.  Sio;  publiéi  le  0  ma». 
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Dation  qui  sait  l'apprécier.  Ne  bous  laissons  pas  devancer. 
Yotre  joornal  et  son  Bédactenr  oocapent  une  baute  place 
dans  la  science.  Onvrez  une  souscription  qui  penooette  aux 
géomètres  de  tons  pays  d'oQ^  à  votre  illustre  confrère  im 
hommage  d'admiration  et  de  reconnaissance.  Il  vous  appar- 
tient de  fixer  le  mode  et  l'emploi  de  la  sonscription.  YQUîil^z 
acovtar  mon  obole,  et  m'inscrire  pour  qnin^  francs. 

Agréez  les  salutations  de  votre  très-dévoué , 

O.  Tbbqusii. 
a  mais  1147. 


QUESTIONS. 

140.  lEn  projetant  cylindriquemerU  deux  hyperboles  C(m- 
juguée$  sur  un  plan ,  les  projections  sont  des  hyperboles  con- 
juguées,' mais  que  deviennent  les  hyperboles  conjuguées  en 
les  projetant  caniquement  sur  un  pian? 

141.  Soient  A^,  A,^^,  A,^^  ti^is  termes  consécutifs  d'une 
série  récurrente.  Si  Ton  forme  la  série  qui  a  ponr  terme  gé- 
néral A^A,^— A',^^,  elle  est  aussi  récurrente.  (Fourier.  ) 

142.  Un  c6ne  du  second  degré  étant  coupé  par  un  plan 
perpendiculaire  à  un  plan  principal  y  concevons  une  sphère 
concentrique  au  cône  et  touchant  le  plan  coupant  -,  le  plan 
tangent  à  la  sphère,  mené  perpendieulairement  au  plan  {«în- 
eipal,  coupe  ttlni«-eî  anivaat  iMia  droite  dont  la  partie  inter- 
ceptée dans  le  c6ne  est  égale  an  paramètre  de  la  section 
conique.  (JacqueBcrnoidli.) 

143.  Gonnaissaiit  le  centre  et  un  point  d'une  hyperbole 
équlltttère,  trouver  le  Heu  des  sommets  et  le  lieu  des  foyers. 
(Serret.) 
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MÉMOIRE 
sur  la  résohttion  de  deux  équations  à  deuap  inconnues. 

STA»  M.  OS8IAK  BOnBT, 

Répétiteiir  i  TÉoole  polytMbniqua. 

(Sail«.  Vo  jw  Fas«4f»4.) 

$  â.  Démonstraiion  des  deux  lemmes  sur  lesquels  repose  la 
résohUionde  deux  équations  à  deux  inconnues. 

V  Lemme.  Soient  A,  B,  0  trois  fonction$  de  deux  varia- 
bles i.  et  j  vérifiant  la  relation 

(1)    A=:BM-fC, 

liéUmt  aussi  une  fonction  de  xet  de  j^je  dis  que  lessolutions 
du  sjistéme  Ass  o,  BssO  sont  les  mimes  que. celles  du  système 
h=siOj  G=0,  ou  comme  nous  somsnes  concerne  dé  Vémrepowr 

abréger^  qm 

■       tA,B]=[B,q. 

D'abord  il  ç$t  éfideat  40e  si  nskvjsiime  de  ?aleurs  de  x  et 
de>^,  ;rssff,  x^p  eaimlent  A  et  B,  eea  mêmes  valeurs  aimii- 
leroot  B  et  C,  el  fèeiyro^oeme»!  1  ce  qa'il  importe  donc  de 
démontrer,  c'est  40'ue  sointioa  commune  au  dean  sys- 
tèmes ,  a  dans  las  double  mômedisré  de  mnlt^Uciié.  Appe- 
lons ^n,  r9,,..^r  t  les  \si6Wge  de  x  tiiéea  de  l'dqiaatiOD 
B=0,  qui  se  réduisent  à  a  quipd  on  y  fait^=^ ,  si  nous  por- 
tons successivement  ces  valeurs  à  la  place  de  x  dans  la  re- 
lation (1),  il  viendra 

ir=Cr, 

en  appelant  A* ,    Ap ,  . .  .  Ar  ce  qve  éenent  A  fomr 
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j:=^»  ,  jTp ,  ...jTr  ,  et  C» ,  Cp , ...  Cr  ,  ce  que  devient  C 
pour  les  mômes  hypothèses.  De  là  nous  tirons 

A||Â|)...Âr  =Ci»Cp...Cr' 

Or  le  degré  d'infiniment  petit  par  rapport  à^— ^  da  premier 
membre  indique  le  degré  de  multiplicité  de  la  solution 
j:c=a,  y=:p  dans  le  système  A=0,  Bs=0,  et  celui  du  second 
membre  le  degré  de  multiplicité  de  la  même  solution  dans  le 
système  B==0,  C  =0  :  ces  deux  degrés  de  multiplicité  sont 
donc  ^aux. 

â«  Lbmm«.  Tout  système  de  deux  équations  de  la  forme 
ABssO,  G=:0,  peut  être  remplacé  par  les  deux  systèmes  AsQ, 
G=0,  et  B=0,  G=:0;  en  Vautres  termes^ 

[AB,C]  =  [A,  C]+[B,C]. 

Il  est  évident  d'abord  qu'un  système  de  valeurs  de  x  et 
de^,  x=zaL^y=si^^  qui  annulent  ABet  G,  doivent  nécessaire- 
ment annuler  A  et  G,  ou  B  et  C,  et  réciproquement*  Ge  qu'il 
suffit  donc  de  démontrer^  c'est  qu'en  appelant  v ,  v',  v"  les 
degrés  de  multiplicité  respectifs  de  la  solution  j?  s=  a,  ^  =  p 
dans  les  trois  systèmes  (AB=0,  G=0),  (A=0,  G=0),  (B=0, 
G=0),  on  a  toujours  v=v'+v".  Appelons  j^»,  yp ,  ...yr 
les  valeurs  de  x  tirées  de  Féquation  G=aO,  qui  se  réduisent  à 
«  quand  on  y  Cait  y^%  substituons  successivement  ces  ra- 
chuesàlaplace  de  x  dans  A  et  dans  B^-et  soient  An ,  Ap . .  .Ar  , 
B»,  Bp  ...  Br  les  résultats  obtenus;  v  sera  égal  au  degré 
d'infiniment  petit  par  rapport  à^— ^,  du  produit 

A||B|»  Ap  Bp ...  Ar  Br , 

et  v'  et  v"  aux  degrés  d'infiniment  petit  par  rapport  à^— p, 

des  produits 

A»  Ap ...  Ar 

BuBp  ...Br  . 

D'après  cela,  il  est  Uen  évident  que  y=v'-f  v",  comme  il 
fallait  le  démoBtrer. 
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§  3.  Méthode  rigoureuse  pour  ramener  la  résolution  d'un 
système  de  deux  équations  d  deux  inconnues  à  celle  de  plu- 
sieurs systèmes  composés  d'une  éqtMtUm  à  une  inconnue  et 
d^une  équation  à  deux  inconnues. 

Soient  A=:0,  B  =  0  les  deux  équations  proposées.  Appli* 
quonsaux  premiers  meiûbres,  que  nous  supposons  débarrassés 
de  tous  leurs  facteurs  fonctions  de  x  «  fonctions  de  jr  et  fonc- 
tionsde  x  et^,  le  procédé  connu  du  plus  grand  commun  divi* 
seur ;  si  y,  q„q. ...  q^  ct  Rr,  R,r^ ,  R.r.  ...  R^r^, ,  r.  SOnt 
les  quotients  et  les  restes  successifs,  et  c,  c, ,  c. . . .  c^  les  fonc- 
tions de  >"  par  lesquelles  on  a  dû  multiplier  les  dividendes 
pour  obtenir  des  quotients  entiers  par  rapport  à  ^,  nous  au* 
rons  la  suite  des  relations 

*cA=sBj4-  Rr 
c.B=Rî.+  R.r. 


U^R^=  R^^^+r^. 

Or  la  première  relation  nous  donne,  en  vertu  du  premier 

lemme  ($  â% 

[cA,B]=[B,Rr], 

d'où;  ep  vertu  du  second  lemme  ($  S)  :  ] 

[A,B]  +  [c,B]=:[B,R]  +  hB], 

[A,B]«[B^]  +  [r,B]-.[c,Bl5 
de  même  la  seconde  relation  donne  : 

[B,R]«[R,RJ+K,R]-[^oRl. 
la  troisiéflAe  : 

[R,RJ= [R.3J+ [^,R,]  -[^.,R.] , 

Ahk.  t>i  Matiém.  VI.  1^ 
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et  ainsi  de  suite;  enfin  la  dernière  : 

Ajoulant  toutes  ces  égalités  et  supprimant  tes  termes  ocmi- 
muns  aux  deux  membres,  il  vient  : 

[r,  B]  +  [r.,R]  +  [r.,R.]+.,.+K,  R_] 


^^'^^     i-[c,  B]^[c.,R]-[c.,  RJ_,..-[c,,  R_], 

ce  qui  ramène  la  résolntion  du  système  proposé  à  celle  de 
2(n-)-l)  autres  systèmes  composés  chacun  d'une  équation  à 
une  inconnue  et  d'une  équation  à  deux  inconnues.  * 

S  4.  Sin^lification  de  la  méthode  précédetUe.  — Dénumeêrek- 
iion  complète  du  théorème  de  MM.  Làbatie  ei  Sarrug. 

Proposons-nous  de  simplifier  les  résultats  qu'a  fournis  la 
méthode  précédente  9  en  cherchant  à  retrancher  d'une  ma- 
nière générale  et  algébrique  les  solutions  [CyB]f[c,,B]f 
^.>R.]v  .^n^  RnJ  des  solutions  [r,  B],  [r,,R],  [r^  RJ.,. 
...  [r^,  R„-.]-  Reprenons  les  relations  (1)  du  paragraphe 
précédent,  et  pour  simpliBer  le  raisonnement^  supposons-y 
n  ss  /jh,  ce  qui  les  réduira  à 


ic.B=R^,  +  R.r. 
c.R=R,^,  +  R.r. 


(4) 

c,R.=R,7^  +  r,. 
La  première  nous  donnera,  comme  on  l'a  vu  plus  haut  ^ 

[A,B]  =  [B,R]  +  [r,B]-[c,B]. 

Appelons  d  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  r  ^i  ç, 
£^ divisant  exactement  r  etc,  on  aura  (lemme  2)  ; 

[r,B]=[J,B]-|-KB].    [c,  B]=[î,B]+[rf,B], 
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et  par  coaséqiieal ,  e^  substituant  (jjaiis  la  dernière  relation , 

mais  d  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  r et  c»  les 

r      c 
quotients  ^  et  ^  sont  premiers  entre  eux  ;  les  solutions 

l^yBl    sont  donc  distinctes  des  solutions  [^9B|;  cela 

noas  montre  que  ces  dernières  solutions  sont  toutes  oonte- 
naes  dans  [A,  B]  ^  et  qu'en  posant  : 

[A,B]=[^,  b]+[A.,P.], 

m    [AoBJ:F[B,R]-^g,B]. 

Considérons  la  seconde  des  relation^  (1).  Nous  en  lirons 
d'abord  : 

[B,R]=[R,R.]+[r.,ft}«.{c.,B], 

(i'où«  en  appelant  d,'  le  plus  grand  comp^un  diviseur  entre 
r^  et  tf, ,  et  opérant  comme  plus  haut, 

[B,R]=[R,»J+[5^r]-[J,  r]j 

sabstitnons  cette  Talear  de  [B,  R]  &amt  Mgdké  (3),  M 
Tiendra  : 

(3)    [A.,B.]=[R,R.]+[^,r]-[Î,  B]-[^'»]i 

d'     c 
appelons  d,"  le  plos  grand  commun  diriseor  entre  -^  et  -;, 

je  dis  qne  l'on  aura  : 

K',R]=[rf.";B]. 
En  effet,  divisant  les  deax  membres  de  la  première  des  éga- 
lités «}  par  d,  il  vient  ; 
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(a)     -A=BQ+R5, 
oa  Q«2  ^t  entier,  puisque^  et  ^  le  sont;  orrf."  étant  an 
diTiseor  de^,  on  a  (lemme  1  )  : 

K",BQ]=[rf.",R5], 
d'où ,  ^  étant  fHremier  avec  -^  et  par  suite  avec  rf,", 
W",  B]+[rf.",Q]=K',R]. 


d'où 


W",B]-K",R]; 


mais  d'an  antre  oôté,  si  l'on  divise  par  dl  les  deux  mem- 
bres de  la  seconde  des  équations  (1),  ce  qui  donne  : 

(i)     ^B=RQ.+R.  J, 

on  pent  en  déduire  semblablement 

Noos  conclurons  de  là  qne 

K,B]=K%R]; 
donc ,  en  remarquant  que 

[3'»H4--']+"^"''«' 

on  pourra  écrire  la  relation  (3)  sous  la  forme  : 

[A.,  B.1  =  [R,  R.]+  [^,  R]-[53T,  b]-[^»  »]* 

c        c 
cl|commelesdcuxquoticD(s^  el  ^^rsontrunet  l'autre  pre- 
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miers  avec  ^tj^j  ^'^^  résuUc  que  les  solaiioas  f--;,  R  L 

I^TTr»  B  I  8^°^  distinctes  des  solations  I  ^7777'  ^  h  on 

peut  coûdare  qoe  ces  dernières  solations  sont  contennes 
dans  [A, ,  BJ ,  et  qu'en  posant  : 

[A.,B.]=:[^,RJ+[A„B.], 


ona 


ik)   [a„bo=:[r,bj-[^,b]-[|^,rJ. 

Passons  à  la  troisième  des  égalités  (1)  ;  nous  en  tirons  : 

[R,  R.]=[R.,RJ+[r.,  R.]-[c.,  RJ, 

d'où»  en  appelant  dj  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
r.  et  c.,  et  opérant  comme  plus  haut  : 

[R,  R.]=[R.,  R,]+[^,R.]~[^,R.]. 

Substituons  cette  valeur  de  [R,  RJ  dans  la  relation  (4)^  ce 
qui  donne  : 

(5)     [A.,  BO«[R„  KJ+  [^,  R.]-[^..  b] 

et  appdons  <<."  le  plus  grand  comman  diTiteor  entre 
^  et  ^, ,  je  dis  qae  l'on  aora  ■. 

K,R.]=K',R]. 

Eo  effet,  divisant  par  di  les  deux  membres  de  la  seconde  des 
égaUtés  (1),  il  vient  : 

(e)  S^B*=RQ.+R.^. 
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Or  1^/  étaùt  dd  diviseur  de  ^, ,  on  a  : 

tùnc 

paisqae  ~  est  premier  atec  ^,  et  par  suite  atec  d";  done 

d*an  afntfe  e6td,  si  f  on  divise  par  if/  les  den  tiiemlH^  de 
la  troisième  des  égalités  (i)y  ce  qai  donne  : 

ofi  poiirrâ  dff e  4(ie  dj'  étant  on  divisénr  de  -^7 ,  ofi  à  .- 


d'où 


[rf.",R.Q.]  =  [rf.",^;R], 


K,».1^K".R)- 


Nous  condarons  de  là 

[d.",  R.]=K',  RJ  ; 
et  par  oonséqoent ,  en  remarqnant  que 


et 


qae  l'égalité  (5)  peot  se  mettre  sous  la  forme  : 
(6)     [4..BJ=[R„R.]  +  [^,R.]_[2i;;,    b]- 
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Appekwn  encore  </,"'  le  plas  grand  commun  dîvi!ir-ur  mire 

K",R.]=[<",B]. 
Bn  eflM,  entre  H»  deux  égalités 

ÎA=BQ+R^, 

J,B=RQ.+R.4 

déjà  oonridérées,  élimiDons  R$  puis  Tégalité  finale  obte- 
nue, divisons  ses  deux  membres  par  d,'*  plus  grand  com- 

/•         c 
miin  divisear  entre  --^^  et  -3^  il  viendra  : 

a,  a 

^Q.A=BQ'+R.^.^, 

C        f*  r 

OÙ  Q' est  entier,  puisque  ^77»  ^  et  57^77  le  sont.  Mais 

<'''  étant  un  diviseur  de  -^j^ ,  on  {<  : 

W",BQl=[rf/'.R.^5^,]; 
donc 

puisque  ^  et  ^7^,  sont  premiers  avec  -rjr,  et  par  saite  avec 
rf,*";  donc 

D'un  aulie  c6té,  si  l'on  élimine  R  entre  les  deux  égalités 

c  /* 

^-^B  =  RQ,+  R.^, 

c  f* 

^,  R  =  R.Q.+  B.^  ? 
et  que  l'élimination  faite,  on  divise  de  part  et  d'autre  par 
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^. 


<"  plus  grand  comniDn  diviseur  entro  7;  et  ^r  >  U  yieadra  : 


c,     c. 


et  <"'  étant  un  diviseur  de  -jhn^  qui  d'ailleurs  est  premier 


avec 


'jrp  ^*  ;^r7  on  "s^xT^  de  même  que 


K",R.1~W",B1- 

Nous  conclurons  de  là 

K",R.]  =  [rf."',B], 

et  par  conséquent  en  remarquant  que 

et 

que  l'on  peat  écrire  la  relation  (6)  «oas  la  forme  : 

[A.,  BJ  =  [R.,  BJ  +  [^j^„  R.J  -  [2^^.  b]  - 

ce  c 

Actuellement  les  trois  quotionls    -', ,  -^, ,  M^d"'    ^^^ 

premiers  avec  ^  m*  »,f.  ;  donc  ^^s  solutions   j  -^ ,  R,  j 

J^"  R    ,      'Tprpny  ^     s^^'  distinctes  des  solutions 


,  B. 


Gela  nous  montre  que  ces  dernières  solu- 


tions sont  toutes  renfermées  dans  [Â, ,  BJ  ,  et  que  Ton  peut 
par  conséquent  poser 

[Ao  BJ   :^  I  ^/^,/^,;,>  R.  I  -H  [A,,  B,]  ; 
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ce  tpi  donne  : 

(7)  [A.,B,]^[R.,RJ-[^„  b]-[^;r]-[^,  B.]. 

*  Passons  à  la  quatrième  des  relations  (1) ,  nous  en  tirons  : 

[Hm  R.]  =  [Ro  »,]  +  [r„  RJ  -  [c.,  RJ  ; 

d'où  y  en  appelant  d^  le  pins  grand  commun  diviseur  entre 
/*,  et  c, ,  et  opérant  comme  pins  haut , 

[R..RJ  =  [R„RJ  +  [J,R,]_[|„R.]. 

Substituant  cette  valeur  de  [R.,RJ  dans  la  relation  (7),  il 
viendra  : 

-te-«]-&'»]-[i-»-]- 

Appelons  ///'  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  ^  et  ^, 
je  dis  que  Ton  aura  : 

[rfAR,]  =  [<',RJ. 

Il  suffit,  en  effet,  de  considérer  les  deux  égalités  : 
^R  =  R.Q,  +  R,^, 

•^  Ri=  RiQi  +  R3  -4,9 

obtenues  en  divisant  la  troisième  des  égalités  (t)  par  ^/ et 
la  quatrième  par  dj\  et  de  raisonner  sur  elles  comme  on  Ta 
déjà  fait  sur  les  égalités  [a)  et  (b)  ou  sur  les  égalités  (e)  et  (d). 
La  relation 

permet  de  mettre  l'égalité  (8)  sous  la  forme  : 
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(9)    [A„BJ=[R.,R3]+[^„R,]-[5^,b] 

Il  suffit  de  remarqtier  que 

[i- ^]  =  [^"^] +  !*■■■«  • 

Appelons  encore  d^"'  le  plus  grand  commun  diviseur  entfa 
jrj77  et  -p^  i  je  dis  que  Ton  aura  : 

En  effet,  enti«  les  deux  égalités  : 

Ab=rq.+r.^, 

c  r 

éliminons  R, ,  puis,  l'égalité  finale  obtenue ,  divisons  set 

deux  membres  par  d^',  plus  grand  commun  diviseur  entre 

r        c 
-jV^t-^,  il  viendra  : 

C  r      r 

^Q.B  =  RQ/H-R.^^. 

C 

Or  rf/"  étant  un  diviseur  de  jt^,  on  a  : 

done 

.    [<",RQ.']  =  K",R.l, 
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t         r  € 

puisque  -^7  et  -~r,  sont  premiers  avec  yrrm  et  par  suite 
o,        a,  a^  a,  a, 

avec  rf/";  donc 

D'un  autre  cAté^  si  on  élimine  R,  entre  les  daux  égalités 
€  r 

57R  =  R.Q.+  R«"^» 

^  R.= R.Qs + Rj  "jr  > 
et  que 9  rélimiDation  faite,  on  divise  de  part  et  d'autre  par 
dl'  plus  (prand  commun  diviseur  entre  -jV  et  -y ,  (Iiiefidrft  : 

a,        a, 
et  ^,^  étant  un  diviseur  de  -jihrn  Q^î  d'ailleurs  est  premier 

C  c 

*^^  7^7"  et  -jVi  on  trouvera  de  même  : 

Noos  concluTODs  de  là 

et  par  oonséqaent  en  remarquant  qoe 

qoe  l'on  peut  écrire  la  relation  (9)  sons  la  forme: 

(10)  [A.,  BJ=  IR.,  RJ  +[;^^,  R.]-[^,  b] 
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Appelons  enfin  d,^"  le  plus  grand  comman  diTbear  entre 

dî3^'  *'  déé'  ^"  ^'  ^""  *'''"  "^  = 

[rf."",RJ=K"',B]. 
Ponr  le  démontrer,  entre  les  denx  égalités 


éliminons  R,,  puis,  l'égalilé  finale  obtenue,  divisons  ses 
deux  membres  par  d^  plas  grand  commun  diviseor  entre 

c  f* 

dÂ^  et  jrpi  et  par  Q.  »  qui  sera  facteur  à  deux  et  par  suite 
aux  trois  termes,  il  viendra  -. 

dd.''d:"^  ^^'  ^  'd  d;d,"  d:d:'d:"' 

c 
or  rf,""  étant  un  diviseur  de  'yjïî^^n  0*^  *  * 

[dr\  vQn^ydr,  k^  dWdjdj^y 

donc 

et  par  suite  avec  ^Z'"  ;  donc 

D'un  autre  c6té,  si  on  élimine  R  entre  les  deux  égalités 
c  /•       /• 

et  que,  réliminatkm  feite,  on  divise  par  d,*"  pins  grand  corn- 
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mon  diviseur  entre  -—p  et  -n^ ,  et  par  Q,  factenr  com- 
mon  i  too8  les  termes ,  il  viendra  : 

et  tfi/"'  étant  on  diviseor  de  ,,  ,*    ^ ,  qoi  d'ailleors  est  pre- 
mier avec  ^„     -§^»    jîjpj^ ,  on  troovera  de  même  : 

de  li  noDS  conclorons 

K",RJ=K",B], 

et  par  soite ,  en  remarqoant  que 

el 

qoe  Ton  peot  mettre  Végalité  (10)  soos  la  forme  : 

c  c  c 

ActoeÙement  les  quatre  quotieots  ^,    jg77.    ji^ljm* 

c  /* 

ÎWdJ'd,""  «>«>*PW™*«"  «▼««  d'd"i"dj"'  '  "**  «®*n*'®n» 

sont  donc  distinctes  des  solnlîons  jv,  „■/,„■■';„,,  B,  j,  donc 
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ces  dernières  solalions  sont  toutes  renfermées  dans  [A,,  BJ  ; 
posant  dès  lors  : 

on  aura  : 
(11)    [A4,  BJ=[R.,  RJ—   ;^jïïjp7jvff^  bJ 

{La  fin  procha!$iement  ) 


DEMONSTRATION 
d^unthéùrèmedeM.  Ghisles^  sur  ksrayons'veeteurideieûniquei. 

(Quesilon  d'examen ,  voir  t.  V,  p.  702.) 


Quand  deux  courbes  du  second  degr4  ont  un  foyer  eomnfun , 
it  Fon  mine  de  ce  point  deu^  rayons  vec^rs  aux  extrémités 
dCun  diamètre  quelconque  de  F  une  des  courbes,  la  somme  ou  la 
différence  de  ces  rayons  divisés  respectivement  par  les  rayons 
de  la  second^  courbe,  dirigés  suivant  les  mêmes  droites  que  les 
premiers ,  est  constante, 

1 .  Je  supposerai ,  d'atM)rd ,  (f^e  la  première  çoi^rbe  ^st  une 

ellipse.  Je  nommerai  âa  son  ^and  ax^;  9c  la  distance  de  ses 

c 
deux  foyers  F,  F'  {fig.  23)  ;  e  le  rapport  -  ;  r,  r'  les  rayons 

veoieurs  F^,  Fd,  menés  du  foyer  F  aux  extrémités  d^  d 
d'un  diamètre  quelconque  dQÊd!  de  Tellipse. 

Le  quadrilatère  F/fF'tf  étant  évidemment  un  parallélo- 
gramme, on  a ,  pour  toutes  les  directions  données  an  dia- 
mètre dZd  : 

Frf  +  Frf'=xFrf  +  Fy,    ou    r  +  r'  =  2tf.      (I) 
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Soient  FD,  FD',  ou  R,  R',  les  rayons  recteurs  de  la  se- 
conde courbe ,  dirigés  suivant  ¥d^  Fd'  ;  et  GG'  la  directrice 
correspondanle  au  foyer  F.  La  direction  de  l'axe  focal  de 
cette  courbe  s'obtiendra  en  abaissant  du  foyer  F  une  per- 
pendiculaire FN  sur  la  directrice  GG'. 

Je  prends  pour  axe  des  abscisses  positives  le  prolongement 
FX  de  la  perpendiculaire  NF,  et  je  place  au  point  F  Fori- 
gîne  des  coordonnées  ;  Taxe  des  ^  sera  la  droite  FY  perpen- 
diculaire sur  FX. 

En  désignant  par  §  Tangle  F'FX ,  l'abscisse  CM  du  centre 
C  de  l'ellipse  sera  FC  x  cos^,  ou  ccos^;  et  si  jr,  x'  repré- 
sentent  les  abscisses  des  extrémités  d,  d^  du  diamètre  dM^ 
on  aura ,  quelle  que  soit  la  direction  de  ce  diamètre  .- 

x  -|-  j:'  =  2c .  cos^.  (3) 

Actuellement,  je  nomme  : 

é  le  rapport  invariable  des  distances  DF^  DG  d'un  point 
quelconque  de  la  seconde  courbe  au  foyer  F,  et  à  I4  direc- 
trice correspondaïUe  ; 

p  le  demi-paramètre ,  ou  l'ordonnée  correspondante  a^i 
foyer,  qui  est  évidemment  égale  au  produit  FM  x  e*  ; 

X,  X',  les  abscisses  des  extrémités  D ,  D' des  rayons  R,  &'. 

Et  je  distingue  deux  cas  :  la  seconde  courbe  est  une  ellipse 
ou  une  parabole,  ou  bien  une  hyperbole. 

2.  Lorsque  la  seconde  courbe  est  une  ellipse  ou  une  para- 
bole, les  trois  points  D,  D\  F  sont  toujours  situés  d'un 
même  côté  de  la  directrice  GG'.  Et,  suivant  que  l'abscisse 
du  point  D  sera  positive  ou  négative,  on  aura ,  en  abaissant 
de  ce  point  une  perpendiculaire  DH  sur  l'axe  des  y,  qui 
rencontre  en  G  la  directrice  : 

FD=tDGX6'=(DH  +  FNy, 
ou  FD  =  DGxe'==(FN  — DH)ir\ 
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ce  qui  donne,  dans  les  deux  hypothèses,  en  tenant  compte 
du  signe  de  X  : 

R=/+eTL.  (3) 

Orna  de  ménle  :  R'=p'+  cTC'.  (♦) 

Les  valeurs  de  R,  R',  déterminées  par  les  formules  (3)  et  (4), 

sont  nécessairement  positives. 

De  plus,  les  triangles  semblables  Fdh^  FDH  donnent 

Fd       Fh 

•==:  s=  =rr.  Lorsque  les  rayons  F^,  FD  ou  r,  R,  sont  dirigés 

rJJ       tii 

dans  le  même  sens,  les  abscisses  or,  X,  des  points  <^,  D  ont 

Fh 
le  même  signe ,  et  Ton  peut  substituer  au  rapport  =^  celai 

FH 

des  abscisses  x,  X.  Alors,  l'égalité  précédente  devient  ^ 

(5)        ^  =  ~  ;  on  trouve  de  même  ^ = ^r         W 

Au  moyen  de  ces  relations  ^  il  est  facile  de  démontrer  le 
théorème  énoncé. 
En  effet,  remplacez  dans  l'équation  (3)  X  par  sa  valear 

—  déduite  de  Téquation  (5) ,  il  en  résultera  successivement  : 
/• 

^'Rj:  r      /••— e'j: 

R=/,'+-_,     Rr=pV+e'Rar;    5=  "y—     (7) 

Par  on  calcul  entièrement  semblable,  les  équations  {Vj  et 
(6)  donnent  : 

R'=-7-  (») 

On  a  donc   ^  +  «,  =«  — ' — ' — ? ^-~f  ou  parce  que 

r-l-r'ssaa,  et  jî  +  o/  s2c.  cos^  : 

r    ,    r        2tf— 2e'c.cos^      2a  ,^         ,         .      ^ 
R  +  R'= P =p.(i-«e'.co.f)  W 
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Cette  dernière  égalité  démontre  qae  la  somme  des  rapports 

r      i^  / 

-,  ^  est  nne  quantité  constante. 

Remarqiu.  Si  les  rayons  R^  R',  étaient  dirigés  en  sens 
contraires  de  r,  r',  les  abscisses  X,  X\  auraient  des  signes 
diflérentfl  de  ceux  des  abscisses  x^x'.  Alors,  les  équations 

/*  X        T  Jc' 

(5) et (6) deviennent  g==— v>  nî=""vrî  ^^  ^^  déduit 
X  = ,  X'  = -y-,  et  il  faut  remplacer  x,  a/,  par 

r  r 

—  X,  —x\  dans  le  calcnl  qui  a  conduit  aux  relations  (7)  et 
(8).  Cette  substitutioif  donne  : 

r      r-A-elx     r       r'+e'ar' 

g==— 7— ,  g;=     '        ,  et  par  suite: 

r        i^       2a+2e'c.C0S^      2a  , 

5  +  ^= =— ; =  -|-(1+ce'cos^);   (10) 

de  sorte  que  si  Ton  désigne  par  R. ,  R.'  les  rayons  vecteurs 
de  la  seconde  courbe,  dirigés  en  sens  contraires  des  rayons  r, 
f'^  de  la  première,  on  aura  constamment  : 

r       t^       r         r'       4a 

r+r^+r;^r7^7' 

3.  Supposons 9  maintenant,  que  la  seconde  courbe  est  une 
hyperbole  (Asf.S4). 

Lorsque  l'extrémité  du  rayon  vecteur  FD  ou  R  appartien- 
dra à  la  branche  DM'D'  dont  tons  les  points  sont  situés ,  par 
rapport  à  la  directrice  GG/,  du  même  côté  que  le  foyer  F 
commun  aux  deux  courbes ,  on  aura  toujours  : 

R=p'  +  c'X|  (3) 

elparoonséquentx 


ou 


r r  -j-  e'x 


R  y      '  R  p' 

Aasi.  »i  UATitH.  VI.  1 1 
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soivaot  que  r,  R  seront  dirigés  dans  le  même  sens  ou  en  seu 
contraires. 

Mais  si  le  rayon  considéré  est  la  droite  FM  dont  l'extré- 
mité appartient  à  la  seconde  branche  de  Thyperbole»  la  ya- 
leur  absolue  de  R  sera  donnée  par  la  formule  R=— (/?'-{-e^), 
comme  il  est  facile  de  le  voir,  en  abaissant  du  point  M  une 
perpendiculaire  MG'  sur  la  directrice.  Alors  on  a  : 

suivant  que  r  et  R  ont  la  même  direction  ou  des  directions 
opposées. 

Enfin,  lorsque  Fd  ou  r  coïncide  avec  l'une  des  deux 
droites  Fb,  Fa,  menées  par  le  foyer  F  parallèlement  aux 
asymptotes  à  la  branche  DD'  de  Thyperbole,  on  a  R=  oo  , 

et  ^=0. 

Gela  posé ,  menons  une  droite  du  point  b  au  centre  G  de 
rellipse ,  que  hous  supposons  situé  dans  l'angle  bFa  ; 
Textrémité  b'  du  diamètre  bCb'  peut  avoir  trois  positions 
différentes  :  ce  point  sera  extérieur  ou  intérieur  à  l'angle 
bFa  {figures  24  et  25),  ou  bien  il  coïncidera  avec  le  point 
a  {fig.  26). 

l"*  Le  point  b'  étant  {fig.  24}  hors  de  l'angle  bFa  ;  quelle 
que  soit  la  direction  donnée  au  diamètre  de  l'ellipse ,  les 
rayons  yecteurs  r,  r',  menés  aux  extrémités  du  diamètre, 
ne  pourront  être  situés ,  tous  deux ,  dans  l'intérieur  de 
l'angle  bFa. 

Si  les  rajons  r,  r\  ont  les  directions  F^,  F*^',  extérieures 
à  bFa,  les  droites  Frf,  Fif,  prolongées,  s'il  est  nécessaire, 
rencontreront  la  preuHère  branche  de  Thyperbole  en  des 
points  D,D',  et  on  aura  : 

r^_Fd      r-^éjc     r'        Fd      r'^^x' 

h"^fd' 
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ppr  conséquent: 

R+R'= — y — =7(<— '««*)• 

Si  l'un  des  rayons  Fm ,  ou  r,  est  dans  l'angle  bFa^  l'autre 
Tm\  on  /^«  sera  hors  de  cet  angle;  dans  ce  cas,  prolongez  la 
droite  mF  jusqu'à  ce  qu'eUe  rencontre  la  seconde  branche  de 
l'hyperbole  en  un  point  M.  D  en  résultera  : 

r      Fm (r — ex) 

F^      Pm'     r'—e'x' 


I>'ailleur8, 


■pM'" 


» 


^~  "  îr-R=* -P =^(l-ee'cas^). 

/• 
Enfin,  lorsque  r,  r',  sont  Ffr,  F6'^  on  a  ~  =  0,    et 

li 

Mais  r'— «'x'=9Sa— âe'cGos^.   En  eilst,  -,  représentant 


le  coaiflDS  de  Tangle  6PX ,  que  l'oM  des  asymptotes  de 

l'hybarbole  bat  afec  l'axe  focal  de  cette  covrbe,  TabsoîMe 

1  r 

X  du  point  b  est  égale  à  Fi  X  -7,  donc  j:=-7,  ou  e'x=sr. 

a  a 

Ooa  deflos  (SlfPag^lM,  IM), 

r'=2a — r,  x^=2ccos9-^Xi 
ces  éqnaUoas  donnent  immédiatement  : 

/'— c'jc'= 2a — 2e'c .  cos^. 
Ainsi  : 

/      2a— 2e'c.C0S^     2a 

-.- «j =^(l-eecos*). 

T  Quand  le  point  1/  est  dans  Fangle  ^Fa  (fig.  :2ô),  les 
rayons  TecCenrs  r,  ;^,  peofent  être  dirigés  sniiianl  des  droites 
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Fut,  Fm'y  intérieares  à  cet  ang^Ie.  Ces  rayons  prolongés  res- 
oontreront  la  seconde  branche  de  Thyperbole  en  des  pdnto 
M,  M',  et  on  aura  : 

^_F/»_      /r— «'orX      '^  _.F^         ftzZÙ^\ 


d'où 


r   ,V      âe'ccos^-âtf      2a,    .       .      ^, 


Si  Ton  des  rayons  r,  on  F<2,  est  intérieur,  et  l'antre ,  Yiy 
extérieur  à  l'angle  ^Fa,  en  prolongeant  le  premier  jusqu'à 
la  rencontre  de  la  seconde  branche  de  l'hyperbole,  il  eo 
résultera  : 

R""FD""      V     p'      y    R'""Fn?  fl     \ 

r      f'      ^e'ccosd — 2â 
etparsuite:      p;— g7= r? • 

Enfin  en  donnant  aux  rayons  r»  X,  les  directions  FA,  Yh\ 

r^      2e'c.cos^— 2a      r      ^ 
OOlrOUVe:        g;= p ,     g=0. 

3*  Lorsque  les  points'  6,  a,  sont  les  extrémités  d'un  dia- 
mètre de  l'ellipse  (/ijr.  26),  les  rayons  Tecteurs  r,  r^,  menés  da 
foyer  aux  extrémités  d'un  autre  diamètre,  seront  toujours  : 
l'un,  Fi/,  extérieur,  et  l'autre^  F<f ,  intérieur  à  l'angle  bYa, 
On  prolongera  F^'  jusqu'à  la  seconde  branche  de  l'hyperbole 
en  D',  et  on  aura  : 


d'oo 


ff^'FD'""     \    p'     )'     R""FD"~    /     ' 


2a— 2e'^cos^      2a  ,^ 

s——-——  =  —,  (I— eé'cos  J). 


R     R' 


Mais  2a — ^'cco^S  ==  0.  En  effet ,  -7  représentant  le  cosî- 
nusde  Tangleque  les  asymptotesde  l'hyperbole  font  avec  l'axe 
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FX  de  la  courbe ,  la  somme  des  abscisses  des  points  b^  a,  est 

égale  à -, —  =  -7-  D'ailleurs  la  somme  des  mêmes  ab- 

e  e 

scisses  est  2c.cos<^;  on  a  donc  -^=:2c.co8^^ 

00  2<2— 2c'c.oo8^=0. 

r       r' 
Par  conséquent ,  on  aura  constamment  ^ — n,=  0.  Ce 

R      R 

qoi  donne  la  proportion  : 

Frf:F^::FD:FD'. 

On  pourrait  encore  supposer  que  le  centre  C  de  l'ellipse 

est  situé  hors  de  Tangle  bFa ,  ou  sur  Tun  des  côtés  de  cet 

angle ,  mais  l'examen  de  ces  deux  cas  ne  donnerait  lieu  à 

aucune  (Aservation  nouvelle.  D'après  ce  qni  précède,  il 

sera  toujours  facile  de  voir  dans  quels  sens  on  doit  prendre 

les  rayons  R,  R'  pour  que  la  somme  ou  la  difiérence  des  rap- 

r     H 
P^^^^  d9  tt7  9  ^^^  constante,  pour  toutes  les  directions 
R     R 

données  au  diamètre  de  Teilipse. 

4.  Il  reste  à  démontrer  le  théorème^  dans  l'hypothèse  où  la 
jHremière  courbe  est  une  hyperbole  {fig.  27). 

En  conserrant  la  notation  adoptée  ($  1,  pages  150  et  151), 
et  disposant  les  axes  des  coordonnées  de  la  même  manière, 
on  aura  évidemment  : 

r— r'=Frf—Frf'=r2a....  (I),  et  x+a:'=2.c.cos*....  (8). 

Si  la  seconde  courbe  est  une  ellipse  ou  une  parabole,  la 

valeur  absolue  du  rapport  ^  sera  donnée  par  l'une  ou  l'autre 

R 

des  formules  : 

^«  ...(3),ou-c=-:^...(4), 
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SBivaat  qœ  R  et  r  mtodI  dirigés  dans  le  même  sans,  ou  en 
sens  contraires  (  §  2 ,  page  151)  ;  et  de  même  : 

_=_^....(5),oug,=  -:t_....(6). 

£n  retranchant  Téquation  (6)  de  l'équation  (3) ,  membre 
à  membre ,  il  vient  : 

d'où    : 

if-R'= ? =  yii-e^^i) (7), 

et  si  Ton  retranche  Téqaation  (5)  de  (4),  il  en  résulte  : 

~^,=y(1+ee^co9^) (8). 

Dans  chacune  des  relations  (7)  et  (8),  r  représente  le  ^os 
grand  des  deux  rayons  vecteurs  menés  du  foyer  F  auK  es^ 
trémités  d'un  diamètre  de  l'hyperbole.  La  première  de  ces 
deux  formules,  (7),  convient  au  cas  où  R,  r,  ont  la  même 
direction,  et  R',  r^,  des  directions  opposées.  Dans  la  seconda, 
(8),  00  suppose,  au  contraire,  les  rayons  R,  r,  en  pro- 
longement l'un  de  l'autre,  et  r'*  R',  dirigés  danslemAnift 
sens. 

Remarque.  Si  R, ,  R'. ,  représentent  des  rayons  de  sens 
contraires  à  r,  r\  on  aura  : 

r''r^^r;*'r?^7' 

Lorsque  la  seconde  courbe  considérée  est  aussi  ntte  hy- 
perbole ,  on  trouve  encore ,  au  moyen  des  formules  établies 
(  N.  3 ,  page  153) ,  que  la  somme  ou  la  différence  des  rayons 
Ty  r')  divisés  respectivement  par.  les  rayons  de  la  secondé 
courbe ,  dirigés  suivant  les  mêmes  droites  que  les  premiers , 
est  constante.  6. 
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CONCOURS  DE  MATHEMATIQUES  SPÉCIALES,  1846. 

VAa  M.  DHOnSTS  , 

Éléte  à  l'École  de  la  Flèche  (*). 


ÉtatU  donnée  une  ellipse ,  si  on  lui  circonscrit  des  rectangles 
tels  que  ABCD,  on  sait  que  tous  les  sommets  sont  situés  sur  un 
même  cercle  concentriqi^  à  Vellipse  (  Gg,  29  ). 

Cela  étant  admis,  des  points  de  contact  N  et  Q  de  den 
côtés  opposés  du  rectangle,  on  mène  deax  droites  au  point 
de  contact  M,  de  Fan  des  deux  autres  côtés,  l'on  demande 
de  prouver  V  que  ces  deux  droites  MN,  MQsont  également 
ittcUoées  sur  le  côté  AB  ;  â""  que  leur  somme  MN  et  MQ  est 
constante;  V  que  les  côtés  MN,  MQ  enveloppent  une  ellipse 
confocale  à  la  première. 

Les  tangentes  BD,  AC  étant  parallèles,  la  ligne  NQ  est 
on  diamètre*,  les  cordes  NM,  MQ  sont  des  cordes  supplc- 
mentaires,  donc  elles  sont  parallèles  à  un  système  de  dia- 
mètres conjugués ,  c'est-à-dire  que  si  par  le  centre  0  onleur 
mène  des  parallèles,  ces  droites  formeront  un  système  de 
diamètres  conjugués.  Mais  on  sait  encore  que  si  aux  points 
M  et  N  on  mène  des  tangentes  à  Tellipse^  elles  concourent 
en  on  point  B  du  conjugué  de  MN,  donc  OB  et  OA  sont 
respectivement  parallèlos  à  MQ  et  MN.  Or,  A  et  B  sont  sur 
une  circonférence  ayant  pour  centre  O,  donc  OA=:OB;  les 
angles  OBA ,  OAB  sont  égaux  ;  mais  à  cause  des  parallèles , 
QMA=OBA;  NMB=OAB  donc  V  QMA=NMB.  On  sait 

(*)  Apjoard'hai  élère  à  l'École  polytechnique. 


• 


• 
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aussi  que  les  deux  points  A,  P  sont  rédproqnes  ainsi  qoe 

R  et  B;  donc  OA .  OP=A*  quarré  da  diamètre  compté  sur 

«  «  cette  direction  ;  OB .  OR=:B*  quarré  du  diamètre  conjngaé; 

OA  =  OB,   OP  +  OR  =  i  {MN  +  MQ)  =  i^^-';   or, 

A*4-B*  est  égale  à  la  somme  des  qaarrés  des  demi-axes  de 
l'ellipse  a,  b  et  le  rayon  0A'=l/^a*+6',  donc  (2«) 


MN-f  NQ=2  ya*+b*=  le  diamètre  du  cercle  OA. 

Soient  a,  p  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  da 
cercle  par  rapport  aux  axes  principanx. 

L'équation  de  la  corde  de  contact  des  tangentes  menées 
par  ce  point  est 

(1  )     a*py  -f.  b^ajc  =  a^b*  (2)  a* + ?• =û«  +  ^V 

On  demande  l'enveloppe  de  cette  droite. 

D'après  la  théorie  générale,  j'aurai  (en  désignant  par  p'  la 
dérivée  de  ^  en  a)  à  éliminer  se,  p,  ^'  entre  les  équations  (I), 
(2),  (3),  (4). 

(^)a*^'y  +  b^x  =  0      (4)a+p'p  =  0    d'où    f/  =  -^, 

P 

(3)  à^»y  —  y^px  =  0. ,      a  =:  —5—  substituant  dans  (1)  :  il 

i*  jr 

vient 


substituant  dans  (2),  il  vient  pour  équation  du  lien 

a"i<y  +  ft*a*a"  =  (a"  +  6")  (aV  +  Mx* )• 

ou  bien  mettant  en  dehors  a^y^  -{-  b^x^  facteur  commun  qui 
donne  pour  solution  le  centre  :rss  0,^=::0,  il  restera  • 

^«v«4-Wx«  = — 
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fUifte  conoentriqoe  à  k  première.  Les  ânes  A»  B  de  eette 
ellipse  ont  pour  carrés  : 

donc  ces  deax  ellipses  sont  confocales. 

Yoici  quelques  mots  de  là  théorie  des  enveloppes  qui  snf- 
fisent  pour  justifier  les  équations  que  j'ai  employées. 

Soit  F(x,x*  a)=0  Téquation  d'une  courbe  plane  dans 
laquelle  a  est  une  variable;  on  demande  le  lieu  des  inter- 
sections successives  de  cette  courbe,  le  donne  à  4  une  va- 
leur infiniment  voisine  a  -)-  ^  »  et  j'ai  ane  seconde  courbe 
F(x^Xy  û  +  A)  =  0  qui  donne  des  intersections  avec  la  pre- 
mière :  on  demande  ce  qu'elles  deviennent  quand  h  converge 
vers  0. 

F(a  +  A)===Ftf  +  AP'/x+-^F''a  +  ===0,orFtf==Odonc 
rPa+--^F'a4.T=:0;  àlal!miteA=;rO,  doncFa==rO. 

Il  faut  donc  éliminer  a  entre  Fa  =  0  et  F'a  =s  0  et  on  a 
l'équation  en  jt,  ^.  S'il  y  a  plus  d^une  variable,  comme  dans 
l'exemple  ciniessus ,  on  peut  supposer  que  toutes  ces  va- 
riables dépendent  de  Tune  d'elles,  d'après  les  conditions  de 
renoncé^  et  qu'on  les  ait  remplacées  par  ces  valeurs,  alors  il 
n'y  aura  plus  qu'une  variable,  et  on  pourra  appliquer  la 
règle  précédente.   . 

Concours  d'élémentaires^  1846. 

Etant  donné,  dans  un  plan ,  un  cercle  et  une  droite  AB  qui 
ne  rencontre  pas  le  cercle  ;  de  chaque  point  M  de  la  droite, 
on  mène  deux  tangentes  au  cercle,  et  on  joint  les  points  de 
contact  par  une  corde  qui ,  prolongée,  va  rencontrer  AB  en 
un  point  M'.  On  a  donc  pour  chaque  point  M  un  segment  MU: 
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OB  demande  s'rl  y  a  dans  le  plan  un  poM  O  d'oà  Ton  rote 
sous  un  angle  droit  tons  ces  segments  :  oo  demande  ensoite 
s'il  y  en  a  hors  du  plan  et  enfin  s'il  y  en  aura  quand  la  droite 
rencontre  le  cercle  (fig.  30). 

D'abord ,  si  un  tel  point  existe ,  il  est  sur  la  ligne  GP 
perpendiculaire  à  ABj  car  cette  droite  divise  le  cercle 
et  A  B  en  parties  qui  jouissent  absolument  des  mêmes  pro- 
priétés O. 

Soit  M  un  point  de  AB  je  fois  les  constructions  indiquées  : 
soit  0  le  point  cherché ,  l'angle  MOM'  étant  supposé  droit ,  le 
triangle  rectangle  de  même  nom  donnera  OP''  =  MP .  PM'« 

Les  triangles  rectangles  MCP,  DPM'  semblables  donneroot 
MP:  CP  ::  DP:  PM;  donc  MP.PM'«CP.DP=aOP«. 

Or,  D  est  le  pèle  de  la  droite  AB  ;  donc  GP .  DP = GP— 
GQ*=  quantité  constante;  donc  PO  est  constant  et  le  point  O 
est  fixe.  Si  PO  tourne  autour  de  AB  comme  axe ,  le  point  0 
décrit  une  circonférence,  telle  que  de  chacune  de  ses  points , 
on  voit  le  segment  MM'  sous  un  angle  droit. 

Si  la  droite  AB  coupe  le  cercle  GP' — GQ*  devient  négatif 
et  PO  devient  imaginaire  (/i$r.  SI  ]. 


DEMONSTRATION 

fun  êêcand  théorème  de  M.  Graslbs  sur  Its  rayons  t)eckur9 
et  les  polaires  des  coniqties. 


TfléoRftMK.  Étant  donné  un  point  dans  le  plan  d'une  co- 
nique avec  sa  polaire  par  rapport  à  cette  conique,  si  l'on 
mène  par  le  point  une  corde  quelconque,  et  des  rayons  vcc- 

(')  Cela  n'est  pas  eiact,  11  peut  y  avoir  plusieurs  poinU  sjmétriqifemcnt  placés 
par  rapport  à  CP. 
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tours  du  même  fojer  aux  extrémités  de  la  corde  ^  la  somme 
algébrique  que  l'on  obtient  en  divisant  chaqae  rayon  yecteur 
respectfvement  par  la  distance  de  l'extrémité  de  la  cordé  à 
la  polaire  est  constante. 

DimoMtrtUUm.  {Pig.  28).  Soit,  pour  fixer  les  idées,  une 
ellipse  MNK  ;  O  un  point  fixe  ;  MON  une  corde  quelconque  ; 
M'N'  la  polaire  ;  MM',  0(y,  NN'  des  perpendiculaires  abais- 
sées sur  la  polaire  -,  M''N"uAe  droite  quelconque,  non  paral- 
lèle h  la  polaire  el  la  coupant  en  V  $  MM'',  00%  MM''  des  per- 
pendiculaires abaissées  snr  la  droite  quelconque. 

Par  I ,  point  de  rencontre  de  la  corde  et  de  la  polaire ,  me- 
nons une  parallèle  IPQR  à  la  droite  M"M".  Les  quatre  points 
I,  M,  O,  M,  d'après  une  propriété  connue,  sont  disposés 
harmoniquement  ;  c'est-à-dire ,  10  est  une  moyenne  harmo- 
nique entre  IM  et  IN;  donc  aussi  OO'  est  une^noyenne  har- 
monique entre  MM'  et  NN'.  On  a  donc  : 

MM'^NN'      00"  ^' 

dcplos, 

MM'  ~  MM'  +  MM'  '  NJN'  ~  NN'  +  NN'  ' 
ajoutant 

MM"  ,  NN"     200  ,  2Q0"     2.00' 

mm^+nF  °ôê7+  oo'  =  oa  =i°"'^<'^  «>•«•*«'»«• 

Si  la  droite  quelconque  est  une  directrice,  MM"  et  NN" 
peuvent  être  remplacés  par  les  rayons  vecteurs  correspon- 
dants ;  donc  le  théorème  est  démontré. 

Obierv(Uion$. 

I.  La  som.lie  est  algébrique  ^  selon  h  position  des  perpen- 
diculaires par  rapport  aux  droites ,  cette  somme  peut  devenir 
une  différence. 
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II .  iMsqae  la  corde  MN  ou  la  droite  NW  est  parallèle  à 
la  polaire,  il  faut  un  antre  moyen  de  démonstration,  qui  est 
d*nne  facilité  intuitive. 

III.  Le  même  théorème  et  le  même  moyen  démonstratif 
subsistent  pour  une  surface  du  second  degré  de  révolution  ; 
la  polaire  et  la  droite  quelconque  sont  remplacées  par  le  plan 
polaire  et  un  plan  quelconque. 

lY .  Lorsque  la  droite  YN''  passe  par  le  point  O ,  al<Nrs  00" 
est  nul,  MM"  et  NN"deviennent  proportionnels  à  OM  et  ON, 
et  Ton  a  ce  théorème  : 

Si  par  un  point  pris  dans  le  plan  d*une  conique ,  on  mène 
une  corde,  la  distance  d'une  extrémité  de  la  corde  au  point, 
divisée  par  sa  distance  à  la  polaire  du  point ,  est  égale  an  quo- 
tient analogue  pour  l'autre  extrémité  de  la  corde  {*). 

Y.  Deux  droites  dans  un  plan  représentent  une  conique  ; . 
en  y  appliquant  le  théorème,  on  obtient  une  propriété  de 
géométrie  élémentaire.  Tm. 


PROBLEME 

mr  les  directrices  dans  les  coniques. 


Problème.  Étant  donnée  Téqualion  générale  d'une  conique, 
dans  son  plan,  l'angle  des  axes  étant  quelconque,  quelles 
sont  les  relations  entre  les  coeflBcients,  lorsque  l'un  des  axes 
est  une  directrice? 

Solution.  Soit  A^+  hxy + Ca^+^y  +  Ea:+F  =  0  l'é- 
quation de  la  conique  ;  7  l'angle  des  axes.  Supposons  que  l'axe 

{")  Facile  A  démontrer  direoement. 
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des^  soit  aoe  directrice  ;  a/  et  y  étaat  les  coordonnées  du 
foyer,  pôle  de  cet  axe ,  on  a  : 

^  =  p    y  =  -j(t.II,p.305); 

où      /slf— 4AF;  «=2AE— BD;  n«DE— 3BF. 

TranspcNTtons  l'origine  an  foyer,  sans  changer  la  direction  des 
axes,  l'éqnation  de  la  courbe  devient  : 

*'(V+B^+Cj?')+*r(-2An+B/+D*)+Ax(aC/-B«+Ei)+ 
+An*—îinl+CP—Onk+Elk  +  Ek'  =  0  ; 

oabien, en  vertu  des  relations  d'identité  : 

i'(Ar'+Bxr+C:c')+2JaJx+L/=0(t.  IV,  p.  425); 
où  L  est  la  fonction  prindpale,  savoir  : 

L  =B  AE"—  BDE+ €»'+  F(B'— 4AC). 
L'origine  étant  au  foyer,  on  a  : 

-2B*-L/  =  -4A*-L/co.7  )  ^*-  "'P*  *^'  '"^^^ 

d'où  L = /  (G  —  A)  ;  B  =  2A  cosy.  Telles  soat  les  deux  rela- 
tions qui  doivent  exister  pour  que  l'axe  des^  soit  une  direc- 
trice; si  c'était  Taxe  des  x,  on  aurait  les  relations  : 

L  =  r(A-C);     B=:2GC087;     OU     ^=£-—40?. 

ObservaHan.  Cette  solution  n'est  plus  applicable  lorsque 
A=0  ;  le  centre  étant  alors  sur  Taxe  des  ^9  cet  axe  ne  peut 
être  la  directrice  ;  de  même  lorsque  /  est  positif ,  car  l'axe 
des  jr  rencontre  alors  la  conique.  Tm. 
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PROGRAMME 

de  la  symétrie  plane  et  de  celle  de  l'espace. 

PAa  M.  J.  1^.  BOStfOH , 

Doclear  es  sciences  malhématiques. 


SfraÉTRIB  PLANE. 

Définitions. 

Définition  L  Deax  points  sont  symétriques  par  rapport 
à  un  troisième  point ,  appelé  cmir^  de  symétrie  ^  knraqae  la 
droite,  qai  les  joint ,  passe  par  ce  centre  et  y  eat  divisée  en 
parties  égales. 

Définition  IL  Deux  points  sont  symétriques  par  rapport 
à  ane  droite ,  appelée  axe  de  sym^rie  lorsque  la  droite,  qui  les 
joint ,  est  perpendiculaire  en  son  milieu  sur  cet  axe. 

DéfinUionllL  Deux  figures  sont  symétriques  par  rapport 
d  un  centre  ou  à  un  axe ,  lorsqu'on  peut  les  placer  de  façon 
que  leurs  points  soient  deux  à  deux  symétriques  par  rapport 
à  ce  centre  ou  à  cet  axe.  Dans  cette  position^  les  deux  figurés 
sont  dites  symétriquement  placées. 

Remarque.  Les  doux;  figures  peuvent  être  des  parties 
d'une  seule  et  même  figure. 

Définition  I FI  Dans  deux  figures  symétriques  par  rap- 
port à  un  centre  ou  à  un  axe ,  les  éléments  prennent  quel- 
quefois le  nom  d'éléments  homologues. 

Symétrie  par  rapport  d  un  centre. 

Théorème/.  Deux  droites,  symétriques  par  rapport  à 
un  centre ,  sont  parallèles  et  égales. 
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Béeifroque.  Deux  droites,  parallèles  et  égales,  sont 
symétriques  par  rapport  à  uo  centre. 

Corollaire.  Lorsque  les  extrémités  de  deux  droites  sont 
symétriques  par  rapport  à  un  centre,  ces  droites  sont  elles- 
mêmes  symétriques  par  rapport  à  ce  centre. 

Théorème  IL  Deux  angles  symétriques  par  rapport  a 
un  centre  ont  leurs  côtés  parallèles  dirigés  en  sens  contraires, 
et  sont  égaux. 

Réciproque.  Deux  angles ,  compris  entre  des  côtés  paral- 
lâes  et  dirigés  en  sens  contraires ,  sont  symétriques  par  rap- 
port à  un  centre. 

Corollaire.  Lorsque  les  côtés  de  deux  angles  sont  sy- 
métriques par  rapport  à  un  centre,  ces  angles  sont  eux- 
mêmes  symétriques  par  rapport  à  ce  centre. 

Théorème  IIL  Deux  polygones,  symétriques  par  rap^ 
port  à  on  centre ,  ont  leurs  côtés  parallèles  dirigés  en  sens 
contraires  et  égaux,  et  sont  eux-mêmes  égaux. 

Réciproque.  Deux  polygones,  qui  ont  leurs  côtés  pa- 
rallèles égaux  et  dirigés  en  sens  contraires ,  sont  symétriques 
par  rapport  à  un  centre. 

Corollaire  L  Lorsque  les  sommets  de  deux  polygones 
sont  symétriques  par  rapport  à  on  cei;<re ,  ces  polygones 
•ont  cQx-mêmeft  symétriques  par  rapport  à  ce  centre. 

Symétrie  par  rapport  à  un  axe. 

Théorème  I.  Deux  droites ,  symétriques  par  rapport  à  on 
axe ,  sont  égales  et  également  inclinées  sur  cet  axe. 

jRemarqtie,  Lorsque  les  extrémités  de  deux  droites  sont 
symétriques  par  rapport  à  un  axe ,  ces  droites  sont  elles- 
mêmes  symétriques  par  rapport  à  cet  axe. 

Théorème  II,  Deux  angles,  symétriques  par  rapport  à  un 
nxe,  sont  égaux  et  ont  leurs  côtés  dirigés  dans  le  même  sens. 

Bemarqui.  Lorsque  les  côtés  de  deux  angles  sont  sy- 
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métriques  par  rapport  à  jan  axe ,  ces  angles  sont  eux-mêmes 
symétriques  par  rapport  à  cet  axe. 

Théorème  III.  Deux  polygones,  symétriques  par  rap- 
port à  an  axe,  ont  leurs  c6tés  égaux  également  inclinés  sur 
Taxe  et  sont  ^aux. 

Remarque,  Lorsque  les  sommets  de  deux  polygones  sont 
symétriques  par  rapport  à  un  axe ,  ces  polygones  sont  eui- 
mémes  symétriques  par  rapport  à  cet  axe. 

Comparaison  des  symétries  par  rapport  d  un  centre  et  à  un  axe. 

Théorème.  Deux  Bgures,  symétriques  par  rapport  à  deux 
axes  rectangulaires ,  sont  symétriques  par  rapport  à  leur 
point  d'intersection. 

Réciproque.  Deux  figures ,  symétriques  par  rapport  à  un 
axe  et  un  point  de  cet  axe,  sont  symétriques  par  rapport  à  un 
second  axe,  mené  par  le  centre  perpendiculairement  m 

premier. 

Corollaire.  Tout  polygone  doué  de  deux  axes  de  symétrie 
rectangulaires  a  ses  côtés  en  nombre  doublement  pair. 

SYMÉTRIE   DE  l'eSPACB. 

Définitions 

Définm&n  I.  Deux  points  dans  l'espace  sont  symétriques 
par  rapport  à  un  troisième  point  appelé  centre  de  symétrie^ 
lorsque  la  droite  qui  les  joint  passe  par  ce  centre ,  et  y  est 
divisée  en  parties  égales. 

Définition  IL  Deux  points  dans  Fespace  sont  symétriques 
par  rapport  à  une  droite  ou  à  un  plan  appelé  axe  et  plan  de 
symétrie,  lorsque  la  droite  qui  les  joint  est  perpendiculaire 
en  son  milieu  sur  cet  axe  ou  sur  ce  plan. 

Définition  IIL  Deux  figures  dans  l'espace  sont  symétriques 
par  rapport  d  un  centre,  dunaxeondun pUm,  lorsqu'on 
peut  les  placer  de  façon  que  leurs  points  soient  deux  à  deux 
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symétriqae»  par  rapport  à  ce  centre ,  à  cet  axe  oa  à  ce  plan. 
Dans  cette  position ,  les  deux  fignres  sont  dites  symétrique^ 
mmi  placées. 

'  RenuÊrque.  Les  deox  figures  peuyent  être  des  parties  d'nne 
seole  et  même  figure. 

Définition  IF.  Dans  deux  figures  symétriques  par  rapport 
à  un  centre ,  à  on  axe  ou  à  un  plan ,  les  éléments  symétriques 
prennent  quelquefois  le  nom  d'éléments  homologues. 

Symétrie  par  rapport  d  un  centre. 

Théorème  L  Deux  droites  symétriques  par  rapport  à  un 
centre  sont  parallèles  et  égales. 

Réciproque,  Deux  droites  parallèles  et  égales  sont  symé- 
triques par  rapport  à  un  centre. 

Corollaire.  Lorsque  les  extrémités  de  deux  droites  sont 
symétriques  par  rapport  à  un  centre ,  ces  droites  sont  elles- 
mêmes  symétriques  par  rapport  à  ce  centre. 

Théorème  IL  Deux  angles  symétriques  par  rapport  à  un 
centre  ont  leurs  plans  parallèles ,  leurs  côtés  dirigés  en  sens 
contraires ,  et  sont  égaux. 

Réciproque.  Deux  angles  qui  ont  létars  côtés  parallèles  et 
dirigés  en  sens  contraires  sont  symétriques  par  rapport  à 
un  centre. 

Corollaire.  Lorsque  les  côtés  de  deux  angles  sont  symé- 
triques par  rapport  à  un  centre ,  ces  angles  sont  eux-mêmes 
symétriques  par  rapport  à  ce  centre. 

Théorème  III.  Deux  polygones  symétriques  par  rapport 
à  un  centre  ont  leurs  plan»  et  leurs  côtés  parallèles  et  dirigés 
en  sens  contraires,  et  sont  égaux. 

Réciproque.  Deux  polygones  égaux  qui  ont  leurs  plans  et 
leurs  côtés  parallèles  et  dirigés  en  sens  contraires  sont  sy- 
métriques par  rapport  à  un  «entre. 

AWR.  Dl  MATBtM.  YI.  12 
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CoroUaire.  Lorsque  les  sommets  de  deu  polygones  soot 
symétriques  par  rapport  à  un  centre ,  ces  polygones  sont  eux* 
mêmes  symétriques  par  rapport  à  ce  centre. 

Théorème  IF*  Deux  dièdres  symétriques  par  rapport  à 
on  centre  ont  leurs  faces  parallèles  dirigées  en  sens  con- 
traires et  sont  égaux. 

Rédpreque.  Deux  dièdres  qui  ont  leurs  faces  parallèles  et 
dirigées  en  sens  contraires  sont  symétriques  par  rapport  à 
un  centre. 

Corollaire,  Lorsque  les  sections  droites  de  deuic  dièdres 
sont  symétriques  par  rapport  à  un  centre,  ces  dièdres  sont 
eux-mêmes  symétriques  par  rapport  à  ce  centre. 

Théorème  F.  Deux  angles  polyèdres  symétriques  par 
rapport  à  un  centre  ont  leurs  faces  parallèles  égales  et  diri- 
gées en  sens  contraires,  et  leurs  ilièdres  égaux  et  situés  «  en 
même  temps  que  les  faces ,  dans  un  ordre  inverse. 

Réciproque.  Deux  angles  polyèdres  qui  ont  leurs  faces  pa- 
rallèles et  dirigées  en  sens  contraires,  leurs  faces  et  leurs 
dièdres  égaux  chacun  à  chacun  et  situés  dans  un  (xrdre  iuTerse, 
sont  symétriqueâ  par  rapport  à  un  centre. 

Corollaire.  Lorsque  les  arêtes  de  deux  angles  polyèdres 
sont  symétriques  par  rapport  k  un  centre,  ces  angles  poty- 
èdres  sont  eux-mêmes  symétriques  par  rapport  à  ce  centre. 

Théorème  VL  Deux  polyèdres  symétriques  par  rapport 
àvB  centre  ont  leurs  faces  parallèles  égales»  lenra  dièdres 
égaux  et  situés ,  en  même  temps  que  les  iaces ,  dana  un  ordre 
inrerse. 

Aéciprogne.  Deux  polyèdres  qui  ont  leurs  fceea  parallèles 
et  dirigées  en  sens  contraires  »  leurs*  faces  et  leur»  dièdna 
égasx  chacun  à  chacun  el  situés  dans  un  ordre  inverse ,  tout 
symétriques  par  rapport  à  un  centre. 

Corollaire.  Lorsque  les  aononets  de  deux  foijèirm  aofll 
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lyniiétriqoQS  pir  ra|iport  à  on  centre ,  ces  polyèdres  sont  eux- 
mêmes  symétriques  par  rapport  i  ce  centre. 

Symétrie  par  rapport  d  un  axe.    . 

T%éùrème.  Deux  flgures  symétriques  par  rapport  à  une 
droite  sont  égales  entre  elles. 

Symétrie  par  rapport  à  un  plan. 

Théorime  L  Deux  droites  symétriques  par  rapport  à  un 
|dan  sont  égales  et  également  inclinées  sur  le  plan. 

Remarque.  Lorsque  les  extrémités  de  deux  droites  sont 
s^aétriqoe»  par  rapport  à  un  plan,  ces  droites  sont  elles- 
mêmes  symétriques  par  rapport  à  ce  pian. 

Théorème  IL  Deux  angles  symétriques  par  rapport  à  un 
plan  sont  égaux  et  ont  leurs  plans  également  inclinés  sur  le 
plan  de  symétrie. 

Remarque,  Lorsque  les  c6tés  de  deux  angles  sont  symétri- 
ques par  rapport  à  un  plan ,  ces  angles  sont  eux-mêmes  sy- 
métriques par  rapport  à  ce  plan. 

Théorème  IlL  Deux  polygones  symétriques  par  rapport 
à  un  plan  sont  égaux  et  situés  dans  des  plans  également  in- 
clinés sur  le  plan  de  symétrie. 

Remarque.  Lorsque  les  sommets  de  deux  polygones  sont 
symétriques  par  rapport  à  un  plan,  ces  polygones  sont  eux- 
mêmes  symétriques  par  rapport  à  ce  plan. 

.  Théorème  ïf^.  Deux  dièdres  symétriques  par  rapport  à 
un  plan  sont  égaux  et  ooi  leurs  faces  également  inclinées 
to^  le  plan  de  symétrie. 

kemarque.  Lorsque  les  sections  droites  de  deu\  dièdres 
sont  symétriques  par  rapport  à  un  plan ,  ces  dièdres  sont 
mx-mêmes  symétriques  par  rapport  à  ce  plan. 

Théorème  V.  Deux  angles  polyèdres  symétriques  par 
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rapport  à  un  plan  ont  leurs  faces  et  leurs  dièdres  égaux ,  et 
ces  faces  également  inclinées  sur  le  plan . 

Remarque.  Lorsque  les  arêtes  de  deux  angles  polyèdres 
sont  symétriques  par  rapport  à  un  plan,  ces  angles  po- 
lyèdres sont  eux-mêmes  symétriques  par  rapport  à  ce  plan. 

Théorème  FI.  Deux  polyèdres  symétriques  par  rapport 
à  un  plan  ont  leurs  faces  et  leurs  dièdres  égaux ,  et  ces  faces 
également  inclinées  sur  ce  plan. 

Remarque,  Lorsque  les  sommets  de  deux  polyèdres  sont 
symétriques  par  rapport  à  un  plan ,  ces  polyèdres  sont  eux- 
mêmes  symétriques  par  rapport  à  ce  plan. 

Comparaison  de$  symétries  par  rapport  à  un  cenire  et  d 
un  plan. 

Théorème,  Deux  figures  symétriques  par  rapport  à  trois 
plan  rectangulaires  sont  symétriques  par  rapport  à  lear 
point  d'intersection.    . 

Réciproque.  Deux  figures  symétriques  par  rapport  à  deux 
plans  rectangulaires  et  un  point  de  leur  intersection  sont  sy- 
métriques par  rapport  à  un  second  plan  mené  par  le  centre 
perpendiculairement  à  cette  intersection. 

Corollaire,  Tout  polyèdre  ou  angle  polyèdre  doué  de 
trois  plans  de  symétrie  a  ses  faces  en  nombre  quadruple- 
ment  pair. 

Théorème  II.  Deux  figures  symétriques  par  rapport  à  un 
centre*  peuvent  être  symétriquement  placées  par  rapport  à 
un  plan  donné  quelconque. 

Réciproque.  Deux  figures  symétriques  par  rapport  à  un 
plan  peuvent  être  symétriquement  placées  par  rapport  à  un 
point  donné  quelconque. 

Théorème  III.  Deux  figures  symétriques  d'une  même  troi- 
sième sont  égales  outre  elles. 
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Théorime  IF.  Deax  tétraèdres  oa  deox  triôdres  symé- 
triqaes  soot  déoomposables  en  tétraèdres  on  tHèdres  addi- 
tifs ou  soustractifs  égaux  et  superposables. 

Théorème  V.  Deux  polyèdres  ou  angles  polyèdres  symétri- 
ques sont  décomposables  en  an  même  nombre  de  tétraèdres 
oa  de  trièdres  symétriqaes,  et  assemblés  par  les  sommets 
d'angles  symétriques. 

Réciproque.  Lorsque  deux  polyèdres  on  deux  angles  po- 
lyèdres sont  composés  d'un  même  nombre  de  tétraèdres  ou 
de  trièdres  symétriques  assemblés  par  les  sommets  d'angles 
symétriques ,  ces  polyèdres  ou  angles  polyèdres  sont  symé- 
triques. 

Théorème  FI.  Deux  tétraèdres  ou  trièdres  symétriques 
sont  équivalents. 

Théorème  FIL  Deux  polyèdres  ou  angles  polyèdres  symé- 
triques sont  équivalenisr 

Corollaire  IL  Tout  polygone  doué  d'un  centre  de  symétrie 
est  formé  d'un  nog^bre  pair  de  côtés. 

Corollaire  IL  Tout  polyèdre  doué  d'un  centre  de  symétrie 
est  terminé  par  un  nombre  pair  de  faces. 

Corollaire  IIL  Tout  parallélogramme  est  symétrique  par 
rapport  au  point  de  concours  des  diagonales. 

Corollaire  IIL  Tout  parallélipipède  est  symétrique  par 
rapport  au  point  de  concours  des  diagonales.  —  Tout  plan 
diagonal  divise  le  parallélipipède  en  deux  prismes  triangu- 
laires symétriques. 

Corolkhre.  La  ligne  perpendiculaire  sur  le  milieu  d'une 
droite  est  un  axe  de  symétrie  de  cette  droite.  —  Corollaire. 
La  bissectrice  d'un  angle  quelconque  et  celle  de  l'angle  au 
sommet  d*un  triangle  isocèle  sont  des  axes  de  symétrie  de 
ces  figures. 

Corollaire.  Dans  le  losange,  les  diagonales,  dans  le  rectan- 
gle, les  droites  qui  joignent  les  milieux  des  c6tés  opposés, 


Digitized 


by  Google 


—  174  — 

/  f 

et  dans  le  carré,  les  diagonales  et  les  droites  qui  joignait  les 
milieux  des  côtés  opposés  ,  forment  des  systèmes  d'axea  de 
symétrie  rectangulaires. 

Corollaire.  Le  plan  perpendiculaire  sur  le  milieu  d'une 
droite  est  un  plan  de  symétrie  de  cette  droite.  —  Corollaire. 
Le  plan  bissecteur  d*un  angle  plan ,  celui  d'un  dièdre  quel- 
conque et  du  dièdre  à  l'arête  d'un  trièdre  isoangle  sont  des 
plans  de  symétrie  de  ces  figures.  —  Corollaire,  Dans  le  pa- 
rallélipipède  rectangle,  les  trois  plans  perpendiculaires  au 
milieu  des  arêtes ,  dans  le  cube ,  les  trois  plans  perpendi- 
culaires au  milieu  des  arêtes  et  les  six  plans  qui  passent  par 
des  arêtes  opposées  parallèles,  sont  des  systèmes  de  plans  de 
symétrie. 

Note,  Des  progranmies  semblables,  aussi  bien  rédigés, 
aussi  méthodiques  pour  V  égalité,  Véquivalence  et  la  similitude  f 
en  y  joignant  les  principales  propositions  de  la  théorie  des 
transversales  et  l'exposé  des  méthodes  métamorphiques ,  for- 
meraient un  résumé  instructif  dp  géométriS  éli&mentaire.  Tm. 


NOTE 

Sur  un  point  de  la  théorie  générale  des  équations. 

Professeor. 


Ayanf  eu  récemment  l'occasion  de  traiter  ^ans  ipon  couru 
les  questions  relatives  à  rabaissement  des  équatUrnSy  j'ai  re- 
marqué dans  plusieurs  traités  fort  estimables  d'algèbre,  une 
erreur  qu'il  est  bon  de  rectifier  dans  l'intérêt  des  é)èves. 

Il  s'agit  idle  cette  <|uestion  :  Étant  donnée  une  équaUom 
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t{i)=ssO  dans  laquelle  il  y  a  deux  raeinee  dofU  la  somme  est 
égale  à  une  quatUité  dann^  s ,  déterminer  ces  racines. 

La  méthode  générale ,  qui  oonsiste  à  égaler  à  zéro  le  plus 
grand  comman  diviseur  entre/ (x)  et/(5— x),  est  en  défaut 
lorsque  tontes  les  racines  de  Féquation  /{x)=Oae  distribuent 
|Mr  couples  (a,  6),  (c,  d)..,  tels  que  a-f6=f ,  c-{-d=s;  mais, 
dans  ce  cas ,  on  remarque  que  si  Ton  prend  pour  inconnue 
auxiliaire  le  produit  z  de  deux  racines  d'un  même  couple» 
le  trinôme  x* — sx-\'Z  devra ,  pour  les  valeurs  coDvenab]e9 
de  z ,  diviser/ (x).  On  effectue  donc  cette  division ,  et  le  reste 
qui  suit  celui  du  deuxième  degré  en  x  est  égalé  à  zéro.  Jus- 
qu'ici rien  que  de  parfaitement  exact  ;  mais  on  ajoute  que  ce 
reste  sera  du  premier  degré  en  x,  de  la  forme  Px+Q ,  P  et  Q 
étant  des  fonctions  de  z,  et  qu'en  conséquence  on  devra  po- 
ser P=0;  0=0,  puis  chercher  le  plus  grand  commun  divi-^ 
seur  entreP  et  Q.  Ceci  n'est  pas  exact.  Le  reste  de  la  division 
de  /(x)  par  x* — «x-fz  ne  saurait  être  du  premier  degré 
en  X  y  maisil  sera  toujours  indépendant  de  x. 

En  effet  soit 

[i)  /(x)=x«*+A.^''*-+A^*'^+... 

l'équation  f{x)=0  a  par  hypothèse  n  couples  de  racines 
(a,  6),  (c,  d)...  telles  que  a-\'b=zs ,  C'\-d=s,  et  par  suite  z 
a  n  valeurs  qui  sont  les  produits  ab,  cd...  Suppqsons  pour 
un  instant  qne  le  reste  de  la  division  de/(x)  par  x^—sx-^-z 
soit  4VI  prani^  degré  ep  x ,  Px-f Q,  et  auil  l  \à  quotient, 
on  aurait 

/(x)=(x^— 5X-I-Z)  A-f-Px+Q. 

Si  dans  cette  égalité  on  fait  z^ah  et  qu'on  y  mette  successi- 
vemaqt  pour  xles  valeurs  a,  6,  on  aura 

Pa-|-Qr=0 
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d'où  il  suit  qae  les  foDCtions  P  et  Q  s'annuleront  à.  la  fois 
pour  zs^ab.  Elles  s'annuleront  de  même  pour  z=:cd,  etc. 
L'équation  P=0  admettra  donc  n  racines.  Or,  cela  est  im- 
possible ,  à  moins  que  P  ne  soit  identiquement  nul  ^  car  il  est 
aisé  de  voir  que  P  sera  d'un  degré  en  z  au  plus  égal  à  n— i. 

En  effet,  en  procédant  à  la  division  des  polynômes  (I  )  par 
x*'^5Jo*\'Z  y  on  voit  sans  peine  que  le  coefficient  du  jn^ 
fnier  terme  de  chaque  dividende  partiel,  de  degré  imîpair 
â«— 1—2/1,  contient  z  à  la  puissance/?.  Si  donc  on  pouvait 
parvenir  à  un  reste  du  premier  degré  en  j:,  c'est-à-dire  du 
degré  2r — 1—2  (n — 1),  le  coefficient  P  de  a:  dans  ce  reste 
serait  du  degré  n— 1  en  z.  Ainsi,  le  reste  de  la  division  de 
f  {x)  par  X* — sx+z  sera  indépendant  iex^  et  en  l'égalant 
à  zéro,  on  aura  immédiatement  les  valeurs  cherchées  de  z. 

Au  fond,  la  recherche  de  l'équation  en  z  revient  à  l'élimi- 
nation de  X  entre  les  deux  équations/(j:)=0 ,  x^^sx-^-zissO. 
A  chaque  valeur  de  z  tirée  de  l'équation  finale  en  z,  doiveni 
correspondre  les  deux  valeurs  de  x  dont  cette  valçur  de  z  est 
le'produit,  par  conséquent  le  diviseur  qui  précède  l'équation 
finale  doit  être  du  deuxième  degré  et  n'est  pas  autre  chose 
que  j:*— fx-f  8.  Ce  second  point  de  vue  vient  encore  à  l'ap- 
pui de  ce  qui  précède ,  et  explique  pourquoi  on  ne  peut  i 
contrer  un  reste  du  premier  degré  en  x. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  143.  (Page  134.) 
VAB  X.  atOBSVV  (de  Glermont-Ferrand). 


Problème,  Connaissant  un  point  et  le  centre  d'une  hyper- 
bole équilatère,  trouver  le  lieu  du  sommet  et  du  fojer. 
1"^  Lieu  du  sommée.  Soient  G  et  M  (fig.  37)  le  centre  et  le 
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point  donnés;  tirons  par  ees  deux  points  aoe  droite  indéfinie 
et  faisons  CMs=id.  Soit  CX  Taxe  transverse  de  Fhyperbole 
dansVane  de  ses  positions  ;  en  menant ,  de  part  et  d'autre  de 
cet  axe,  denx  droites  GA,  CB  qui  fassent  avec  lai  des  angles 
de  45® ,  ces  deux  droites  seront  perpendiculaires  entre  elles 
'  et  seront  les  asymptotes  de  Fhyperbole  équilatére  que  nous 
considérons.  Si  le  point  S  est  le  sommet  de  cette  hyperbole, 
en  tirant  la  droite  MS  et  la  prolongeant,  on  aura,  d'après 
une  propriété  connue  de  cette  courbe,  BS=MÂ;  récipro-» 
quement,  si,  par  le  point  M,  on  mène  la  transversale  AMSB 
telle  que  BS=M  A ,  le  point  S  sera  le  sommet  de  l'hyperbole  ; 
car  à  cause  de  cette  égalité ,  il  est  un  point  de  la  courbe,  et 
puisqu'il  se  trouve  sur  Taxe  transverse,  il  en  est  le  sommet. 
Abaissons  maintenant  MP  perpendiculaire  sur  GA  et  remar- 
quons que  la  direction  de  la  transversale  AB  serait  déter- 
minée si  l'on  connaissait  la  longueur  PA. 

Or,  de  l'égalité  BSsMA  il, résulte  que  si  l'on  abaisse  en- 
core SQ  perpendiculaire  sur  GB,  les  triangles  rectangles 
SBQ^  AMP  seront  égaux.  Ainsi  QS  sera  égale  et  parallèle 
à  PA  :  donc  en  tirant  PQ,  cette  ligne  sera  parallèle  à  AB. 
Cela  posé,  les  triangles  semblables  MPA,  QCP  donnent  la 

proportion 

MP:PA::QG:GP. 

Mais  dans  le  triangle-rectangle  isocèle  CQS,  on  a  GQ=iQS 
ssPA.  La  proportion  devient  donc 

MP:PA::PA:GP, 
d'où  _ 

PA=MP.GP. 

Il  est  facile  maintenant  d'avoir  l'équation  polaire  du  lieu. 
Pour  cela  prenons  G  pour  pôle  et  GMr  pour  axe  polaire  :  le 
triangle  GQS  donne 

CS^=2SQ*=SffÂ\ 
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et  en  remplaçant  P5'parMP.CP....^=52MP.eP  (i) 

Faisant  CS=p  et  Fangic  SGlkt==(i>  et  observant  qae  dans  le 
triangle-rectangle  MPC,  on  a 

MP = CM  sinMCP =dsin  (45«-o)) 
CP=CMcqsMCP=rfco8(45*»— «), 

on  qiettra  çca  Tqleqrs  dans  l'égalité  (1)  et  l'on  aarn 

p«=:;ir.2siB(45<»*-*>)cos(45'^«»):=<f.8in(9(r---SM)=dVsos9«, 

tf  PH  

p=5;±rfKco8S^«!>, 

éqoalion  d'aneleoiniseate  de  Bernouilli  ayant  pour  centre  le 
point  G  et  poar  demi-axe  la  longaenr  donnée  OM.=ul. 

^  Lieu  du  foyer.  Soit  F  le  foyer  de  l'hyperbole  dont  S  est 
le  sommet,  faisons  GF=p'. 

Oq  sail  flUA  d^ni  rhiperbole  éqp|Ui|*fp,  la  valeur  dp  la 
demi-exoentripilé  est  e=aV^r,  a  éUnt  le  demi^xQ  trana- 
verse;  donc  ici  on  aura  p'=p|/2,  on  en  remplaçant  p  par  la 
valeur  ci-dessas,  on  aura  pour  l'équation  du  lieu  du  foyer 


p'=±û?\/2co82». 

Cest  une  seconde  lemniscate  qui  enveloppe  la  première  et 
qui  a  pour  centre  le  point  G  et  pour  demi-axe  la  longueur 

CN=d[/2. 

3.  Ces  deux  courbes  sont  semblables  et  semblablement  pla- 
cées, et  si  l'on  construit  l'une  d'ellçÀ  par  points  (t.  lY ,  p.  145), 

on  pourra  en  déduire  la  seconde  par  la  relation  ff=f\/2. 
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SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  iSl 

(  Yoyes  t.  T,  page  202.  ) 
E.  B...  (da  liège). 


Élant  donnée  une  progression  arithmétique  de  n  termes 
dont  la  raison  soit  égale  an  premier  terme;  élevant  chaque 
(eroie  m  carré,  ]e  tiers  de  n  fois  le  carré  du  dernier  term^ 
est  toujours  entre  la  somme  de  tous  les  carrés  et  cette  somme 
moins  le  carré  du  dernier  terme  ;  démontrer  cette  propriété 
par  la  géométrie. 

Démonstration.  Soit  une  pyramide  à  base  carrée.  Je  divise 
sa  hauteur  en  n  parties  égales,  que  je  prends  pour  unités; 
puis  par  les  points  de  division  je  mène  des  plans  parallèles 
à  la  base.  Les  /i  —  1  sections  que  j'obtiens  sont  des  carrés. 
Soient  a„a^^  q^...  a^^  leurs  côtés ,  et  ^^  la  ))ase  ;  ces  diffé- 
rentes quantités  représentent  les  termes  de  la  prpgressiqn 
arithmétique.  Les  aires  des  sections  seront  a,%  a'^  a* ...  a/, 
et  représenteront  les  carrés  des  termes  de  la  progression. 

Sur  ces  diverses  sections  construisons  des  prismes  dont  la 
hauteur  soit  1  (fig.  38). 

Sous  ces  méine^  sections  construisons  aussj  des  pri$pes 
dont  la  hauteur  soit  1  {fig.  39) . 

Les  volumes  de  ces  prisipes  seront  respectivon^ent  : 

Fig,  1.  Fig.  2. 

<  ^; 

a*  a* 

i  l  . 
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moindre  qae  b  somme  de  la  première  colonne,  et  pins  grand 
qne  celle  de  la  seconde.  Or  le  Tolnme  de  cette  pyramide  est 

-na*\  donc 
3      * 

ce  qni  est  l'expression  du  théorème.  . 

On  voit  facilement  qoe  le  problème  113  peut  se  résoudre  ^ 
d'une  manière  aoalogpe  (voir  t.  Y,  p.  348). 


NOTE 
Sur  un  problème  de  géométrie. 


Professeur  de  mathématiqaes  i  Hâcoi- 


Problème.  Par  Un  point  B  donné  à  égale  distance  de  deux 
droites  formant  un  angle  quelconque,  mener  une  sécante 
telle  que  la  partie  interceptée  par  ces  droites  soit  égale  à  une. 
ligne  donnée  m. 

On  connaît  les  élégantes  constructions  de  ce  problème 
données  pour  le  cas  d'un  angle  droit  par  Pappus,  Newton 
et  d'autres  (/^.  la  Géométrie  analytique  de  M.  Girrodde).  Je 
me  propose  dans  cette  note  de  montrer  comment  ces  oo6- 
structions  doivent  être  modifiées  dans  le  cas  d'un  angle  quel- 
conque. 

1'*  Con^ruction  (fig.  36).  On  sait  que  la  question  proposée 
a  toujours  deux  solutions ,  et  qu'elle  peut  en  avoir  quatre. 
Dans  tous  les  cas,  j'observe  que  les  sécantes  sont  deux  à  deux 
également  distantes  du  sommet  A  de  l'angle  donné,  de  sorte 
que  si  l'on  prend  cette  distance  pour  inconnue,  elle  n'aura 
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que  deux  valeurs  différentes.  D'ailleurs  ces  distauces,  con- 
nues »  il  sera  facile  de  construire  les  solutions  du  problème, 
puisqu'il  suffira  de  décrire  du  point  A  oouime  centre  des  cir- 
conférences avec  des  rayons  égaux  à  ces  distances ,  et  de  leur 
mener  des  tangentes  par  le  point  B. 

Soit  donc  GX  une  des  sécantes  cherchées,  et  appelons  r  sa 
distance  AN  au  point  A  ;  soit  AC=^,  AX==x,  BP=s  AP=^, 
et  9  l'angle  ykx-,  le  triangle  GAX  donne 

/w*=j:^-i-j^*— âx^cose,  (1) 

En  considérant  la  surface  du  même  triangle ,  on  a 

mr=j^sin6.  (2) 

La  similitude  des  triangles  donne  XGA ,  XBP  donne 

y:a::x:x— a,   d'oùx+y= — .  (3) 

•'  CL 

Ëlevant  les  deux  membres  de  cette  dernière  équation  au 
carré,  et  remplaçant  dans  le  résultat  xjr  et  x^+y  par  leurs 
valeurs  déduites  des  équations  (1)  et  (S),  on  cAitient  l'équa- 
tion suivante  en  r  : 

mr*-.  2a'8in  0(l+cosO)r— wa'sin'  e  =  0.  (4) 

Cette  équation  a  toujours  deux  racines  réelles  :  une  positive, 
l'autre  négative.  La  racine  positive  déterminera  la  distance 
AN. 

Cherchons  l'équation  qui  déterminera  la  distance  AN^'  du 
point  A  aux  deux  autres  sécantes.  En  la  désignant  par  r,  po- 
sant AJP=x ,  AC"=r »  le  triangle  C"AX"  donnera 
wi'ssx'+j'^+Sxy  cos  0 
mr=x^  sin  0 , 

et  la  similitude  des  triangles  C'AX",  BPX"  donnera 
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/ 

Fâtsaoi  l^éiiiliiDàtlôii  dé  x  et^  comme  dans  le  cas  précédent, 
où  obtient  réqnatiou 

m/^-|-2a*8in  Ô(l+cos  0)r— wû'sin*  ô =0,  (5) 

équation  dont  la  solation  positive  donnera  la  distance  AJf"« 
Mais  celte  équation  a  ses  racines  égales  et  de  signes  con- 
traires à  celles  de  l'équation  (4).  Donc  la  solntioii  négative 
de  réquation  (4),  prise  en  ralenr  absolue ,  donnera  la  dis- 
tance AN''.  Il  sufiBt  donc  de  construire  les  racines  de  l'équa- 
tioil(4}. 
Pour  cela ,  écrivons  cette  équation  ainsi  : 

r      2a'8ine(l-fcose)-|      . 
ry ^-^ ^J«a'sln*e.  (6) 

Cionstmisons  d'abord  une  ligne 

__  â'sîn  e(l-f  cosG)_^  â8in6.a(l +COS0) 
""m  m  * 

Or^  si  on  abaisse  du  point  A  une  perpendicnUire  AD  sur  la 
ligne  BG  parallèle  è^y ,  on  a 

AD=a  sine  ;  BD=BP-f- PD=a+ûcos  erst^(l-feose) , 

donctt= .  Alors,    si  on  prolonge  DA  el  qu'on 

m 

prenne  DL=i7i ,  que  Ton  tire  LB,  et  qu'on  lui  mène  par  le 

point  Â  une  parallèle  qui  rencontre  BG  au  point  ]^,  la  ligne 

DF  est  égale  à  ^,  car  on  a 

LD:IH):2AD:DF,  d'oà  DFat^^^^^; 

m 

alors  l'équation  (6)  devient 

r(r— 2i«)  =  a'sin*0. 

Donc  si  du  point  F  comme  centre ,  avec  FD  pour  rayon,  on 
décrit  un  cercle,  et  qu*on  prolonge  le  diamètre  AF  qui  ren- 
contre la  circonférence  en  £  et  F,  A£  sera  la  racine  positive 
de  l'équation  (4),  et  AE'la  valeur  absolue  delà  racine  négative* 
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Alors  je  décris  «ta  point  A,  comme  centre^  des  eiroooférenees 
avec  les  rayons  AE  et  AE';  je  leur  mène  des  tangenles  par 
le  point  Bf  et  j'ai  construit  ainsi  les  quatre  solutions  du  pro- 
blème. 

Cette  construction  montre  qcie  la  question  n'a  pas  toujours 
quatre  solutiods  ;  car  pour  qu'en  puisse  mener  des  tangentes 
à  un  cercle  par  le  point  B ,  il  faut  que  ce  point  soit  extérieur. 
Cette  eeudilion  est  toujours  satisfaite  pour  le  plus  petit  cer^ 
dé,  ear  ou  a  AB'<  AF<  AB.  EUenesera  remfdie  pour 
l'autre  cercle  que  dans  le  cas  où  son  rayon  AE  sera  moindre 
que  AB.  Écrivons  que  la  Takur  positive  de  r  donnée  par  Té- 
quation  est  moindre  que  AB.  Le  triangle  isocèle  BPA  donne 

AB=3.acos-  9,  et  oii  àûrâ  : 


ô*sinq(i-fcb8^)4>ktf^sitt"e{t+cos9r"fm'a*sitt'&  1 

m  2   * 

d'en 

V a*8in'(i (l-f- cosô)'+m'»in'ô < Smoos ^0^a8ine(l-fcos)  ; 

remplaçant  sinft  par  Ssin - Oeos-  9,    1-f  coso  pat iees^-^f 

et  élevant  au  carré  les  deux  membfes,  il  vient 

16a*sitf  i«cos*U+4m"sin*  \  ôcos' J  0  < 
9  8  9  9 

<  (2wi  cos  -  6— 4a  siii  -  Ô  cos'  -  O/  ; 
^  *  3  9  9 

eflMtdiurite  carré  et  réduisant ,  oti  a 

ir>lin'-6  <TO— 4asin  -  ôcos'-  6, 

ou  m(i— 8in'-e)J>4a8in-  ecos'-e, 

ou enàn  m'^ka sin -  6. 
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Or,  si  on  mène  la  ligne  KH  perpendiculaire  à  AB ,  on  a 

KH=2.BH,  et BA=HÂsin 5 e=2^^sîn^ j 

donc  KH = 4^z  sin  -  6  ; 

2 

donc  la  condition  nécessaire  pour  que  le  problème  admette 
quatre  solutions,  c'est  que  la  longueur  donnée  m  soit  plus 
grande  que  la  ligne  inscrite  menée  par  le  point  B  peFpendi-» 
culairement  à  AB.  On  sait  bien ,  en  effet,  que  cette  ligne  KH 
est  la  ligne  minimum. 

^  Construction.  Soit  GX.  une  des  sécantes  cherchées.  Je 
fais  au  point  X  un  angle  BXR  =  6,  et  soit  R  le  point  où  la 
ligne  XR.  rencontre  la  parallèle  à  Ax  menée  par  le  point  B. 
Si  le  point  R  était  4X)nna,  en  décrivant  sur  BR  un  segment 
capable  de  Tangle  donné  6 ,  l'intersection  de  l'arc  de  ce  seg- 
ment ayec  Ax  déterminerait  le  point  X ,  et  le  problème  se- 
rait résolu.  Je  prends  donc  pour  inconnue  BR'st=z,  et  j'appelle 
toujours  r  la  perpendiculaire  AN  abaissée  du  point  A  sur  CX. 
Les  deux  triangles  CAX  et  BXR  étant  équiangles ,  leurs  li- 
gnes homologues  sont  proportionnelles,  ce  qui  donne 

CX:BR::AN:BT,   ou  w»:z::r:asîn6,   d'où  r=^iî?îîî^. 

Si  je  considère  de  même  la  sécante  G"X",  je  fais  au  point 
X'  un  angle  BX"R'  égal  à  l'angle  ^'Ax ,  c'est-à-dire  an  sup- 
plément de  l'angle  6 ,  et  soit  R'  le  point  où  X''R'  rencontre  la 
parallèle  à  Ax  menée  par  le  point  B.  SoitfiR'=3,  AH^^r; 
les  deux  triangles  C'AX"  et  RX'B  sont  équiangles  el  don- 
nent 

.  ^    j,  ,         m^sinO 
m:z::r:asmÔ,  dou  r=— . 

z 

C'est  la  même  relation  que  précédemment.  Et  comme  les 
deux  valeurs  de  r  sont,  la  premièkre  la  racine  positive,  la  se- 
conde la  racine  négalivè,  prise  en  valeur  absolue,  de  Té- 
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qaalion  (4)  ;  si ,  dans  cette  équation  (4) ,  je  remplace  r  par  la 

ralcar ,  1  éqaation  résultant  de  cette  lubstitation 

dcyra  avoir  deux  racines  réelles ,  l'ane  positive  et  l'autre  né- 
gative ,  dont  la  première  sera  la  valeur  de  BR,  et  la  seconde, 
prise  en  valeur  absolue ,  la  valeur  de  BR'.  Cette  équation  est 

m. ; 2a'sm  0  (  I  -fcosô) — ma'sin'O  »  o, 

z  z 

ou  z'-f-2a(l+C086)z— m'=0; 

tf  OÙ        «=— tf  (1+cos  0)+  \/a«(l+cose)*+/w». 

Mais  si  du  point  A,  je  mène  une  perpendiculaire  AS  sur  BR', 

j'ai         BS  =  BQ+QS  =  a+acos  0  =siï(l+cose)  ; 

donc  »=— BSdi  KbÎ*+/«'; 

par  conséquent, 

BR=—BS+ \/b?+i»% 

BR'  =  BS+\/BS''  +  m".      . 
On  déduit  do  là: 

BR+BS=BR'— BS=  V^B?-f /ii% 

ou  SR=  SR'  =  V^B?  H-  m\ 

Donc,  si  au  point  B,  on  élève  une  perpendiculaire  à  QB, 
d*nne   longoenr   B!VI=i7t,   en  joignant   SM,    on  aura 

SM  ss  V  B?-(-/»* ,  et  Tare  décrit  du  point  S  comme  centre 
avec  S  M  pour  rayon  déterminera  par  ses  intersections  avec 
la  droite  BQ  prolongée  les  points  R  et  R'.  Alors,  pour  ache- 
ver la  construction,  on  décrira  sur  BR  et  au-dessous  de  cette 
Ugne  un  segment  capable  de  1  angle  0;  on  décrira  sur  BR' 
et  au-dessous  de  cette  ligne  un  segment  capable  de  Tanglo 
18(y" — 0.  Les  arcs  de  ces  segments  déterminent  sur  xj/  les 
points  X,  X',  X'\  X"',  et  il  n'y  aura  plus  qu'à  joindre  ces 
points  au  point  B  pour  avoir  les  sécantes  cherchées. 

ÀM.  MHàTmSV.  VI.  13 
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DE  LA  DIAGAUSTIQUE 
dans  le  cas  if  une  surface  réfracUmte  phme. 

9AB.  M.  SOVLÉ  (CBAAI.S8), 

tiléf  e  à  liBBtf  latton  BtriM. 

Soient  deux  milieDx  P,  P'  séparés  parla  surface  plane  OK, 
et  oonsidcroDS  la  réfraction  des  rayons  lumineux  partis  du 
point  P,  dans  un  plan  perpendiculaire  à  cette  surface  de  aé^ 
poralion.  Proposons^aous  de  détermiuer  reoveloppe  des 
rayons  réfractés  teh  que  KJH  (fig.  34).  Mous  traiterons  d'à*- 
bord  la  question  par  k  féomélrie.  Pour  cela ,  démontrons 
un  théorème  préliminaire  sur  les  coniques  à  centre. 

I  {fig,  35).  Par  exemple,  MN  étant  une  normale  à  Tellipse , 
si  l'on  joint  sa  trace  K  sur  Taxe  des  y  au  foyer  F,  on  aura 

KFF'=:FMK,   ou  bien,  comme  U  est  démontré  que 

sinFMR      c    .,  ,    .^  ^  sinRFP'     c      ^ 

.   p,^g  =  - .  il  s'agit  de  prouver  que  ■  .>  .^,^^  ^-.    Snt 
sinFAK       a  °  ,      ^       suit  NK      a 

F'F  décrivons  le  segment  capable  de  l'angle  FMF.   Le 

point  K  étant  le  milieu  de  l'arc  F'KF,  KM  ,sera  bissectrice 

de  FMF,  et,  par  suite,  «era  précisément  la  normale  Mit. 

KF' 
Alors  les  ajigles  KFF  et  F'MK  ayant  môme  mesure  - —  sont 

égaux. 

On  démontre  facilement  ^le  même  théorème  par  le  calcul. 
En  effet, 

tang  KFF= ^  =  ?'  ;  sinKPF»-— ^=; 

tangKNF=  ^;  smKNF=s  __^__-= 


P/ÏH^* 
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sinKFF        c 


sinKNF        a 

Réciproqaemeat ,  toutes  les  fob  que  cette  égalité  aara 

liea,  la  ligne  KNM  sera  normale  i  Tellipse;  car,  il  n'y  a 

qu'one  ligne  KN  qui  puisse  faire  avec  OX  nn  angle  aigu 

Kilo,  dont  le  sinus  ait  avec  celui  de  Fangle  donné  KFO  un 

c 
rapport  donné -. 

.  II.  MémelMorèBM  penr  l'hyperbole,  j 

m.  Cela  posé  {fig.  34),  soit  un  rayon  incident  PK  et  KN 
lerayon réfracté, en  appelant  n  le  rapport  des  vitesses  de  la 
lomi^  dans  le  milieu  P'  et  dans  le  milieu  P,  nous  aurons 
sini 

■r— =11.  X 

sur 
Soit  ii<Cl ,  et  construisons  une  ellipse  ayant  0  pour  centre, 

P  pour  foyer,  -  =ii  pour  rapport  de  son  excentricité  à  son 
n 

grand  axe.  Noos  aurons  -: —  =  -^  et^  d'après  le  théorème 
^  sinr       a  ^ 

précédent,  tout  rayon  réfracté  sera  normal  à  cette  ellipse. 

L'enyel#ppe  des  rayons  réfractés,  ou  la  caustique,  ne  sera 

donc  autre  chose  que  celle  des  normales  ou  la  développée  de 

FeUipse. 

Si  /»  >►  1 ,  nous  construirons  une  hyperbole  d'après  les 
mêmes  données.  Notre  enveloppée  sera,  de  même,  la  déve- 
Ipppéc  de  Vhyperbole. 

Cherchons  l'équation  de  ces  courbes  en  fonction  des  don- 
nées it  et  OP=c  ; 


Digitized  by  CjOOQIC 


—  188  — 
ny^+n^i'-n*"^*  =  ^'(^ — »*)quî  sera  une  hyperbole  oa  one 
ellipse,  suivant  que  nsera        1. 

Traitons  la  question  par  le  calcul. 

IV.  Cherchons  renvdoppe  des  droites  tfy+ftj:—fl&=0  (1), 

a  et  ^  étant  liés  par  la  relation  rr^  =  »  =  7t=="  »  o** 
■^  KP  !/</•+ i- 

(2)a»+(l  —  »•)&•  =  c"n\  Désignons,  pour  abréger,  i—n* 
par  h  Difiérentidns  chacune  de  ces  équations ,  b  étant  fonc* 
tion  de  a  :  ' 

Egalons  les  dérivées  — ,  il  vient  a{a^x)—b*k+bfyz=0.  (3) 

Il^faut  éliminer  a  ei  b  entre  les  équations  (I),  (2),  (3). 

Pour] cela,  de  (1)  nous  tirons  (4)  6=  •^^;  substituant 

a— jr 

dans  (3) 

2/2  1      2  \» 

•nbstitnantdans(4), 

substituant  dans  (2),  et  remarquant  que  nous  avons  le  cube 

2  12 

de  x<  +  A:'  ys ,  il  vient  pour  équation  du  lieu  : 

12  2  2      2 

(5)  (1— n*)'^'"  +  xi  =  «i  c'î , 
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éqaation  des  développées  des  sections  coniqaes  A  contre, 
ellipse  oa  hyperiiolc  solvant  qae  1— n'  sera      0. 

Pour  avoir  Véqnation  de  ces  sections  ay  +  (a*— -c')  a^  ss 
ssa\à^—c*\  identiions  Féqnation  (5)  à  celle  de  leurs  déve- 
veloppées  : 

2      3  12  4 

a»  x»  +  (a*— c")5V^  =  c5  y 
BOUS  aurons  : 


on 


3 

1 

t 

a» 

4 

1 

(a'-c 

4 

^ 

3      2 

n»c'3 

o        1 

= 

1— n' 

ll&( 

/sac,   a=: 

:î,  et, 

n 

par  suite,  ré< 

«>•+«' 

'(l-n')j:*=c'(l~i.'). 

courbes  : 

Note.  Si  d'un  point  Â  pris  sur  une  surface ,  on  va  vers  tia 
autre  point  A',  les  deux  normales  à  la  surface  no  sont  pas 
dans  un  même  plan,  généralement  parlant,  et  la  plus 
courte  distance  DIV  des  deux  normales  divisée  par  la  lon- 
gueur de  A  V  donne  un  quotient  fini ,  lors  mémo  que  Tare  A  A' 
est  inflniment  petit.  Euler  a  démontre  qu'il  eiiste  pour  cba* 
que  point  A  den  directions  rectangulaires  pour  lesquelles  le 

DD' 

rapport  —7  devient  nul ,  c'ost-à-dire  où  la  distance  DD"  est 

un  inOoimenl  petit  du  second  ordre  relativement  à  Parc  A  A'. 
C'est  là  Forigine  des  lignes  de  courbure  y  une  des  plus  belles 
déeonvertes  de  l'illustre  créateur  de  la  géométrie  des  sur- 
faces ;  tout  ce  qu'on  a  fait  depuis  ne  sont  qde  des  conséquences 
médiates  ou  immédiates  des  théories  enlérieunes  (Mém,  de 
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Berlin.  1760,  en  français)    Mon^e  a  généralisé  cette  idée 

d'Euler  et  a  établi  que  si  par  deux  points  A  et  A'  îofiiiiiiiflBt 

Toisins,  on  mène  deux  droites  soumises  à  la  méine  loi  de  ooo- 

.stmction,  il  existe  toujours  une  direction  A  A'  pour  laquelle 

DD' 
le  rapport  T-r-cst  nul.  Malus  s'est 'élevé  encore  k  une  plus 

A  A. 

Taste  généralisation  :  il  considère  un  premier  système  de 
droites  rencontrant  une  surface  donnée;  de  chaque  point  de 
rencohtre  part  une  droite  liée  à  la  première  par  une  loi 
donnée;  on  obtient  ainsi  un  second  système.  A  Taide  d'une 
analyse  très-belle,  mais  assez  compliquée ,  Malus  découTre 
des  relations^  deyenues  célèbres,  entre  les  deux  systèmes, 
relations  que  M.  Dnpin  a  obtenues  ensuite  plus  simplemeat» 
par  des  considérations  géométriques.  C'est  même  la  grande 
utilité  de  la  géométrie,  d'éclairer  des  théories  qu'elle  n'a  pas 
fondée^,  d'abréger  la  Toie  aux  découvertes  qu'elle  n'a  pas 
faites.  Ces  relations  que  nous  venons  de  mentionner  renfer- 
ment la  question  optique  conme  cas  particulier.  En  effet ,  le 
premier  système  peut  représenter  des  rayons  incidents,  et  le 
second  système  les  rayons  réfractés,  qui  comprennent  «ossi 
les  rayons  réfléchis  en  prenant  l'indice  de  réfraction  égal  k—i . 
Depuis,  M.  Qaetclet  a  eu  rhearensé  idée  de  considérer  les 
deux  surfaces  trajeclrîces  qui  coupent  orlbogonalemeat  les 
deux  qrstêmes  de  droites  d'iacidenoe  et  de  réfradien  <  grand 
moy^n  de  simplification,  car  les  dévetoppunles  sont  son- 
vent  de  degrés  moins  élevés  que  les  développées.  On  oi  a  un 
exemple  dans  les  coniques,  courbes  du  second  deg^,  qui  ont 
pour  développées  des  lignes  du  sixième  degré.  M.  Qttetelet 
a  énoncé  à  ce  sujet  des  théorèmes  que  M.  Tlnunermans,  de 
Gand ,  a  démontres  d'une  manière  tellement  élémentoiie, 
que  nous  pouvons  les  consigner  dois  ce  recueil. 
Soient  deux  droite»  MA,  NA  se  coupant  au  point  A  ;  k 
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lien  géométrique  d'un  point  dont  le  rapport  des  distances 
aux  deux  droites  est  constant ,  est  formé  par  le  système  de 
deux  droites  passant  aussi  par  A  et  relatives  aux  deux 
angles  aigus  et  aux  deux  angles  obtus.  Considérons  une  de 
ces  droites  que  nous  désignons  par  AP;  prenant  donc  un 
point  I  sur  cette  droite  »  et  abaissant  sur  les  droites  AM,  AN 
les  perpendiculaires  IR,  IS,  on  aura  : 

ÏR     sinMAP      sinî  ^    , 

7g=  .   ^j.  p  =  -: — =  **  =  constante, 
IS      sinJMAP      smr 

Si  par  le  même  point  I  nous  élevons  une  perpendienlaira 
I T  à  AP,  on  a  évidemment  aussi  : 

sinRlT      sin  i 
sinSlT^sinr'*/'' 

en  regardant  donc  AP  comme  une  droite  dirimaïUe  de  deux 
milieux ,  IR  étant  un  rajon  incident)  IS  sera  le  rayon  ré- 
fracté, si  n  est  l'indice  de  réfraction. 

Cela  posé,  soient  maintenant  AM,  A"N  deux  courbes 
qaeloonqocs  situées  dans  le  même  plan.  Le  point  dont  le 
rapport  des  distances  normales  à  ces  deux  courbes  est  oon- 
fiant,  sert  Une  troisième  courbe  A'P,  et  telle  que  si  par  on 
point  I  de  cette  courbe  nous  menons  les  deux  normales  IR, 
18,  les  trois  tangentes  menées  en  R,  I»  S,  rcapecUvement 
an  eonrbes  AM ,  A'P ,  A"N ,  se  eonperont  en  un  rn^me  point. 
C'est  une  conséquence  immédiate  de  ce  qui  a  été  dit  cidesaos. 
Si  donc  la  courbe  A'P  est  nue  ligne  dirimante  entre  deux 
mlUeaXy  et  si  AM  représente  une  trajectoire  orthogonale 
des  rayons  incidents,  il  est  évident  que  la  conrl>e  A''N  sera 
une  trajectoire  orthogonale  des  rayons  réTradés,  si  Ton  a 

IR 

j-g  =  n  =  indice  de  réfraction  ^  trajectoire  que  M.  Quetclet 

aoM  le  nom  de  eamêifm  $tcMdair$f  et  qui  n'est 
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autre  que  Tenveloppe  d*nii  corde  dont  le  centre  parcourt  la 
ligne  dîrimant^ct  dont  le  rayon  IS  est  égal  à  /z.IR.  On  sait 
d'ailleurs  qu'il  existe  une  inGnité  de  Irajccloires orthogonales; 
quand  on  on  adopte  une  pour  les  rayons  incidents,  celle  des 
rayons  rérractcs  est  déterminée ,  et  les  développées  de  cette 
dernière  trajectoire  ou  caustique  secondairey  est  la  caustique 
cherchée  (Corresp,  math.,  1. 1,  p.  336).  Lorsque  l'objet  lu- 
mineux se  réduit  à  un  point,  la  trajectoire  orthogonale  des 
rayons  incidents  est  un  cercle  de  rayons  arbitraires  qu'il  est 
naturel  de  prendre  égal  à  zéro.  Cost  ce  qu'on  a  fait  dans  le 
problème  précédent  sur  la  droite  dirimante.  Du  reste,  co 
problème  a  été  souvent  résolu ,  entre  autres  analy  tiqucment 
par  M.  Gcrgonne,  et  ensuite  géométriquement  par  AI.  Stnrm; 
les  solutions  de  M.  Soulé  semblent  plus  simples. 

Les  Nouvelles  Annales  contiennent  l'équation  générale 
des  caustiques  secondaires  par  réflexion  des  coniques,  les 
rayons  émanant  d'un  point.  Cette  courbe  est  celle  qu'on  ob- 
tient en  abaissant  du  point  lumineux  une  perpendiculaire  sur 
la  tangente  à  la  conique  et  prolongeant  cette  perpendicu- 
laire d'une  quantité  égale  i  elle-même  {Nouvelles  Annotes, 
t.  IV,  p.  426).  Je  ne  sache  pas  qu'on  ait  jamais  calculé  cette 
équation  avec  cette  généralité.  Ce  genre  de  courbe  est  aussi 
donné  par  l'équation  bifocalej9z-|-9^'==^>  '  ^1  ^  ^^^  ^^ 
distances  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  à  deux  foyers 
fixes,  et/i,  7 ,  i',  des  constantes.  C'est  ce  que  AL  Stnrm  a 
démontré  pour  le  cas  particulier  du  cercle. 

Tschimhansen  (Walthcr  de)  est  l'inventeur  des  caustiques 
catoptriqucs.  lia  indiqué,  sans  démonstration,  la  caustique 
du  cercle  pour  des  rayons  incidents  parallèles  {Acia^erud.^ 
DOY.  1682,  p.  3ei)i  mais  J.  Bernonllia  démontré  que  Vin* 
dication  de  Tschirnhausen  était  fausse ,  et  a  donné,  dans  des 
leçons  sur  le  calcul  intégral  à  l'usage  du  marquis  de  Lhospi- 
tal  (1691  et  1692),  la  première  théorie  analytique  et  géomé- 
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triqoe  des  caustiques  catoplriqaes  et  dioptriqaes  pour  des 
rayons  parallèles  et  conycrgenis,  mais  toujours  dans  un 
même  plan  (Opéra  omniay  t.  III}. 

Nous  croyons  utile  de  consigner  ici  les  principaux  travaux 
sur  les  caustiques  publiés  dans  ces  derniers  temps. 

Journal  de  F  École  Polytechnique, 

*  Malus.  Mémoire  sur  Voptiquo ,  cahier  XIY;  p.  i-44»  1808  ;* 
sur  la  dioptrique,  p.  84-129. 

Correspondance  mr  V École  Polytechnique. 

Malus.  Surfaces  caustiques,  1. 1,  p.  142-144, 1808. 

Petit.  Moyens  de  construire  par  points  les  caustiques  par 
réOexion  ou  par  réfraction  dans  le  cas  des  surfaces  sphéri- 
qnes,  t.  II,  p.  353-358.  l$lâ. 

Annaleedee  Mathimatiquee  (Gcrgonne). 

(Sei^onne.  Delà  manière  dont  les  poissons  nous  Toient  et 
dont  nous  les  voyons,  t.  XI ,  p.  41-69, 1820-2I. 

Gergonne.  Recherches  analytiques  des  propriétés  les  plus 
générâtes  des  faisceaux  lumineux  directs,  réfléchis  et  réfrac- 
tés, t.  XIV,  p.  129-187, 1823. 

Sturm.  Recherches  sur  les  caustiques  par  réflexion  et  ré- 
fraction dans  le  cercle,  t.  XV,  p.  203-219, 1825. 

Gcrgonne,  Sarrus,  Quetelet.  Sur  les  caustiques,  t.  XV| 
p.  345-358. 

Gcrgonne.  Recherches  d'analyse  sur  les  surfaces  causti- 
ques, I.  XV,  p.  1-19. 

Gcrgonne.  Théorème  sur  les  surfaces  caustiques,  t.  XV, 
p.  65'80,  247-254. 

Gcrgonne.  Démonstration  purement  géomélrique  du  prin- 
cipe fondamental  de  la  théorie  des  caustiques,  et  historique 
des  recherches  sur  les  caustiques,  t.  XV,  p.  307-315« 
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Saint-Laurent  (Thomas  de).  Recherches  sur  la  caustique 
par  réOexion  dans  lé  cercle ,  1.  XYII,  p.  i-33. 

Saint-Laurent  (Tbom.de).  Recherches  sur  la  caustique  for- 
mée au  fond  d'une  tasse  cylindrique,  t.  XYII,  p.  83-35, 1827. 

Saint-Laurent  (Thomas de).  Équation  générale  delà  caus- 
tique par  réOe^ioa  dans  le  cerde,  t.  XYII,  p,  128-134. 

Saint-Laurent  (Thomas  de).  Recherches  sur  la  caustique 
par  réfraction  dans  le  cercle ,  t.  XVIII ,  p.  1-19, 1827. 

Gergonne.  De  la  caustique  par  réfraction  dans  le  cerde, 
t.  XVIII,p,  4»^6. 

Comtp9nda$u^  m^émuUgiêô. 
Tome  I,  1828. 

Qnetelet.  Énoncé  d'un  théorème  géo^l  sur  toa  oioatiqaM, 
p.  14. 

J.  G.  6.  Notice  historique  sur  les  caustiques,  p.  29. 

Quetelet.  Énoncé  de  quelqaes'tbéorèoies  noureaux  wt  les 
caustiques,  p.  147. 

Gcrgonneu  Extrait  d'une  lettre  w  réd«ct«ar,  p.  149  et 
268. 

A.  Timmermans.  Sur  les  caustiques  secondairea  y  p.  33& 

Tome  ¥11,1889. 

Plana.  Mémoires  sur  les  caustiques»  p.  13. 
Plana.  Suite,  p.  85. 

TomeYIlI,  1835. 
Hamilton.  Remarques  sur  le  mémoire  de  H.  Hmki  ,  p.  S7« 

1822.  Dupin.  Applications  de  géométrie.  Routes  de  la  lu- 
mière, p.  185. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  143  (p.  134). 
m.  SmOi  (dé  M aiteille}. 


CoDDaissaDt  le  centre  et  an  point  d'nne  hyperbole  équila- 
tère ,  trouver  le  Heu  des  sommets  et  le  lieu  des  foyers  (Serret) . 

Lieu  des  eommeu*  PreDons  pour  axe  des  x  la  droite  pas- 
sant par  le  centre  et  le  point  donné ,  et  pour  axe  des  y  une 
perpendiculaire  à  cette  droite  élevée  par  le  centre. 

L'équation  de  Thyperbole  sera  de  la  forme 

Ay+Bxjr-^Ca'  +  F=Oi 

puisqu'elle  est  équilatére,  C= — Â.  D'ailleurs  A  peut  être 
supposé  égal  à  i .  L'équation  de  l'hyperbole  équilatère  sera 
donc^  +Bjr^— jr*-|-P=0  ;  soit  m  le  coefScient  angulaire' 
de  Taxe  de  la  courbe  ;  ce  coeflBcient  angulaire  sera  donné  par 
Téquation  Bm^— 4m— B=0;  x'^  désignant  les  coordonnées 
de  l'un  des  sommets  y =mj:';  y*+Bj:y— jr*-|-a*=50; 
a  désignant  l'abscisse  du  point  commun  à  toutes  les  hyper- 
boles; il  faudra  donc  éliminer  m,  B  et  F.  Entre  les  trois 
équations  : 

(l)y=ma:',  (2)  Bm«— 4/»— B=0,  (3)  y+Bay-<r^+F=s«, 

il  Tienlî 

l'équation  du  lieu  est  donc  (/ + J:y=:a"(ar*— ^»).  C'est  le 
lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  centre  d'une 
hyperbole  équilatère  dont  l'axe  serait  a,  sur  ses  tangentes 
(yair  Charpentier,  Annales^  t.  IV,  p.  142).  C'est  une  lem- 
niscate  de  BernoulU  ;  il  est  d'ailleurs  évident  que  le  lieu  des 
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foyers  est  une  courbe  semblable  à  celle  des  sommels  et  scm- 
bUblement  placée. 

NoU.  L'éqaatioo  est^*-)-Bx^— a?'+F=0, ou  F=ra«;  »,  p 
désignant  les  coordounécs  des  fojcrs,  oo  connatt  leurs  va- 
leurs {voir  t.  11,  p.  430);  il  faut  y  faire  7=90'';  N=0; 
L=iiiF;  A=:— C=l;  élimiDant  m  entre  les  doux  équa- 
tions, on  obtient  desuitc  (a'+li')'=2F(a'— ^•).  Tœ. 


NOUVELLE  SOLUTION 
tî  généralisation  de  la  question  101. 

»Jiïl  K.  FAUK  •■&»>«, 
ÉléTe  d'ÀTignon. 

Théorème.  Quatre  droites  situées  dans  le  même  plan  for^ 
ment  quatre  triangles  ;  dans  chacun  d'eux  existe  nu  point  de 
rencontre  des  trois  hauteurs  ;  les  quatre  points  de  rencontre 
sont  situés  sur  une  même  droite. 

i.  La  démonstration  de  ce  théorème  donnée  NouvdUs 
Annales  y  18i6,  p.  13,  est  assez  compliquée;  la  suivante,  qui 
me  parait  plus  simple,  présente  en  outre,  comme  nous  le 
▼errons ,  Tayantage  de  s'appliquer  immédiatement  au  théo- 
rème général ,  démontré  analy  tiqucmeut  Nouvelles  Annales^ 
1815,  p.  530. 

Soient  [fig.  40)  ABD,  ACE  ;  ODE ,  OBC  les  quatre  droites 
données.  Par  le  point  G  d'intersection  des  dcax  droites  OBC, 
ACE,  menons  GF  parallèle  à  ABD,  qui  rencontre  la  droite 
ODE  au  point  F ,  de  sorte  que  Ton  a  : 

(I)  FD:FE  ::  AC:CE. 

Soient  ^,/,  «,  a  les  projections  sur  OBC  des  points  D ,  F, 
E^  A.  Soient  de  plus  m,  n^  p^  et  M  lea  points  de  rencontre 


Digitized 


by  Google 


—  197  = 

des  baoteors  dans  les  trois  triangles  ODB,  ABC,  OCE,  et 
dans  le  triangle  anxiliaire  OCF. 

Cela  posé,  pour  pronver,  par  exemple,  que  les  trois  points 
m,  n,  p  sont  en  ligne  droite,  comme  par  construction  la  ligne 
MC^  est  droite,  et  que  de  plus  les  droites  Mm  et  G/t  sont 
parallèles»  il  suffit  de  faire  voir  que  l*on  a  : 

Mm:Cn::Mp:Cp;  (2) 

ou  bieui  en  prenant  les  projections  de  ces  longueurs  sur  OBC» 
que  Ton  a: 

d/:Ca::fe:Ce, 
ou  bien 

OQbien 


fd:fe::Ca:Ce, 


FD:FE::CiSL:CE, 

œqni  est  précisément  la  relation ^e  construction  (1).  Donc 
on  a  bien  la  relation  (â)  ;  donc  les  trois  points  m,  n,  p  sont  en 
ligne  droite.  On  Terrait  d'une  façon  analogue  que  les  trois 
points  m,  n,  /  sont  en  ligne  droite.  Donc  les  quatre  points 
sont  sur  une  même  droite. 

2^  Théorème,  Si  deux  des  quatre  droites  sont  anti-paral-* 
léles  par  rapport  à  l'angle  formé  par  les  deux  autres,  1*  la 
distance  des  points  de  rencontre  des  deux  triangles  partiels 
sera  égale  à  la  distance  des  points  de  rencootre  des  deax 
triangles  qui  les  comprennent  ;  2*  les  distances  des  points  de 
rencontre  de  chacun  des  grands  triangles  aux  points  de  ren- 
contre des  triangles  non  compris  sont  égales. 

Ainsi  Ton  aura  i  mn=:lp  ei  ml=s  np. 

Par  hypothèse  Ton  a,  BC  et  DE  étant  anti-parallèles  dans 
le  triangle  DAE  :  angle  B=:angE;  angG=angD,  et  de  phis 

AE      AD 
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Il  en  réwilte  immédiatement,  comme  il  est  fadle  de  le  voir» 
que  BD  et  CE  sont  anssi  anti-|)arallèle8  par  rapport  à  l'an- 
DOB ,  et  que  Toa  a  : 

ang  BsangE;  ang&dr—  C}»aqg(âd!r— D),  et  de  plus 

OB    00  ^  ' 

Soiait  (0, 6,  d  les  projeetioos  sur  ACE  des  points  O,  B,  D  ; 
c,  <2,  6  y  les  projeclions  snr  0£,  de  C»  A,  B  ;  c,  ci>,  7,  les  pro- 
jeellons  snr  ABD  de  E,  O,  C. 

Gela  posé,  je  dis  d'abord  qn'on  anra  la  proportion 

pnlnm\:ml:pU  (I) 

On  trouve  en  effet  : 

pi»:iiin  ::  m:iu<  ::  AE.cosG:  AD.oosB; 
de  même 

mi:/»/::  4fô:ci2:;  AB-eosO  :  GA.cosS{ 

donc,  pour  qoc  la  relation  (1)  existe ,  il  ÎbxA  et  il  sofllt  que 

AE.cosE       AD*cosD    .    _,..      .     ,\  ^     . 

--5 5  =  TTî 7f  égalité  qni  existe  en  vertu  des  rela- 

Ad.COBII         AI^.COSVi 

tions  (a).  De  même  je  dis  qu'on  aura  : 

mllmn::  npilp,  (2) 

et  on  a  : 

ml:  mn  ::  cu>':  •y  ::  £b.  cosD:GO. ooslt 
np  :  Ip  ::  6co  :  Sa»  :: OB. cosGO  :  D. cosE ; 

donc,  pour  que  la  relation  (2)  existe ,  il  faut  et  il  suffit  que 
OE.cosE      OCcosG    ,^,_      .  _.  .  ^       ^ 

OB:ïSB=ôD:^ni'*«**"^'"^^*  "  ^'^^  ^  "»■- 

tions  (b)  ;  donc  on  a  en  même  temps  les  proportions  (1)  et 
(2)  ;  or,  i""  en  les  multipliant  terme  à  terme  on  a  : 

ml.  pn  ima    :  :  mLpn  :  ^t , 
donc  mn  xspP  ^oa  mnsspl. 
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Bn  diTisanI  (1)  et  (2)  tenne  à  terme  on  a  : 

iMï    ^      mi   .  '      • 

^-.  *  1  ••  — —  •  I 
ml  np 

tfoft  f?  =  —  ,  ffoù  pn  =  m/. 

ml      np  '^ 

Or  les  deux  égalités  mn^pl^  et  ml=np  démoDirail  le 

tbéorèiBe  qui  fait  l'objet  de  ce  paragraphe. 

3«  Umme.  Un  triangle  étant  inscrit  à  nneooniqne,  les 
trois  droîlas  oonjogaèesaiiix  (rois  côtés  et  passant  respectiTO- 
nent  par  ks  sommets  opposés  oQBioonrent  en  an  même  point. 

Celte  proposition ,  démontrée  analytiquement  {NmmMUm 
jénnaleêj  1845,  p.  432) ,  peut  se  démontrer  géométrique- 
ment,  ainsi  qu'il  suit  : 

Les  trois  droites  conjuguées  mn  trois  côtés  et  passant  par 
les  milieux  de  ces  côtés ,  concourent  en  un  même  point,  cen- 
tre de  la  comque;  donc,  comme  on  pourrait  facilement  le 
démontrer,  les  trois  parallèles  menées  par  les  sommets  oppo- 
sés ,  concourront  «a  mm  métm  frfnt. 

4.  La  démonstration  du  paragraphe  I  suppose  essentielle- 
ment et  seulement  1"^  que  dans  chaque  triangle  les  trois  droites 
menées  par  les  trois  sommets  concourent  en  un  même  point; 
2*"  que  dans  chaque  triangle  la  direction  de  la  transTersale 
menée  par  un  sommet  quelconque  dépend  uniquement  de 
la  direction  du  côté  opposé,  de  sorte  que  dans  deux  triangles 
lels  que  ODB,  BAC  qui  ont  leurs  bases  sur  la  môme  droite , 
les  transversales  menées  par  les  sommets  D  et  A  opposés  à  la 
base  commune  soient  parallèles. 

En  effet,  cela  étant,  on  yerra  comme  précédemment,  pa- 
ragraphe 1 ,  i<*  que  la  ligne  MCp  est  droite,  2*"  que  les  droites 
Mm,  Oi  sont  parallèles,  et  que  leurs  longueurs  sont  entre 
dles  comme  leurs  projections  df,  aC,  faites  suivant  les  pa-r 
rallèle  D<2,  F/* et  na  sur  la  droite  OBG,  et  ainsi  de  suite... 
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Par  ooDsèqnent,  tontes  les  proportions  précédemment  éta- 
blies subsislcront  encore  et  conduiront  au  même  résultat. 

Donc,  d'après  le  lemme  3,  la  démonstralion  du  para- 
graphe 1  est  exactement  applicable  au  thi^réme  général  sni- 
Tant: 

Théorème.  Un  quadrilatère  élant  tracé  dans  le  plan  d'une 
conique,  si  Ton  prolonge  suffisamment  les  côtés  opposés,  on 
oblleal  quatre  triangles  ;  dans  chacun  d'eux  existe  un  point 
de  rcnoontre  des  trois  droites  conjuguées  aux  trois  côtés  et 
passant  par  les  sommels  opposés  $  ces  quatre  points  sont  en 
ligne  droite. 


NOTE 

Sur  un  nouvel  indice  de  l'existence  de  raeinei  imaginaires 
dans  une  équation. 

9AM.  M.  »AU& 

ÉléTe  d'ÀTignon. 


1.  On  sait  qu'une  équation  a  toujours  des  racines  imagi- 
naires quand  plusieurs  termes  consécntirs  de  cette  équa- 
tion présentent  trois  coefficients  en  progression  géomé- 
trique, ou  quatre  coefficients  en  progression  arithmétique. 
La  première  proposition  se  déduit  immédiatement  du  théo- 
rème de  de  Gua,  et  indirectement  de  celui  de  Descartes;  la 
seconde,  dont  la  remarque  est  due  à  M.  Efcrmile,  est  une 
conséquence  de  la  première. 

2.  Théorème.  Si  dans  une  équation  quatre  termes  consécu- 
tifs ont  leurs  coefficients  en  proportion  géométrique ,  et  si  de 
plus  les  antécédents  ont  le  même  signe,  l'équation  aura  des 
racines  imaginaires. 
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Cette  remarque  que  je  crois  nouyelle,  e(  que  l'on  peut  dé- 
duire du  Ihéorcme  de  Descarlcs,  se  déduit  aussi  immédiate- 
ment du  théorème  de  de  Gna. 

En  cOct ,  An^i ,  A» ,  An+i ,  A11+2  étant  les  coefficients  de 
quatre  termes  consécutifs,  on  doit  ayoir  séparément,  si 
tontes  les  racines  sont  réelles,  les  deux  relations  : 

(a)        A  »  >  Aji-i.  Aji+i ,       A\+i>  An.  Aa+n^ , 

Or,  par suitede  la  restriction  faite  dans  Ténoncé»  on  aà  la  fois .' 

Aii-.i.An+i>0,     et   An.  A»+2>0, 

mais  des  deux  relations  (a)  on  déduit  la  suivante  : 

A*n,  A*j|+i>-  An-i.An.  A«+i.  An +2, 

OU  bien ,  divisant  par  le  facteur  positif  An.  A^i+i  9  on  aura  : 

{*)  An.  An+i>An— I.  An+îî 

or,  dans  le  cas  actuel,  on  a  : 

An.  An+i  =  An— t.  An+2  ; 

donc  on  ne  pourrait  avoir  en  mémo  temps  les  deux  rela- 
tions (a) ,  donc  réquation  a  des  racines  imaginaires. 

S.  Soient  a^  b^  c,  d  les  coefficients  de  quatre  termes  con- 
sécutifs d^une  équation;  supposons-les  en  proportion  arith- 
métique ;  on  reconnaîtra  facilement  que  Féqualion  aura  des 

/»*  — •  ac 
racines  imaginaires ,  si  l'on  a  :  ,,_  ,  >  0,  en  multipliant 

c 


l'éqaation  proposée  par  x  —  7 


An.  >s  lUnnCM.  Yl.  i^ 
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QUESTION  D'EXAMEN  (^.  t.  V,  p.  703). 

Lieu  des  milieux  des  cordes  de  direction  donnée,  interceptée 
entre  deux  coniques. 


I.TH&oaÈMB.  Le  milieu  des  cordes  de  direction  donnée , 
interceptée  entre  deax  coniques,  est,  généralement  parlant, 
une  ligne  du  quatrième  degré. 

Démonàration.  Prenons  pour  axe  des  y  une  droite  ayant 
la  direction  donnée ,  et  soit  Téqualion  ordinaire  à  six  termes 
celle  de  la  première  conique  \  et  une  équation  analogue  avec 
des  coefficients  accentués,  celle  de  la  seconde  conique.' 
Toutefois  nous  supposons ,  ce  qui  est  toujours  permis ,  que 
le  coefficient  A  de  y*  est  le  même  dans  les  deux  équations  ; 
résolvant  les  deux  équations,  on  a 


[2At.+Bx+D]==Km:?-2ÏFF7;  [2Ar.+B'x+DT  = 
=V//*j:'—  2xj: + X  ; 

Y,  et  Y,  sont  les  coordonnées  correspondant  ;à  la  même  ab- 
scisse dans  chaque  conique;  (a,  x,  X  sont  des  quantitàide  la 
seconde  conique,  analogues  km^  k^  l  dans  la  première  co- 
nique m=B"— 4AC 

k  =âAE— BD 

/  =D'— 4AF. 

La  grandeur  absolue  de  la  corde  interceptée  est  Y.—  Y.;  en 
représentant  par  y  l'ordonnée  du  milieu  de  cette  corde ,  on 
a  ^=Y,-f  Y.  ;  il  vient  donc 

4Ar+'a:(B4-B')+D+D'=  |/ma:'— 2*a:+H.l/^'— 2xx+>  ; 
faisant  disparaître  les  radicaux ,  on  obtient 
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équation  du  quatrième  degré. 

IL  DiseuMfUm.  Le  second  membre  peut  prehdre  cette 
forme  t 

ks  deux  facteurs  trinômes  deviennent  ^ux,  lorsque 

*       X       /        > 

k  première  équation  annonce  que  les  centres  des  deux  co- 
ttiquee  sont  sur  une  parallèle  à  Taxe  des^" ,  et  la  secondç,  que 
les  pôles  de  Taxe  des^,  pris  par  rapport  aux  deux  coniques, 
sont  aussi  sur  une  parallèle  à  l'axe  des^. 
On  a  les  identités 


m        m        m' 

(t,  I,  p.  490); 


X*       \        «AL' 


L      L' 
donc»  d'après  les  équations  (1),  — .  ss  -^^  maîa  les  trinômes 

peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

iV      *AL        /        x\*     4AL' 


K)-^ -('-=)■- 


>r' 


le  lieo  est  donc  le  système  de  deux  coniques  représeolé  par 
l'éqpatioD 

[4Ay+(B+ff)r+D+iy]'= [|/;i±r/;]'[x--^+"]. 

III.  Si  les  deux  coniques  sont  concentriques  et  ont  un  dia- 
mètre commun  de  même  grandeur  ;  on  peut  prendre  ce  dia- 
mètre pour  axe  des  :r  et  le  centre  pour  origine;  alors 
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jtr=x=0,  F=F,  et/=*AF=>==— 4AF'j  donc  réqualîon 
da  quatrième  degré  devient 

F  / 

c'est  la  question  12  proposée  tome  Y,  p.  702.  -r  oa  — -, 

présente  le  carré  da  demi-diamètre  commun. 

jévis.  Nous  engageons  les  candidats  à  traiter  cette  dernière 
question  directement.  Les  méthodes  les  plus  générales  sont 
toujours  les  meilleures  sous  le  point  de  vue  scicntiGque, 
mais  ne  valent  rien  pour  les  examens  où  l'on  ne  donne  que 
de  petits  cas  particuliers  qui  exigent  de  petits  expédients 
auxquels  il  faut  être  préparé  d'avance,  sous  peine  d'échouer, 
les  plus  forts  comme  les  plus  faibles.  Tm. 

ANNONCE. 

LtçoN  D'âBrrRMÉTiQUB,  dédiéc  aux  candidats  aux  Écoles  spé- 
ciales ,  sur  la  multiplication  abrégée  (avec  la  mesure  de 
rerrcuc)  ;  le  nombre  des  chiffres  du  quotient  dans  la  divi- 
sion ;  la  division  ordonnée  de  Fourier  ;  la  division  abrégée 
de  M.  Guy;  rextraclion  de  la  racine  cubique  ;  la  théorie 
des  approximations  numériques  de  M.  Guilmin.  Par 
M.  P.  F.  Verhulst,  membre  de  TAcadémic,  professeur 
d'analyse  à  T École  militaire  de  Belgique.  Bruxelles,  1847, 
in-i2  de  72  pages. 

Cet  opuscule,  complet  sans  superfluités,  précis  sans  obscuri- 
tés ,  qualités  si  difficiles  à  réunir,  est  non-seulement  utile  aux 
élèves,  mais  indispensable  aux  professeurs  qui  désirent  con- 
naître Tèlat  actuel  de  renseignement.  Les  additions  faitcaanx 
diverses  méthodes  n'en  sont  pas  le  moindre  mérite  et  sont 
dignes  du  lumineux  auteur  du  Traité  des  fonctions  elliptiques. 
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QUESTION  DEXAMEN  (voy.  t.  V, p.  703). 


Problème.  Résoudre  réquation  asmx+bcQixssc. 

Solution.  Faisons  -r-r^.  =sinii»î  -rm=cosm;  m  est 

c 
conna  par  les  tables  j  réqnation  devient  cos(a>-m)=  ; 

les  tables  donnent  ar^^m,  et  par  conséquent  x  i  si  c=a*-^6*, 
alors  jc=m  ;  si  &>a*-\-b^,  x  est  imaginaire  ;  lorsque  c  est  né- 
gatif, on  fait  j:=:— ^,  et  réqnation  devient  a  sinr— f»cos^=:c, 

Obitrnaiion  I.  Par  la  table  de  Gauss,  on  (rouvo  facilement 
loi:(«'+^*)  au  moyen  do  logrt  et  logé  {V^  Finck»  Élémenii 
talgébrty  p.  518,  seconde  édition). 

Observation  II.  Dans  la  courbe  transcendante  donnée  par 
réquation  ^=:âsinj:-|-6cosj:,  la  valeur  maxima  do^  est 
a*-f-&*)  Taire  comprise  entre  Tordonnée  à  Torigine  et  une 
ordonnée  quelconque ,  ajoutée  au  coefficient  angulaire  cor- 
respondant à  cette  dernière  ordonnée,  est  une  quantité  con- 
stante. La  courbe  est  une  sinussoïde. 


SUR  LES  NORMALES 
et  le$  Développées  des  coniques. 


Remarque.  Nous  faisons  usage ,  dans  ce  qui  suit ,  des  fonc- 
tions que  nous  avons  introduites  dans  la  théorie  des  coniques, 
fonctions  qui  existent  similairement  pour  tontes  les  ligues  et 
surfaces  algébriques,  et  qui  servent  à  l'application  de  la 
théorie  des  équations  à  la  recherche  des  propriétés  de  Tespace, 
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ce  qui  constitue  la  Traie  géométrie  cartésienne,  et  qu'on 
n'enseigne  pas  dans  nos  livres  élémentaires;  ce  qu'ils  don- 
nent sous  ce  nom  n'est  qu'une  macédoine  de  problèmes  et  de 
théorèmes ,  résolus  et  démontrés  moyennant  des  opérations 
algébriques,  chose  qu'on  savait  faire  et  qu'on  faisait  plus 
d'un  siècle  avant  Descartes.  Rappelons  notre  notation.  Nous 
désignons  la  fonction  fondamentale  par  L,  saroir  : 

L=AF— BDE-|-CD'+F(B'— 4AC)  ; 

elle  renferme  six  coefiBcients  y  et  de  là  six  fonctions  dériTées 
partielles  : 

^=i'=2CD-BE;  ^:^*=t2AE-BDî 
^==— ii=DE— 2BF;  ^=iit:=B»— iAC- 

I.  Problème.  Etant  donnée  l'équation  générale  d'une  co- 
nique, rapportée  à  des  axes  rectangulaires,  et  Téquation 
d'une  droite  située  dans  le  plan  de  la  conique,  quelle  rela- 
tion doit  exister  entre  les  coefficients  pour  que  la  droite  soit 
normale  à  la  courbe. 

SùlvXvm.  Soient 

l'équation  de  la  conique,,  et 

rfj^  +  «^+/  =  0  (2) 

l'équation  de  la  droite ,  désignons  restrictivement  par  x^Xy 
los  coordonnées  du  point  d'intersection  de  ces  deux  lignes. 
Pour  satisfaire  à  la  condition  énoncée ,  on  doit  avoir 

2Ar4-Bj?+D       —  e 

2Cr-i-B:K+E^    d  ' 
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Combinant  celte  équation  avec  réquaUon.(2),  oi^dédait 
Mar==/-(2Ad4-B«)-rf(rfD+«E)}  mj^—f(^Ce+Bdi+ 

gdtetltiiaaf  ces  taleafâ  de  a:  et  de  y  datis  Téquafion  (1),  réo- 
nissant  les  termes  en  /*,  en/,  et  les  termes  indépendants 
de/,  M  troare  »  toate  rédaetioii  faite ,  et  faisant  usage  des 
NlatMM  d  identité  (t.  I,  p.  «90)  t 

/(A^T+Rfe+O')  [,«/+2Jf  rf+2Ae]+«*(C/— L)+ 

+  iPe[Bf*-2An]4-rf*[Af-L)=0,  (3) 

fClatîoD  cbcniite. 
Coro/{aire  1.  Lorsque  le  rapport  -%  est  coDStant,  Féqna- 

a 

tion  en/ n'est  qne  du  second  dei^ré  ;  ainsi  il  n'y  a  que  denx 
normales  parallèles^  ce  qni  est  évident;  lorsqne/est  nul, 
ce  qni  revient  aux  droites  passant  par  un  même  point ,  Té- 

qnation  en  -^  est  du  quatrième  degré.  Nous  devofus  à  M.  Gé* 
» 

rodola  ptettAète  discussion  complète  de  ce  cas  (t.  Il,  p.  16). 

Problêmb  2.  Étant  donm>e  l'équation  d'une  ligne  àm 
sixième  degré,  à  coordonnées  rectangulaires,  yérifier  si  elle 
est  la  développée  d'une  coniqae. 

SoluHM,  Sott  f{±,y)^sO  Féquation  donnée  du-sixième 
degré,  et  soient  Jty  les  eoordOûnéeS  &Tra  pofm  de  la 
courbe;  l'équatloii  de  la  fàVî^ente  à  la  cotttbe  en  ce  ^int  est 
^D^+-^Daî'=r'Dyr— x'Dj/;  Dx'  etDy'  désignent  les  dérivées 
de  Ta  fonction  ^  prises  successivement  par  rapport  k±eihj^9 
et  dans  lesquelles  ces  variables  couraMes  sont  romptocéea 
respectivement  par  x'  cty  ;  ou  sait  d'ailleurs  que  le  ^cond 


Digitized 


byGgogle 


—  208  - 

membre  ne  renferme  que  des  termes  du  cinquième  éegté. 
Mettant  dans  la  relation  (3)  du  problème  précédenr,  aa  lien  de 
dj  c,/,  respectivement  les  fonctions  D^» ,  Dj:',  jr'Djr^—xBx,  ; 
si  l'on  peut  donner  aux  lettres  A,  B,  G... F  dos  valeurs  telles 
que  la  relation  s'annule  identiquement,-  alors  la  courbe  est 
la  développée  d'une  conique,  déterminée  par  les  valeurs  des 
coefficients  A,  B...  F.  Si  cette  possibilité  a'existe  pas,  la 
courbe  donnée  n'est  pas  la  développée  d'une  coniqnc. 

PaosUjiB  3.  Étant  donnée  l'équation  générale  d*une  co- 
nique, à  coordonnées  rectangulaires,  trouver  l'équation  de 
la  développée. 

l'r  Ccri.— Courbes  â  centre.  Soit  l'équation  do  la  courbe 

Ay-^-Bxy+Cx'+Dx+Ex+F^iO ;  prenons  pour  origine 

k   '  V 

le  centre  ;  à  cet  effet ,  faisons  x=x^-^ — ,  y  =y  H —  i  <» 

m  m 

aura  A^^^+B^Z+^VH —  =  0;  rapportons  les  courbes 

à  ses  axes  principaux;  posons  x' =:x"cos<p~y8inf, 
y=:-4-x'  sin  f+y'cosç,  on  peut  toujours  supposer  que  f  est 
un  angle  aigu,  et  sul)sti(uant,  il  vient  a'y'*+  &*«r^'=^'^* 
pour  l'ellipse  \  la  développée  de  cette  ellipse  est 

[a*jr"*  +  by  —  c<]5  =  21a'b'c^xy  {F.  t  II,  p.  7*) , 

ou  c*=a*'^b\ 

Bevenant  au  second  système  d*axes,  on  a 

j;"ssx'cosr+ysin(p  ;  y=— x'sîuf -f^cos^  ; 
x"'  =  x'*cos"f  4-2x>'sinf  cosf -fy»sin>  ; 
y =x^*sln>  —  2j/y8inf  cosçH-y*cos>  5 

on  a  tang2?=-^^  ;  delà  on  déduit ,  par  les  relations  tri- 

A — ti 

gom>métrique8  connues  : 
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sin2(p==  ~  (B  et  R  doivent  avoir  même  signe)  i 

cos't  =  ^^^^;  an>  =  ^i^,oùR'=(A-C)'4B-; 
on  a  aassi 

«•=^  (N+  R];  b'=  ^[N-R],  oàN=A+Ci 

16L*R*  ' 

et    c*= —  (F.  1. 1,  p.  493,  et  t.  II,  p.  431)  j 

faisant  les  substitutions,  il  vient 

«[/«'(Ax^-Bxy+qr")— iLR'p+27m'L[B(x'"-y«)+ 
+2(A^C)ary]«=0.  (1) 

On  revient  du  second  système  an  premier,  moyennant 

jd^x ;  jr=y , 

m  m 

et  l'on  a  ainsi  Téqaalion  générale  de  la  développée  de  Tel- 
lipse,  les  axes  élant  rectangulaires. 
Pourl'byperbolc,  il  faut  changer  le  signe  de  6\  et  prendre 

^*=:  —7  [R  — N],  et  Ton  arrive  à  la  même  équation  que  ci- 
dessus. 

Parabole.  Mémo  équation  générale  que  dessus ,  et  soient 
« ,  P  les  coordonnées  du  sommet,  on  a 
»NL>=A:(/+r)— 4ELi  8NLp=if (/+/')— 4DL  (t. Il,  p.  432); 
adoptons  le  sommet  pour  origine,  et  pour  axes,  les  axes 
principaux;  à  cet  effet ,  faisons 

j:=:a+ Jf 'pos  f— y  sin  f 
jr=?+j:'8inH-yc08^, 
on  doit  obtenir  Féquation 
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V/lS 

car  le  paramètre  principal  est  égal  à  -^^  (^.  1. 1,  p.  49*)  5 
l'éqùatiQU  de  la  déyeloppée  est  ator» 

2      N-    -^       V^  2N-/-"' 

dans  le  cas  aetoel ,  R=::±(  A-j-C)  ;  donc 

A  f"  B 

flOé'.^^;  8iB'<p^|^;  Sin2<p=s:|^; 

reTçnoDs  du  second  système  aa  premier  :  Vom  • 

x'=cost(x— *)+"n»(^— 3)i  y=-«in»{jr— a)4«»|0'— p), 

r''=^  [C(x-«r~B(*-»)  (j'-W+ACr-P)']. 


et  »/l=:     * 


tabstitoant;  il  vient 

=  [*  AN(jr— «)+2BN(r— p)  -*]'  ; 
■aia  le  trinôMe  da  premitr  mmkm  «M  le  «wHr  de 

(Jc—x)yc+(y—P)yl^^   et  remplaçant  i^  an  — r=, 
il  94eiil 

Problémb  4.  ËCaiit  donùée  féqnation  générale  d  une  co- 
niqnë  à  coordonnées  obliques,  troater  réktùâtfoftdcf  h^dfifl^ 
loppée. 

Solution.  Même  Aôtatton  que  dessus  :  7  Tangle  des  axes; 

\ 
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ooDsanroBft  mtee  c^igiiie  et  même  axe  dos  x  i  prenoot  k» 
axes  rectaDgolaires.  A.  cet  effet ,  faisons 

4PaBx'— y  C0«7  ;  ;rtta7=y, 
il  Tient 

r*"  [A-BcosT+C  cos'7]  +xy  [B  sin  7— 2Cco87I^-Ca:'•sin'7+ 
4ysin  v[D-E  cos7]+sin*7(Rr'+F)  =  0  ; 

les  axes  étant  rectangulaires  »  on  peat  appligoisr  les  résnitata 
préoëdemmen  tobtenns,  et  ensuile  reyenir  au  système  obli- 
que à  l'aide  des  formnles  a/=sj:+j^cos7  ;  y  =j'8in7. 


SOLUTIONS 

IhfiÊdfêm  yisrtttw  sur  Vmrigimémtù^Nmmàmiamlm 
coniques. 


Remarque.  Noos  prenons  l'équation  hexanôm^  dt  la  co- 
nique, et  désignons  par  7  l'angle  des  axes;  nons  faisons 
usage  de  la  fonction  principale  L  et  de  seé  six  Ibnetions 
déméea  it,  i^,  <,  r.  it,  m,  (jToîr  pàg»  901.) 

1.  Quelles  sont  les  équations  de  condition  pour  que  Tocj- 
gine  soit  :  1*  sur  la  courbe;  2^  un  sommet;  3*  le  centre; 
4<>un  foyer;  5*  un  centre  de  courbure;  6""  sur  un  axe  prin- 
cipal ;  7*  sui'  une  directrice. 

Suhaiom.  i*Surli»e&urhe:F=ù,  équaiioB decoidIliBik; 
/L*(2Acos7— B')=*'/R*l 
(LVCcosT— B')=r/R'f' 
tion  où  R'=(A+C)*+msiii'V-,  (poy.  1. 1,  p.  26, équation  (^) ; 

V  Le  centre:  k:=z  0;  If  =  0i 

4*  Un  foyer-  /=  f  ;  m  =/  eo»7  (wy.  t  II,  p.  427)  : 

&""  UnciHÊre  déco^hure  *  k)S  axes  étani  rectangulaires. 


r  IMâ»«iiarL^Ltr'^^"?/-r"  l  éinNionidecondi. 
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Ellipse  et  hyperbole  4[A*'  ^B**'+  C*"— 4LR'm']»+27mT[. 
[B(**— r)+2(A— C)  AA^]'=0;  on  parvient  à  ce  résultat,  en 
remplaçant  dans  Féquation  (1)  de  la  développée  (toy.  p.  209) 

k  II! 

X  aXy  par et ; 

m  m 

Parabole.  27  ilN'[2Ap  +  Ba]'=r  2  [tANa  +  2BNp— *]» ; 
N  =  A  -}-  C  ;  x,  p  sont  les  coordonnées  du  sommet.  Fqir  la 
développée  delà  parabole  (p.  210). 

Obiervation.  Si  les  coordonnées  sont  obliqnes,  il  faut  les 
rendre  rectangulaires,  comme  il  a  élé  dit  pages  210  et  211. 

6*  Sur  un  axe  principal.  A'[2Acos7— B]=A:[C— AdiR], 

où  R=  \/(A+C)'+m8in'7  ;  il  faut  que  Tune  ou  Tàutre  de 

ces  deux  équations  soit  satisfaile;  on  parvient  à  ce  résultat, 

en  remplaçant  dans  l'équation  aux  axes  principaux  x  ciy  par 

k          k* 
et (voir  1. 1 ,  p.  496). 

Observation.  Cette  équation  de  condition  équivautà  celle  ci: 

*[2Acos7-B]=A'[A-.C=fcR], 

et  cela  en  vertu  de  la  relation  dldentité  . 

(A— C)*+[2AcosY— B]  [2CcosY-B]=R'  (voy.  1. 1,  p.  490). 

T  Sur  une  directrice.  La  polaire  de  Torigine  doit  dans  ce 

cas  passer  par  un  foyer. 

Ellipse  et  hyperbole.  L'équation  de  la  polaire  de  l'origine  est 

k  V 

I]^^Ej;-|.2FcsO;a4-— ,  p-j-  — sont  les  coordonnées  du 

foyer;  a  et  p  étant  les  coordonnées  du  mémo  point  lorsque 
l'origine  est  au  centre  ;  substituant  ces  valeurs ,  il  vient  pour 
équation  de  condition ,  m  (Dp  +  Es]  s  2L  ;  d'où 

m«[D'p'+2DEap+Fa^=4L';  . 

mais  on  connaît  les  valeurs  de  a%  p\  et  ap  en  fonction  des 
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coefficients  de  Téquation  (t.  II,  p.  430).  Pour  avoir  «p,  ilfaal 
avoir  recours  à  Fé^oa lion ,  aux  axes  principaux 

2(A— C)aP+a'[B— 2Ccos7]4-a'[2Acos7— B]=0; 

on  en  déduit  : 

a?sitf7=  —,  [cosvCN— R]  — Bsîa*7] 

ou       R*^  =  N'  +  i»sin'7Ct  N=A  +  C  — BCO87Î 

faisant  les  substitutions,  on  a,  tonte  réduction  faile  : 

[N  — R]  [D'+F  — 2DEcos7]  +  2/iiPsin'7=:0. 

Parabole.  On  a  D8-(-Ea=:  — 2F;  remplaçant  p  et  a  par 
leurs  valeurs  trouvées  (t.  II,  p.  432) ,  on  obtient  pour  équa- 
tion do  condition  :  COS7 [Di^f  +  Fit'/]  s  L(/— f)  ]. 


NOTE  SUR  LES  RACINES  ÉGALES. 

FAR    A.   VAOBBTTS, 

Ucaneié  et  seiences  malbéiiMtiqaes  »  et  lioencié  es  tckencef  pbitlqaM. 


1»  Exprimer  que/(x)=0  a  n  racines  égales. 
On  a  les  trois  moyens  suivants  :  1"*  exprimer  que  le  quo- 
tient dey*(a:)  par  {x — a)*  est  entier;  2«  exprimer  quey(x), 
/'(x).,.yx»— 0  ont  une  racine  commune  a;  3*  exprimer  que 
f{^)  ct/'Cx)  ont  un  diviseur  commun  du  degré  «—1 ,  qui  est 
une  puissance  exacte  {x — a)*^'. 

Ces  trois  procédés  sont  identiques.  En  effet,  remplaçons, 
dan8y(j:) ,  x  par  a-^x^a^  et  développons 
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EadiTisantpar  (X— a)*y  le  premier  membre  devient ,       \m» 


et  l'on  a 

t 


f{x)    _   f{a)  /'(a)  r(a) 

Le  second  membre  deTtiit  être  on  polynAmo  entier  en  x,  il 
faut  qae  les  termes  où  x  entre  en  déoomioateor  disparais- 
sent d'eux-mêmes,  c'est-à-dire  qu'on  ait 

/(a)=0  ;  /(a)=0  ;  f\a)^0  ...  /C— i)fa)=:0 , 

n  équations  qui  contiennent  a  «  et  donneront  fi—1  ooodi- 
tions  quand  on  aura  éliminé  a. 

Ce  sont  les  mêmes  conditions  qu'on  (rouyerait  par  le  se- 
cond pi^océdé. 

Par  le  troisième  procédé ,  on  sait ,  d'après  la  formation  du 
dérivé  d'un  polynôme  au  moyen  des  facteurs  de  ce  poly- 
nôme, que  s'il  existe  un  commun  diviseur  (x— a)*^  entre 
f{x)  et/'(x),/(x)  doit  admettre  comme  diviseur  (x— a)*; 
car/'(x)  étant  la  somme  des  produits  m— 1  à  m—\  de/(x), 
si/(x)  n'était  pas  divisible  par  (x— a)*",  la  somme  des  pro- 
duits ne  pourrait  admettre  comme  diviseur  (x— a}**~'.  En  ex- 
primant donc  que/(x)  est  divisible  par  (x— a)*,  on  trouve 
les  conditions  précédentes;  et  en  exprimant  que/'(x]  est  di- 
visible par  (x— a)*^,  on  les  retrouve  toutes»  excepté  la  pre- 
mière ;  en  effet  : 

f\a+x^)=f\a)+'^{x-'a)^'Ç^  ...  + 

ou  bien  : 
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/(^i){a)  /(«)a 

"**  1.2...(/i— 2)  (x^a)^i.2...{n^iy'" 

Comme  ledearième  membre  doit  être  no  polynâme  entier 
en  x,  on  a  les  conditions 

/»=05   /"(a)=0...../e-0(a)=0, 

où  il  ne  manque,  poar  ayoir  tontes  les  précédentes,  qne  la 
condition  /(a)=0. 

On  évite  ainsi  le  paradoxe  qne  M.  Gérono  ayait ,  à  mon 
ayis^  snflSsamment  résolu  dans  le  tome  I*'  des  Annales.  JV 
joute  néanmoins  que  les  développements  nouveapx  qu'il 
vient  de  donner  dans  le  tome  actuel  confirment  pleinement 
sa  théorie  par  des  exemples ,  et  font ,  ponr  ainsi  dire,  ton* 
cher  an  doigt  la  démonstration. 

Ponr  démontrer  plus  rigoureusement  les  conclusions  qui 
précédent ,  J'observe  que  le  reste  de  la  division  def{x)  est 

{x—aT  "•"  (:c— ap  "^  i  .2(a:-a)—  "^  •"  "»" 


1.2...(/i— 1)(j:— a)' 


el doit  être  nul,  quelque  soit  x  ou  quel  que  soit  jt-t^s;  on 
peut  l'écrire 


^       l/W  +  /'(«)  (^-^)  +'^'j^  (^-«)'+...+  ^ 


^  1.2...(n— 1)  ^        '  ^ 
C'est  alors  nne  Identité  qni  donne  les  conditions  énoncées. 


:0. 
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QUESTIONS. 

1M.  Étant  donnés  deux  ellipsoïdes  semblables,  coDcen- 
triqucs  >  et  ayant  leurs  axes  principaux  homologues  dans  la 
même  direction ,  tout  cylindre  circonscrit  au  petit  ellipsoïde 
coupe  le  volume  du  grand  dans  un  rapport  simple  qu'il  s*agit 
de  trouver.  (Lebesgne). 

145.  Une  droite  est  parallèle  au  plan  d'une  conique^  un 
plan  de  direction  donnée  coupe  la  droite  et  la  conique  en 
trois  points;  formant  les  sommets  d'un  lrian|;le,  trouver 
i"*  l'équation  de  la  surrace  engendrée  par  les  côtés  du  triangle 
qui  vont  de  la  parallèle  à  la  conique  -,  2»  dans  quel  cas  les 
sections  planes  de  cette  surface  sont-elles  des  coniques; 
3**  évaluation  du  volume.  (Wallîs). 

146.  Dans  un  parabololde  hyperbolique  dont  les  paraboles 
principales  sont  égales,  la  somme  ou  la  différence  des  distances 
des  divers  points  d'une  même  ligne  de  courbure  à  deux  géné- 
ratrices rectilignes  Oxes,  est  constante.         (J.  A.  Scrret.) 

1 47.  Uéquation  de  la  développée  de  la  courbe  a'jc'-f-^y  » 
=(-^*+.r";%  qui  est  lieu  géométrique  des  projeclièns  ortho- 
gonales du  centre  d*ane  ellipse  sur  ses  tangentes,  peut  s'é- 
crire sous  la  forme  suivante  : 

%     /""5     â  2      i      .  2      2  *        *l 

(Sirebor). 

148.  La  rectification  de  la  courbe,  lieu  géonoétriqne  d'un 
point  tel  que  si  de  là  Ion  mène  deux  tangentes  à  une  ellipse 
donnée,  Tangle  qu'elles  font  soit  constant,  s'effectue  par  des 
fonctions  elliptiques.  (Strebor). 
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THEOREME 
iur  les  courbes  algébriques  asympiotiques. 

PAR  J.  A. 


Si  une  droite  est  asymptote  d'une  branche  de  courbe  algé^ 
brique ,  elle  Vesî  également  d'une  seconde  branche. 

Soit  pris  pour  l'un  des  axes  coordonnés  Fane  des  asymp* 
totes  d'une  courbe  quelconque,  algébrique  ou  non,  el  soit 
F(x,  j^)sO  Téquation  de  cette  courbe.  Giangeons  ^  en 

-,  Téquation  F(x,  - )  =  0  appartiendra  à  une  seconde 

courbe,  laquelle  passera  par  l'origine  des  coordonnées;  or, 
si  pour  celle-ci  l'origine  n'est  pas  un  point  d'arrêt ,  elle  sera 
toujours  coupée  en  deijx  points  par  un  cercle  décrit  de  l'o- 
rigine arec  un  très-petit  rayon;  en  d'autres  termes,  pour  une 
très-petite  Taleur  de  jt,  yariant  par  exemple  de  ^e  à  -{-e,  il 
y  aura  deux  valeurs  de  ^réelles  et  très-petites  ^  qui  pour- 
ront être  de  mêmes  signes  ou  de  signes  contraires.  Par  consé- 
quent, en  remontant  à  la  courbe  primtlive ,  on  ycrra  que  si 
X  varie  de  -f  e  à  0  et.de  — e  à  0,  on  aura  deux  valeurs  réelles 
de  mêmes  signes  on  de  signes  contraires,  et  qui  augmentent 
au  delà  de  toute  limite.  11  n'y  a  d'exception  que  dans  le  cas 
où  l'origine  est  un  point  d'arrêt  pour  la  courbe  auxiliaire , 
ce  qui  ne  peut  arriver  chez  une  courbe  algébrique:   On  en 

voit  un  exemple  sur  l'équation  jr  =  e^. 

Note,  Ce  théorème  est  dû  à  I^evirton ,  et  est  énoncé ,  si  je 

ne  me  trompe,  dans  son  Enumeratio  Linearum  tertii  ordinis. 

^  Euler  dit  :  «Quam  ob  rem  curva  duos  babebit  ramos  in  in- 

Anr.  di  Hathém.  VI.  15 
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finitam  excurrentes  înter  se  oppositos ,  quorum  aller  corn 
ista  linea  recta  antrorsum  ^  aller  cam  eadein  retrorsam  in- 
flnite  producta  conYcniel  (Int.,  t.  II,  S  ^74).  Ce  quamoh 
rem  ayait  besoin  d'one  démonstration.  Tm. 


DÉMONSTRATION 

4e8  AiuUogies  de  Néper. 

êiid«ii  élAfi  d«  1*10010  do  «rti  oi  nunatàoUifM» 
piofotMar  à  l'Unironité  do  Madrid. 

Maltiplkws  rnne  par  Taulre  les  deux  fommles 

tangÎB=V/iîfcpiî^ 
et  nous  aurons,  diaprés  des  réductions  très-simples  : 

2         ^2  sin/7 


w 


OU)  cequiestégal: 

sin  X  A  sm  -  B 

2  2     _ginf/.-c) 

cos-Acos-B  ' 

â  2 

d*où  il  vient  .* 

cos-Acos-B+sin-Asîn-B  ,   .  ,       , 

2  2     '       2  2     _  sin/>+sin(j?— c) 

^  A        ^  ï»      .    ^  A   .    1«  ^  sln/^—sinfi;- c)' 
cos-Acos-B— sm^  Asin-B  ^        ^ 

2  2,2  2 
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Or,  d'après  des  formules  osuelles,  le  premier  membre  est 

cosl(A-B) 
égala 


coei(A  +  B) 


et  le  deuxième  à 


tang  -(ip—c)      tang  -  (a +6) 

-        ï        =       -        ji 
lang  -  c  tang  I  c 


donc 


cobÎ(A-B)      tangî(a+6) 

cos-(A+B)  tang  -c 

c'est  nne  des  analogies. 
Oivisons  maintenant  les  deox  formoles  (a),  et  il  résulta 


ig      «!!(/?— a)' 


oa 


tang^ 


8in-Acos-  B        ,  ,       ,, 
2  â     _  8ln(/? — b) 

1  .    .    1  -,  ~  8in(/>—a)  ' 
G08-Asin-B  ''^ 


donc 

il  il 

sîn  -Acw-B— c<»-Asln-;B        .  ,       ,^ 


iAcoslB+coeiAsinlB      «»(/'-*)+.»(,.-.)' 
00  enfin 


sin^ a 3 3 
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sin  -  (A— B)      taDg  -  (a— ft) 
sm-(A+B)  tang  -c 

c'est  l'analogie  conjugaée  de  la  première. 
Le  triangle  sapplémentaire  donne  les  denx  autres. 


QUESTION 
9ur  des  Ellipses  homofocales. 

PABL  m.  Muaàmm  jubé, 

profesiear. 


Étant  donnée  une  série  d'ellipses  homofocales,  quelle  est 
la  courbe  qui  passe  par  tous  les  points  de  ces  ellipses ,  où  les 
normales  sont  parallèles  à  une  droite  donnée? 

Soient  F,  F'  les  foyers  de  ces  ellipses,  les  axes  princi- 
paux pris  pour  axes  de  coordonnées  ^  et  a,  b  les  demi- 
diamètres  de  l'une  d'elles.  Son  équation  sera  a^'-f  6'a:*:;=a'i\ 
Le  coefficient  angulaire  de  la  normale  menée  en  un  de  ces 

pcHnts  (<r,^)  sera  —-  ^  et  aura  une  yaleur  k  constante  si  ce 

point  appartient  au  lieu  cherché. 
Soit  FF=2c,  aT'-b'^^c* ,  d'où 

et  enBn 

xyiy'-'X* jp  :x^y\=---c^xy. 

On  trouve  donc  pour  lieu  géométrique  a:=  0,  ^^=0,  et 
J'hyperbolc  équiialérc  concentrique  aux  eiiipsrs , 
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Si  le  plan  des  ellipses  est  vertical ,  et  que  la  direction  coq* 
stantc  des  normales  soit  anssi  verticale,  on  obtient  la  conrbe 
qne  décrit  le  point  d'application  d'un  poids  qu'on  hisse  au 
moyen  d'un  Gl  flxé  en  F,  et  qui  s'enroule  sur  une  poulie  en 
F,  et  une  autre  mobile  au  point  de  suspension. 

Note,  Il  est  évident  qu'on  trouve  le  même  Heu  pour  une 
droite  donnéede  direction,  et  faisant  avec  l'ellipse  homofocale 
un  angle  donné;  lorsque  cet  angle  est  nul,  on  a  la  tangente. 

Tm.     , 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  124  (t.  V,  p.  376). 

9AB.  M.  KOVTXB», 

élève  aa  Collège  de  Versailles. 


{Fig.  41 .)  Soit  oMP  un  triangle  dont  le  sommet  fixe  o  est 
sur  une  droite  fixe  oL  située  dans  le  plan  du  triangle, 
on  a  : 

oP=li    MP=|/2,    et    cos(MaP— 2oMP)»cosMoL. 

Le  lieu  du  point  M  est  iipe  lemniscate ,  et  la  tangente  en  M 
passe  par  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  oPM • 

(Serret.) 
Je  prends  o  pour  pôle  ;  oL  ponr  axe  polaire,  et  j'appelle 
(0 ,  p  les  coordonnées  du  point  M  ;  on  a  alors 

oos  MoP  cos  2oMP+sinMoP  sin  2oMP=scos  a>. 

Or,  dans  le  triangle  MoP  -. 

cosMoP=.^î    cosoMP^I^î 
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et  par  suite  sio  MoP  = ^—-^ ;   sinoMP  t=,   etc.; 

reportant  otiTaleari  dans  la  précédente  équation,  etrédai- 
fiant 

p*— ♦p'OOS  W-f^p*^  1  =aO  , 

équation  polaire  d'une  Icmniscate  ayant  pour  axe,  Taxe  po- 
laire; le  centre  Y  a  pour  rayon  vecteur  oy=\  ;  et  les  som- 
mets s  et  s\ 

os':=i+y2;  o«=|/2— 1 ,  etc. 

Soit  c  le  centre  du  cercle  circonscrit  an  triangle  oPM ,  et 
cD  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  oM  ;  alors 


.D  =  y/cM*-^'; 


abc 
mais  9  d'après  la  formule  R==;-j-, 

âpstuMoP       K6p'— p<— I 

et  ..D==P.  _£=!_. 

S      \/6p*— p4--l 

En  désipMint  par  k  un  certain  accroissement  du  rayon 
vecteur,  et  par  h  raeorolssement  correspondant  de  rangh  : 

limite  (7)  =-Vr5^ — • 

Si  donc  Je  mène  la  sous-tangente  polaire  du  point  M  s 

►'-P*-3 


^        \kj        4p*sin  0) 


Or,  fl  est  aisé  de  vérifier  que 

p(p— 3)    ^  Vzieîr^ 

V/([ip«_p<-.1  4p*8in» 
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c'est-à-dire  qae  ScDsoT;  donc  les  trois  points  M,  c^  T  sont 
en  ligne,  droite;  donc  enfin  la  tangente  à  la  lemniscate  au 
point  M  passe  par  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
oPM. 


DEUX  QUESTIONS  DEXAMEN 

mr  les  Progressions  par  quotients. 

PAS  K.  A.  VACHETTS  , 

Hwnelé  éê  sciences  niAlbéoiatiqiies  et  pbislqne». 

1*  Trouver  quatre  nombres  en  progression  par  quotient, 
quand  on  connaît  leur  somme;  celle  de  leurs  oarrés,  œlto 
de  leurs  quatrièmes  puissances. 

Il  faut  résoudre 

Se  poie  jv-pssajp,  et  jctary^^  les  équations  données  con- 
tenant X  et  ^  de  la  même  manière  qu'elles  contiennent^  et  z, 
la  valeur  de  x  donnera  non-seulement  x-^t,  mais  x  -f  2  ^  et 
le  problème  sera  résolu.  Gomme  on  a 

on  aara  à  résoudre  les  deux  équations 
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et  cji  remarquant  que  la  première  donac 
et 


^t^^yr^  b^=uiX{- 


2  2 

la  deuxième  deyiendra 

(2tfjr.— a«+6)  (2£m:  — a»— 6)— 2^.*+  ^^  c=  0 , 
ou  bien 

ce  qui  donne  les  deux  équations 

2(x.'-aa:J=^r.-û'+*, 

d'où  l'on  tire ,  par  la  division, 

2a'{4^,— a*+6)=8jr;— û<— 6'+2c , 
8^;— 8a>.+a*— 2a*i»-*'+2c=0, 

_  2^'±\/2(g'+&)'— 4c 
^. 2  • 

Comme  x,  ou  X'\-t  n'est  jamais  égal  à  a ,  alors  j^,  ou  xt  n'est 

a* 
jamais  égala  — ,  valeur  maximum  du  produit  de  deuxfac- 

4 
teurs  dont  la  somme  est  a,  ce  qui  sert  à  rejeter  la  solution 
où  le  radical  a  le  signe  -\-,  On  trouve  ensuite ,  avec 

V  —  2rt*--ï/2(a'+6)*— 4c  bdi  V/26-a'+8>'. 

2  '       •  2 


^  2 

On  combinera  les  deux  valeurs  de  x^  alternativement  avec 
celle  de  y, ,  et  on  aura  d'abord  a:  et  r,  ensuite^  et  z.  La 
question  n'admet  qu'une  solution. 
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Soit  par  exemple  a=21,  6=125,  c^5729,  on  trouvera 
r,«24  et  x,=iO  avec  x,=:ll,  ce  qui  donne  ponr  la  propor- 
tion cherchée  :  4:3::  8:6. 

Le  problème  est  impossible  pour  c  >     "T     .  Le  maxi- 

mnm  de  la  somme  des  cubes  des  termes  d'une  proportion  par 
quotient  dont  la  somme  et  la  somme  des  carrés  sont  connues , 

est   CL=:  ' — ^—^  donné  par  ^,=a"  et  x,  = — ■ — . 

^  Trouver  une  progression  par  quotient,  connaissant  la 
somme  s  des  termes,  la  somme  5,  de  leurs  carrés,  la  somme  s^ 
de  leurs  quatrièmes  puissances. 

Oo  a  donc 

d'où  ron  déduit 

Prenantpour  inconnues  lq=x ,  a  =>-  et  jr,  on  a  les  trois 
équations 

éliminant  x  et  j^,  on  obtient 

(,»«4.,*-.2/t)j»+2(/,»«-5»)j+i»«-(.5»_2n=0 , 

équation  réciproque,  car  die  doit  donner  aussi  bien  le  quo- 
tient du  deuxième  terme  par  le  premier  que  le  quotient  de 
l'ayantHlernier  terme  par  le  dernier.  On  en  déduit  : 

_  f'— m*ih2\/(j'— 71)  (n— i?i') 
""  5'4-i»*— 2/1 
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Comme  on  a  les  valeun 

00  pourra  tronver  tous  les  éléments  de  la  progreision,  et  le 
problème  n'aura  qu'une  solution. 

Si  1  on  fait  5=7  31,  5,=34i  et  ^4  ?=  69905 ,  on  en  déduit 
mss,\\  et  n=r205.  On  trouve  alors  9=2 ,  et  la  progression 
cherchée  est  H 1 :2:4 :8: 16. 

Il  faut,  pour  la  possibilité  du  problème,  que  les  yaleursde 
q  soient  réelles ,  ce  qui  eiige  que  n  soit  oompHs  entre  $^  et 
m%  ou  que  s/  soit  compris  entre  «^«,  et  Vi« 


SUR  QUELQUES  PROPRIÉTÉS 

des  Polygones  et  des  Polyèdres  inscriptibles.  —  Expression  du 
rayon  de  la  sphère  drconserite  au  téVtaèdre*  ^^  Rayons  ds 
courbure  des  courbes  à  double  courbure. 

9AB,  B.  BBA8«an, 

professeur  à  l'ficole  d'arUIlerie  de  Toulouse. 


l""  Si  a^  6,  c  désignent  les  trois  côtés  d'un  triangle  dont  s 
est  Taire  et  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  on  a  la  relation 

très-connue:  R=  -r— ,  dou  4-5=—-—;  cela  posé,  con- 

4^  MX 

sidérons  un  polygone  inscripUble ,  que  nous  décomposerons 
en  triangles  par  des  diagonales  partant  d'un  même  sommet , 
la  formule  précédente  appliquée  à  chacun  des  triangles 
prouve  que  quatre  fois  l'aire  du  polygone  égale  U  somme 
des  produits  des  trois  cOtôs  de  chaque  triangle ,  divisée  par  le 
rayon  du  cercle  circonscrit ,  et  commo  le  sommet  d'où  par- 
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test  lei  djagonato  qui  divtoeot  le  polygone  est  qadoonqae , 
il  résulte  ce  théorème  général  : 

Si  Von  décùmpose  un  polygone  inscriptible  en  triangles  par 
des  diagonales  partant  d'un  même  sommet ,  la  somme  des  pro- 
duits formés ,  en  multipliant  entre  eux  les  trois  côtés  de  cha- 
cun des  triangles,  sera  la  mime,  quel  que  soit  le  sommet  d'où 
partent  les  diagonales  qui  xtpèrent  la  division  du  polygone. 

Ce  théorème  comprend  comme  cas  particulier  la  proposi- 
tion qui  donne  le  rapport  des  diagonales  d'un  quadrilatère 
inscrit  en  fonction  des  c6tés. 

2*  On  arriverait  à  une  proposition  moins  simple  pour  le 
polyèdre  inscriptible,  mais  son  énoncé  suppose  l'expression 
du  rayon  de  la  sphère  circonscrite  à  un  tétraèdre ,  en  fonc- 
tion des  c6tés  de  ce  télraèdre*  Or,  en  employant  les  mêmes 
lettres  avec  ou  sans  accent  pour  désigner  les  côtés  opposés 
du  tétraèdre ,  nous  représenterons  dans  notre  formule  ses 
six  arêtes  par  a,  a',  6,  b\  c,  &  {a,  a' étant  deux  arêtes  oppo- 
sées, etc.)-  Si  y  est  le  volume  de  ce  solide  et  R  le  rayon  de 
la  sphère  circonscrite ,  nous  écrirons,  sans  la  démontrer,  la 
relation  : 

J^»  Y 
Si  Ton  désigne  par  2p  la  somme  aa''{'bV-\-ccf^  l'expression 
précédente  s'écrira  ainsi  : 

R5==  5^  V/pl^oâÔC/^-WOl/'-^c'), 

3®  Supposons  que  sur  an  plan  trois  points  consécutifs  d'une 
ligne  courbe  m,  m\  ni\  aient  pour  coordonnées  x,  y, 
jT-j-rfjr,  y'\-dy,  x-f  2^+^j:,  y-^-'^dy-^-d^y.  Si  on  pro- 
longe mm' jusqu'à  l'ordonnée  du  point  m!^  que  nous  suppo- 
serons coupée  en  A: ,  il  est  visible  que  le  triangle 

mmW'«jwm"A— m"i»'*«i  (dx.A'y—^d^x)  ; 


Digitized 


by  Google 


— -  2S8  — 
en  aidant  ds  le  premier  élément  de  la  courbe,  on  aura , 
d*aprés  la  formule  da  $  r,  R=  <~ ,  l'expression  du  rayon  de 
coarbore  de  la  courbe 

2£fa^      _  d^ 

Si  M,  M',  M"  sont  trois  points  consécutifs  d'une  courbe  i 

double  courbure,  dont  le  premier  élément  mnJ  sera  ds^  le 

ds^ 
rayon  de  courbure  de  cette  courbe  au  point  M  eera  R=*— , 

A  étant  Taire  du  triangle  MMIM"  ;  mais  les  points  M,  M',  M" 
se  projetant  sur  les  plans  des  xy  en  m,  m\  ml\  et  len  consi- 
dérant successivement  mm!m!^  ou  MMM''  comme  les1)ases  du 
tronc  du  prisme  formé  par  les  six  points  M,  M',  M\ 
//i,  m\  m",  et  mesurant  de  deux  manières  ce  solide,  on 
trouve  que  Taire  du  triangle  mniwl\  que  nous  désignerons 
par  A'=Acosa,  a  étant  l'angle  du  plan  osculateur  MM'M" 
avec  celui  des  j:,  j^  ;  en  appelant  de  même  A",  A'"  les  pro- 
jections de  A  sur  les  plans  des  xz ,  yz^  et  remarquant  que 
A  =  V^A''-f-A''"-f-A"",  on  a,  pour  le  rayon  de  courbure, 

H-  "'  :   mid.,  d..prt.  «  .pi  préoM.. 

2KA'H-A'"+A""  • 

A'  =  î(rfa:rf>-d[rrf'a:).    A",  A'",  se  déduisant  de  A',  en 

changeant  les^-  ou  les  x  en  z. 

On  pourrait  aussi  exprimer  R  au  moyen  des  rayons  de 
courbure  des  trois  projections  de  la  courbe,  et  on  parvien- 
drait à  une  relation  assez  simple.  Enfin  il  est  évident  que  si 
on  désigne  par  E ,  e',  e",  e'"  les  angles  de  contingence  de  la 
courbe  à  double  courbure  et  de  ses  projections,  relatifs  au 
point  M  et  aux  projections  de  ce  point ,  on  aura ,  en  appelant 
R',  R",  R'''  les  rayons  de  courbure  des  projections  de  la 
courbe: 

âR'8in*E=R''sinV+R"*8inV-|-R'"'8inV". 


Digitized 


by  Google 


—  229  — 

Le  oosiDus  des  angles  que  fait  le  plan  oscnlàtear  MM'M"  avec 

A'      A"      A'" 
les  trois  plans  coordonnés  étant  —,    r- ,    -r— ,    on  aura 

A.         A.  IL 

pour  l'équation  de  ce  plan  : 

A'V-^)  +  A"(/-r)  +  A'(z'-z)=0, 
jcfj  y  y  z'  étant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque. 

4""  Considérons  trois  éléments  consécutifs,  MM',  M'M'^ 
M",  M"",  de  la  courbe  à  double  courbure,  dont  nous  suppo- 
serons les  équations  connues.  Dans  le  plan  osculateur 
MM'M"  formé  par  les  deux  premiers  éléments ,  et  par  les 
milieux  de  ces  éléments,  je  mène  deux  droites,  r,  r\  faisant 
avec  ces  éléments  des  angles  égaux  à  r  ;  ces  droites  se  cou- 
peront en  un  point  I.  Dans  le  plan  osculateur  suivant,  je 
mène  des  droites  r^',  r^",  faisant  avec  le  second  et  le  troi- 
sième élément  des  angles  7 ,  et  se  coupant  en  un  point  V  ;  en 
continuant  ainsi ,  je  formerai  une  courbe  HT'...,  dont  on 
pourra  aisément  trouver  les  équations  en  combinant  Téqua- 
tion  du  plan  osculateur  avec  celle  des  deux  cônes  consécutifs 
dont  les  axes  seront  MM',  M'M",  et  dont  les  génératrices  fe- 
ront avec  ces  axes  des  angles  7.  Si  nous  représentons  par  co 
l'angle  de  deux  plans  osculateurs  consécutifs  ou  l'angle  de 
torsion ,  on  trouvera ,  géométriquement  ou  analy  tiquemcnt, 
pour  l'expression  de  l'arc  infiniment  petit  II'  de  la  courbe 
HT'...,  l'expression  £&*=//r'*+r'Vsin*y;  on  pourrait  trou- 
ver aussi  l'équation  de  la  surface  gauche  formée  par  la  suite 
des  perpendiculaires  élevées  aux  points  I,  I',  I"...  sur  les 
plans  osculateurs  consécutifs.  Dans  le  cas  où  f  =  90'',  la 
courbe  HT'...  sera  le  lieu  des  centres  de  courbure  sur  les 
plans  osculateurs  ;  la  surface  ganche  deviendra  développable, 
et  la  relation  précédente  deviendra  rf5'=rf/*+<«>V",  qui  a 
été  déjà  donnée  par  M.  Molins ,  Journal  de  McUhématiques^ 
t.  VUI,  p.  382. 
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^fote.  M.  Bérard  a  donné  la  relation  «oiTante  pour  lerayon 
de  la  sphère  circonscrite  ao  tétraèdre  : 

R'=  £j!^*[A'+B'+C»];  A*=a'8itf«-26c(C08a— cospcosy); 

7,  p,  a  sont  les  angles  respectiyenient  compris  entre 
ab^  acy  bc^  on  troaye  B  en  changeant  dans  A  :  a  en  &,  a  en 
p,  et  yice-yersà  ;  de  même  G  en  changeant  a  et  a  en  c  et  7  ; 
il  fant  en  dédaire  la  relation ,  d'ane  élégance  si  remarqua- 
ble, de  M.  Brasslne  {AnnaUi  de  Gergonnej  t.  VI,  p.  328). 

Tm. 


THEOREMES 

relatifs  aux  Propriétés  focales  d$s  coniquês. 

proteMênr  at  oolléf e  Gbirtamagie. 


l*"  Dans  Tellipse ,  il  existe  nue  iataité  de  systèmes  de 
deux  cercles  égaux  ayant  leurs  centres  sur  i'axe  focal  à 
égale  distance  do  centre  de  la  courbe ,  et  tels  que  si  par  un 
point  quelconque  de  l'ellipse. on  mène  à  chacun  d'eux  une 
tangente,  la  somme  des  deux  tangentes  est  constante. 
Quand  le  rayon  des  cercles  devient  nul,  leurs  centres  don- 
nent les  foyers.  D'ailleurs  la  longueur  d'une  tangente  est 
une  fonction  rationnelle  de  Tabscisse  du  point  correspon- 
dant de  la  courbe.  Même  propriété  dans  Thyperbole  en  pre- 
nant au  lieu  de  la  somme  la  différence  des  tangentes. 

2o  Dans  les  courbes  du  second  ordre,  il  existe  une  infinité 
de  systèmes  composés  d'un  cercle  ayant  son  centre  sur  Taxe 
focal,  et  d'une  droite  perpendiculaire  à  cet  axe,  tels  que  si 
par  un  point  quelconque  de  la  courbe  on  mène  une  tangente 
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au  cercle  et  une  perpendiculaire  à  la  droite,  le  rapport  d« 
la  taugente  à  la  perpendiculaire  est  constant. 

Note.  Le  premier  théorème  a  été  énoncé  par  M.  Chaslcs 
(Journal  de$  Mathématiques^  t.  III,  p.  402.  1836).  On  y 
trouve  aussi  le  théorème  lY  de  la  page  64  du  présent  volume. 

Tm. 


THÉORÈMES 
Mr  Us  NormaUê  dans  les  coniques. 

9AB.  m.  BBUUOH, 

élèTo  do  collège  Sainte-Barbe. 


On  sait  que  la  tangente  est  divisée,  an  point  de  contact  d 
et  par  les  axes,  en  deux  segments  DG,  GG,  dont  le  produit 
est  égal  au  carré  du  demi-diamètre  conjugué  de  oG,  dia- 
mètre qui  passe  par  son  point  de  contact  [fig.  43). 

ThAobêmb  I.  I(  existe  pour  la  normale  un  théorème  ana- 
logue à  celui  de  la  tangente;  et  de  même  que  DG.GC  =  6'*, 
de  même  aussi  GI.GKs^fr'V  En  eSet,  les  deux  triangles  rec- 
tangles DKG  et  GIG  étant  semblables,  on  a  : 

DG:GI::GK:GG,  d'où  GLGK>«D6.6C=£6\ 

TaÉoBkMK  II.  Le  produit  des  segments  ^e  forme  la  nor- 
male en  un  point  avec  chaque  axe  et  le  diamètre  parallèle  à 
la  tangente  qui  passe  par  ce  point  est  égal  au  carré  de  l'autre 
demi-axe. 

En  eflbt,  on  a,  d'après  le  théorème  précédent  : 

G1.GK»^'  et  HG^s:GÔ^  sin'GaH==a''sin'7; 
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donc 

GL.  GK.  HG.  UG=a''b'*sWy=a*b\  (1) 

parce  que  a'^et  b'  sont  des  demi-diamètres  eonjagaés  ;  d'an 
antre  côté, 

Ôff =KH.  HI  =  (GK  —  GH)  (GH ^IG); 
donc,  en  développant  et  en  observant  que 

off+EG^=a!*  et  GI.GK=i% 
il  vient 

IG.HG+GK.GH=aH*"=^*+**-  (2) 

Or,  tes  éqnalions  (1)  et  (2)  montrent  qne  le  pins  grand  pro- 
duit GK.GH=:a%  et  le  plus  petit  lG,nG=b\  c.  q.  f.  d. 


THÉORÈME 
8ur  les  Âsymptoies  de  F  hyperbole. 

(Foirt.  l,p.  142.) 


Théofrême.  Si  d'un  point  pris  dans  le  plan  d'une  hyperbole 
on  abaisse  des  perpendiculaires  snr  les  asymptotes ,  et  qu'on 
prenne  sur  chacune  de  ces  perpendiculaires  la  longueur  de 
l'autre ,  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  ces 
deux  lignes  sera  perpendiculaire  à  la  polaire  du  point  choisi  ; 
si  le  point  est  pris  sur  la  courbe ,  ce  sera  la  normale  en  ce 
point. 

La  démonstration  donnée  pour  l'ellipse  s'appliquant  par- 
faitement, je  n'en  parlerai  pas;  mais  j'en  donnerai  une  plus 
géométrique  qui  s'appliquera  également  à  l'ellipse.  Soit  M 
le  point  donné  ;^B  sa  polaire  ;  abaissons  snr  les  asymptotes 
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les  perpcDdicolaires  MG,  ME,  et  prenons  MH  =  MG  cl 
MF=sM£;  construisons  le  parallélogramme  IFMH,  je  dis 
que  la  diagonale  IM  sera  perpendiculaire  à  AB;  l'équation 
de  la  polaire  d'un  point  dont  les  coordonnées  sont  y,  x'^  est 
yx-|-j:>=s2m"j  a;y=m*  étant  l'équation  de  là  courbe, 
faisant  dans  la  (Mremiëre  équation  successivement  xszO, 
^=0,  on  obtient  : 

d'où  OA:OB:y^":ar"; 

la  figure  donne 

IF  =  MH  =  MG  =  o/'sin  e,  etc. 
MF=ME8ysinO  donne  MF:IF::>":x",  ou,  à  cause 
du  rapport  oommon  :  AO  :  OB  :  :  MF  :  IF.  Or  l'angle 
MF=:AOB  ;  donc  les  deux  triangles  AOB,  FIM  sont  sem- 
blables coDune  ayant  un  angle  égal  compris  entre  cùtés 
proportionnels;  donc  l'angle  IMF=OAB;  orF  =  M  est 
perpendiculaire  à  OA;  donc  IMAFD  est  perpendiculaire 
àAB. 


AUTRE  DEMONSTRATION  DU  THEOREME  68. 

(  Toyex  t.  U,  page  S27.  ) 


9AB.  M.  V.  A.  O.  OOl^: 

régent  de  malbématiqaeB  à  Bétien. 


Nous  avons  donné  (A^.  t.  III,  p.  22)  une  démonstration 

de  ce  théorème;  la  suivante  doit  être  préférée  en  raison 
de  sa  shnplicité. 

AilN.bBMATatH.VI.  16 
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Démonêiraaion.  De  ee  qae  les  quatre  points  O,  S,  0\  S 
(F.  t.  III ,  fig.  5)  sontharmoDiqaeinent  situés  sar  PQ,  l'on  a 

so:S(y::S'0:S'0'; 

par  suite ,  les  points  0,  Qf  sont  des  points  conjugués  par  rap- 
port au  diamètre  SS',  c'est-à-dire  que 

OCxO'C'  =  SC% 

menons  le  rayon  C'A  à  l'un  des  points  d'intersection  des  deoz 
circonférences;  en  vertu  de  cette  relation,  la  droite  C'A  est 
.tangente  en  A  à  la  circonférence  qui  passe  par  les  trois  points 
0,  0',  A  ;  par  conséquent,  si  je  joins  GA,  cette  droite  sera 
perpendiculaire  à  C'A,  et  par  suite  les  deux  circonférences 
se  couperont  orthogonalement  en  A,  c.  q.  f.  d. 

NOTE 
mr  une  Courbe  dérivant  d'une  êllipH  (*)• 

VJlA  m.  J.  OIBHOB»  (de  Sinsheim). 


Soit  i+Ç=^^''>^  {*^ 

Tcquation  d'une  ellipse  ;  menons  du  centre  de  cette  courbe 
à  sa  circonférence  tous  les  rayons  vecteurs  possibles  ;  pro- 
longeons chacun  d'eux  de  la  même  longueur  h,  et  cbercbons 
réquation  de  la  courbe  passant  par  les  extrémités  de  tous  ces 
rayons  vecteurs. 

Soient  à  cet  efiet  x,^  y^  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque de  Tellipse,  l'équation  du  rayon  vecteur  qui  aboutit 

y 

à  ce  point  sera^=>-'a:  j  si  l'on  prolonge  ce  rayon  de  la  lon- 
gueur  A,  les  coordonnées  de  son  extrémité  seront 

O  Du  genre  ConehoTde,  F.  t.  tl^  p.  98t.  tm. 
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Pour  (roaver  réqnatioo  de  la  courhp  cherchée ,  il  faudra 
élimiaer  x.,j;  entre  ces  deiu^écpiations,  et  l'éqnation 

a'  ^  b' 
Acet  effet,  posons  ar,=pcgse,  ^,=p8ioe,  on  aura  d'abwd  : 

el 

X=pe08  Ê-j-AC0$  e=(pH-A)COSe 
y  =p  sjn  e+Â  sin  e=  (p-f-^)8in  e  i 
de  là  on  tire 


d'où  enfin  on  obtiendra  Téqnation  de  la  coarbe  cherchée  en 
substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (2)  : 


(fi+fj)  (»/ÏM^-A) -*-+J^-. 


(3) 


On  peut  facilement  voir  que  cette  courbe  est  composée  de 
quatre  parties  identiques,  comme  l'ellipse  d*où  elle  dérive. 
Les  deux  points  de  sa  circonférence  qui  sont  le  plus  éloignés 
du  centre  de  l'ellipse,  qui  est  en  même  temps  aussi  le  centre 
de  notre  courbe,  se  trouvent  sur  Taie  des  x  ;  leur  éloigne- 
ment  du  centre  est  a-^-h.  Les  deux  points  les  moins  éloignés 
du  centre  se  trouvent  sur  l'axe  des  y  à  une  distance  b-^-h 
du  centre  de  la  courbe. 

Si  Ton  pose  j:=rcos«,  ^=rsina^  r  étant  le  rayon  vecteur 
de  la  nouvelle  courbe  Urée  du  centre  à  un  point  de  la  circon- 
férence,  «  Tangie  que  ce  rayon  fait  avec  Taxe  des  or,  on  aura 
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ab  .   , 

V/a'8in'a+6'cos*a 

l'angle  «  étant  compté  depuis  zéro  jusqu'à  2ic 

Cherchons  maintenant  la  quadrature  de  Tespacc  compris 
entre  Taxe  des  j:  ,  le  rayon  vecteur  correspondant  à  l'angle 


■(<  !)■  " 


la  portion  de  la  courbe  comprise  entre  ces 
deux  lignes.  On  sait  que  cet  espace  est  exprimé  en  général 
par  ~  \  r*d(x  ;  donc  il  est  dans  le  cas  actuel  : 


2         Jo  ^'si 


"^  +abh{'  ^ 


'sin"«+  6'co8*a  Jo  J^a'sin'  a  +  6"cos*  a 

+  *-" 

2      3^i-^*oosV  JoKl-e*COSV  2 

e  étant  = . 

a 

La  première  de  ces  deux  intégrales  se  détermine  de  la  ma- 
nière suivante: 

Ç*       dx        _  i  f "        dx  i  r»        da         _, 

Jo  1— «'COS'a  ""  2  )o  4  -H  COS*        2  Jo  i  — « COS«    "~ 

= arc(  cosas— r^ )  -f- 

2|/'JIIë*  V  1+CCOSa/ 

H — =r  arc  (  cos  =  - — ■ 1 

^2KÎ==7*  \  l-«C08a/ 

1  /  ft'cos'a  —  a's!n*a\ 

=  — : arc  (cos=  7; — ; — ; — r-rr  I  = 

2  \/i  -c'  \  ^  cosV  +  a"sin'a; 

a         I  ô'cosV.— a"sin'«\ 

=  -7  arc  I  C0S=  r-r 7—^ TT-T-  1- 
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Quant  à  la  seconde  intégrale»  on  a  pour  Ps=  tl^*- 

Jo  ^^l— «'cos'a  ""  Jf  Kl— e'sin-p  ^  Jygkl— e'sinp  "" 

2 

_  fi      ^p       _  f  ^      '^  ■    = 

=p(|,.)-p»..,=f(|,.)-f(^-...), 

en  désignant  la  fonction  elliptique  de  \  ^     —   par 

F(?,m). 
Substituant  ces  valeurs ,  on  trouve  pour  l'espace  cherché  i 

ab       /          fr'co»'<x~a*sin'«\    , 
-T-arc(co8=:T;; ,,,.,)  + 

(5) 


4KiV^)-Ki-\/"-5^)]4- 

Pour  «=0  9  ^^^  expression  donne  le  quart  de  l'espace 

entier  renfermé  par  la  circonférence  de  la  courbe ,  dont  cet 
espace  est  : 


ab^+mF(j,  Y/fLi!)+v«. 


(6) 


L'espace  compris  entre  l'ellipse  et  notre  courbe  se  trouve 
àooc  : 

Si  dans  tons  les  points  de  la  circonférence  de  l'ellipse  pro- 
posée (1)  on  mène  des  tangentes,  et  sî  du  centre  de  rellipsc 
on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  ces  tangentes ,  le  lieu  de 
tous  les  points  de  rencontre  des  (augmentes  et  des  perpendicu* 
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laires  correspondantes  est ,  comme  on  sait ,  ane  eonrbe  re- 
présentée par  ^équation 

(a:'+j^')=a'x-+&y.  (8) 

L'éqoation  polaire  à  cette  courbe  est  donc 


r=  V^a'cos'a+^'sin'a. 

Celte  eonrbe  toucbe  l'ellipse  aux  extrémités  ^es  deux  axes 
principaux ,  et  elle  est  de  tnéme  composée  de  Quatre  parties 
identiques.  Son  plas  grand  rayon  yectear  est  a,  tandis  que 
le  plus  petit  rayon  vecteur  de  la  courbe  considérée  plus  haut 
est  fr+/i. 

De  là  on  voit  qu'on  peat  prendre  h  toujours  de  manière  que 
la  courbe  (3)  soit  tout  à  fait  hors  de  la  courbe  (8),  ce  que 
nous  supposerons  dans  ce  qui  suit. 

L'espace  renfermé  par  la  courbe  (8)  se  trouve  : 


'S! 


(a'coS'«+*'«itf«>i«s=(a'+i"}  \. 

Â 


(.'espace  compris  entre  l'ellipse  (1)  et  la  courbe  (8)  est 
{a^b)*  ^ ,  et  l'espace  compris  entre  la  courbe  (8)  et  la  courbe 

(3)  est  :  

♦**f(^,y/£5*:)+^  [«*•-(«-*)•].  (9) 

Si  A=a— 6,  ce  qui  peut  avoir  lieu  dans  la  supposition  pré- 
eédente,  le  durnier  espace  est  simplement 

Dans  le  cas  où  h  est  assez  petit  pour  que  les  deux  courbes 
(3J  et  (8)  s'enlreooupeiit  ^  chacune  de  ces  courbes  sw^  en 
partie  hors  de  l'autre  ;  pourte  cas,  l'exprossioD  (9)  ell  la  dif- 
férence de  deux  quantités ,  dont  l'une  est  la  somme  des  par* 
ties  de  Tespaee  compris  entre  les  deux  courbes  qui  sont  hors 
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de  lacoarbe  (8),  et  l'autre,  la  somme  des  parties  de  cet  es- 
pace qai  sont  hors  de  la  coarbe  (3). 

Si  Toh  porte  sur  le  prolongement  des  rayons  yccteurs  de 
rellipsc  (1)  des  lôngaenrs  A,  2A,  3A...,  et  si  Ton  fait  passer 
par  les  extrémités  des  longueurs  A,  âA...  des  courbes»  on 
aura  une  série  de  courbes  analogues  à  celle  représentée  par 
l'équation  (3).  Désignant  par  première,  seconde...  courbe 
celle  qui  passe  par  les  extrémités  de  A ,  2A...,  on  aura  pour 
l'espace  renfermé  par  la  n**^  courbe  : 


(i-  V"^) 


abn+inbhFl-,    y/ iL_!l  »+„•*•, ; 
l'espace  oompria  entre  la  n***-  et  la  {n-\-ty*»*  eoorbe  est 

dODO: 

c'est-à-dire  égala  l'espace  compris  entre  la  première  courbe 
,  etVellipse  plus  2/1  fois  l'espace  d'un  cercle  àe  rayon  h.  Il  suit 
de  là  que  les  espaces  compris  entre  deux  courbes  consécu- 
tires  croissent  en  progression  arithmétique ,  et  que  la  diffé- 
rence des  termes  de  cette  progression  est  le  double  du  ecrcle 
dobHe  rayon  est  égal  à  A.  La  courbe  de  l'ordre  0  sera  ici 
r^lUpse  primitire  f). 

On  peat  te  proposer  la  même  question  qtie  el-dessus  rela* 
llfemMtà  relHps6lde;  tnois  les  intégrales  qu'oti  rencontre 
dans  OBtte  nouvelle  recherché  paraissent  trop  compliquées 
poor  qu'elles  puift^ui  U^onYer  place  ici.  Il  suffira  d'indiquer 
linéiques  résnltats.  L'équation  d«  la  noatelle  surface  est 

(^ + ^  +  ?)  (v^^^H7=i^--A)'==*'+rH«'  » 

n  Pvo^Hftlé  io Wilhr» ,  eémteanê  âU  genre  eeitchoîde.  Ttn 
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. étant  =  arc  (co.=  î).,=y/£=^,*=f  y/^ 

■  ■  s=S=SSSSSS=SSS3SSSSSSSSSBSSSSSSSSaSSSS^SSSSSSSSS 
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Notions  essentielles  d'aixîébrs  élémentaire,  comprenanl , 
oulre  les  qaesUons  exigées  pour  le  baccalauréat  es  leltres 
et  le  baccalauréat  es  sciences  physiques ,  riodication  des 
théories  les  plus  importâmes  et  les  plus  usuelles  à  Tusage 
des  élèves  de  philosophie  etd'humanilés/par  A.-M.  Laisné, 
professeur  de  mathématiques  au  collège  RoUin  ;  ayec  celle 
épigraphe  :  Prodesse  spe$  estetunusmihi  labor.  Paris,  1847, 
in-8%  32  pages.  Chez  Bachelier,  Delalain,  Hachette,  li- 
braires. 

Les  ouvrages  bien  écrits  se  lisent  vite;  j'ai  parcoom 
promptement  cet  exposé  substantiel  de  Talgèbre  élémentaire. 
11  peut  servir  aux  humanistes  à  repasser  ratiomiellemesUles 
connaissances  qu'on  leur  a  enseignées  et  sur  lesquelles  ib 
auront  à  répondre.  Rien  d'essentiel  n'est  omis  ;  les  énoncés, 
quoique  resserrés,  sont  très-intelligibles  :  c'est  le  caractère 
d'une  bonne  rédaction.  On  donne  avec  quelque  étendue  la 
théorie  des  quantités  négatives.  Il  est  des  théories  qu'on 
n'explique  bien  qu'à  ceux  qui  les  savent  :  les  expressions 
négatives  sont  de  ce  genre  :  il  semble  qu'il  faudrait  distinguer 
les  quantités  qu'on  se  donne,  pour  ainsi  dire  de  prime-abord, 
d'avec  celles  qui  ne  ^^ont  que  des  résultats  de  calcul;  tels 
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sont  les  termes  isolés  négatifs,  les  -  ,  Ics^»  lcs\/ — 1,etc. 

On  ne  deyrait  expliquer  ces  dernières  qu'an  moment  qu'elles 
se  présentent,  on,  en  style  de  prospectus,  an  moment  qne 
le  besoin  s'en  fait  sentir.  On  devrait  ajoi;voer  la  théorie  ne- 
gaUve  ein'en  parler  qu'après  la  résolution  des  équations  du 
premier  degré. 

D'après  Lhnillier,  l'auteur  se  sert  des  motsmtntiembet 
minuteur  pour  distinguer  la  quantité  dont  on  soustrait  de 
celle  qui  est  soustraite.  L'emploi  de  ces  mots ,  d^ns  le  cours 
delà  science ,  est  si  peu  fréquent,  qu'on  ne  voit  pas  la  néces- 
sité de  les  établir.  Il  en  est  de  même  de  l'expression  :  quan- 
tité iouM'odkaley  pour  dire  quantité  sous  un  radical.  C'est 
surtout  dans  les  ouvrages  destinés  aux  jeunes  gens  qu'il  faut 
éviter  les  néologismesj  mais  on  ne  peut  qu'applaudira  la 
suppreÉsion  de  l'accentuation  barbare  autorisée  par  l'Aca- 
démie dans  binàme^  polynôme  f  etc.  M.  Laisné,  fidèle  à  sa 
devise ,  a  fait  un  ouvrage  utQe.  Tm. 


QUESTIONS. 

149.  A ,  B ,  G ,  D  sont  quatre  points  pris  sur  une  ellipse , 
et  tels  que  les  normales  en  ces  points  se  rencontrent  en  un 
même  point.  Faisant  passer  une  circonférence  par  trois  quel- 
conques A,  B ,  G  dcf  ces  points ,  cette  circonférence  coupera 
l'ellipse  encore  une  fois  en  un  point  ly,  diamétralement  op- 
posé au  vcÂni  D.  (Joachimsthal.) 

150.  Soit  a  un  point  pris  hors  d'une  ellipse,  et  bc  la  corde 
polaire  de  ce  point.  Soit  a'  un  point  sur  le  même  diamètre 
qne  a  et  à  égaie  distance  du  centre  ;  abaissant  de  ce  point 
les  perpendiculaires  a'p^  a!q  sur  les  axes  principaux ,  la 
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droite  pq  prolongée  coilpe  Tellipse  eu  deux  points  b\  é  \  les 
quatre  normales  qui  passent  par  b  ^c^  b\  d  se  rencontrent 
ëti  un  inéme  poiât.  (Jôathimsthal.) 

151.  Supposons  trois  points  rh\  m%  m'"  sut*  une  ellipse  ; 
menons  par  les  points  m\  m"  des  tangetites  à  tètte  cobrbé, 
que  nous  supposerons  se  couper  en  un  point  T.  Joignons  k 
point  m"  au  point  ni"^  et  par  le  point  T  menons  tiné  sécante 
pat-alldlé  à  la  corde  m'W  ;  celd  fait,  si  on  joint  le  tK>int  m!** 
au  premier  point  m',  la  ligne  de  jonction  m^'/ji'  passe  âb  tiii- 
lieu  de  la  corde ,  interceptée  sur  la  sécante  patthnt  itl  poittt 
Tetpat^«èleàm''hi'". 

Cette  propoàiUnn  fêta  trouver  le  feèutre  d'une  ellipse  lors^- 
qu*on  bonttttttrtt  trois  points  dé  cette  courbe  et  dëtkx  tébgetites 
en  deux  d«s  points  donnés.  (Brassinë.) 

15d;  Ihrenonsun  point  K  daiis  tifae  ellipse  dont  ÂBest  un 
diamètre.  Joignons  leë  extrémités  A ,  B  de  t^  fliàmèite  au 
tiDiiit  ftj  et  tirnlon^eons  les  droite»  AK^  BK  Jtlsqu'iiut 
pointé  m\  ni\  où  elles  vont  conj[»et  là  toU^bè;  tnéfaotts  âUl 
points  m',  ni^  des  tangentes  à  Tellipse,  qui  se  couperont  en 
un  point  extérieur  T.  Cela  posé,  la  droite  KT  sera  parallèle 
au  diamètre  conjugué  dH  diamdtm  AB.  (Brassinë.) 

153.  Trouver  en  coordonnées  polaires  sphériques  le  lieu 
d'un  point  P  sur  la  surface  d'une  sphère  tel  que  si  l'on  mène 
dé  là  déë  krte  de  ^fànds  ccrcleb  aut  sômtnetà  V.,  y....Y« 
d'tin  polygone  régulief  sphériqué,  inscrit  dans  du  petit  cer- 
cle donné,  là  sbtomé  des  angles  PT.V,,  PV.t, ...  Pt^V.  sôit 
coiistante.  (Strebot*.) 

154.  Soit  b  le  centre  de  graVité d'un  triangle,  tt  un  point 
pris  dàiié  lé  plan  du  triangle;  joignons  le  polfat  II  aux  ii-olk 
sommets  et  par  le  milieu  de  chacun  des  trois  côtés ,  menons 
utie  parallèle  à  là  droite  ^ui  joint  t('  èbihmbt  opposé  au  (Rilnt 
H  ;  tes  trois  parallèles  se  rencontrent  au  même  point  K. 
Cela  posé,  {olés  IrOis  points  6,  H,  K  sont  en  ligne  droite; 
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â-ron  aGHsâGK.  (Théorème  de  M.  Paul  Serre! ,  élève 
d'Avignod). 

155.  Étant  données  quatre  circonférenceB  A,  B,  G^  D  dans 
un  même  plan,  décrire  une  cinquième circénféreheeE  ayant 
son  centre  sur  la  ciroonféreiiee  A)  touchant  la  circonfé- 
renceB ,  de  telle  sorte  que  les  axes  radicaux  de  cette  circon* 
férence  E  par  rapport  à  B  et  C  se  coupent  sur  un  point  de 
la  circonférence  D . 

156.  Par  un  point  M  d'une  conique  on  mène  les  cordes 
MA,  MB,  MC...;  par  les  points  ABC...  on  mène  des  droites 
respectivement  conjuguées  aux  droites  MA,  MB,  MC...; 
toutes  ces  droites  concourent  en  un  même  point  situé  sur  la 
conique.  (Paul  Serret.) 


MÉMOIRE 
mr  la  résoluiim  de  deux  équations  à  deua:  wanntieii 

(Sail9.  Voyez  page  S4.} 

VA»  M.  08SXAV  BO'raXT» 

ftèpétiieûr  I  l'École  poltteebtilftae. 

Q>n8idéron8  enfin  là  cinquième  des  égalités  (1),  bous  en 

tirons 

[R.,  R,]  =  [r„  R,]-[c,,  RJ, 

d'où,  en  appelant  d^  le  plus  grand  comniun  diviseur  entre 
^etc,, 

et  substituant  dans  l'égAlité  (11) 
(12)     [A..  BJ-[^.  Il.]-[23r^,  bJ 

Digitized  by  CjOO^IC 


Appelons  en  second  lien  d^"  le  pins  grand  commnn  diyisenr 

/*         c 
entre  -^i^^-py  J^  ^'^  4^^  l'on  aura 

Il  suffit,  en  ^et,  de  considérer  les  denx  égalités 
^,  R,=R,034"Rs  j7» 

obtenm  en  divisant  la  qoatrième  des  égalités  (1)  par  </,'  et  b 
^nqaiëme  par  d/,  et  de  raisonner  snr  ces  égalités  comme 
on  l'a  fait  pins  haut  sur  les  égalités  {a)  et  [b),  on  sorlet 
égalités  {c)  et  {d).  La  relation 

K",  R,]=[rf;',  RJ 

permet  de  mettre  réalité  (12)  sons  la  forme 

(13)    [k„  BJ=[5^,,  »'J-[drf.x"<rf;""  *J 
""[^'é^^'  N~L^'  M'^L^W^'  "*J 

il  suffit  de  remarquer  que 


et 
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AnwlODS  encore  dl"  le  pins  grand  commun  diviseur  entre 

5^  e*  5^  »  je  *«  q»e  ï'on  «o"»     ' 
En  effet,  entre  les  deax  ^alités 

èliminoiis  R.^  pois  l'égalité  finale  obtenae,  divisons  ses 

deux  membres  par  dl'  plus  grand  commun  diyisenr  entre 

/*        c 

-^  et  -T^ ,  il  viendra 

tf,      ». 

Qr  d^  étant  on  diviseur  de  j-p-, ,  on  a 

K*,B.Q.1=[<".  R,^,  J]; 

donc 

K",  R.Q.']=[rf*,R,], 

pnisqnc-T^,  -jttv  sont  premiers  avec  37777,  et  par  suite 

».  »1«S  ».»3 

avec  dl"  ;  donc 

K'",  H.]  ^  K',  RJ.  , 
D'an  autre  côté,  si  Ton  élimine  R.  entre  les  deux  équations 

^R.=:R.Q3+R3  jr, 

-^  R.  =  R3Q4  +  ;t7ï 
et  que  ,  rèlimination  faite ,  on  divise  de  part  cl  d'autre  par 


Digitized 


by  Google 


—  SM  - 


d"  plus  grand  commun  diWsemr  entre  -p  et  -^, ,  il  vien- 


dra  : 


^  ^r.=»,q;'+q,5^. 


et  d/"  étant  un  diviseur  de  ,  *  ,, ,  qui  d'ailleurs  est  pre- 

c  c 

mier  avec  •—  et  77^,,  on  trouvera  de  n^éme 

Noos  conclqrqns  de  là 

[d:%Ji.]=[d:\Rx 

et  par  conséquent,  en  remarquant  que 

et 

qael'on  peut  écrire  la  relation  (13)  aoas  la  forme  ' 
(14)    [A« ,  B4]=[^,^*^„, ,  ».J-[^_..^m^;-.» »  bJ 

Appelons  encore  t^/'  le  plos  grand  oommnn  divisear  entre 

d^ïï^T'  ''^  <^<  •  ^^  •"*  *'"*'  *'^°  *"" 

[rf/'",HJ=[rf/",R]. 
Bosr  le  démontrer,  mtre  les  deux  ésalitéi 


Digitized 


by  Google 


éliminons  R,,  pnis,  Tégalité  finale  obtenue,  divisons  ses 
deux  membres  par  dj^  plus  grand  common  diviseur  entre 

^TjTf  et  jijTn  et  par  Q„  qui  sera  facteur  à  toiu  les  t^rm^t 
il  Tiendra 

Or  rf/'*  étant  un  dtviseor  de    ,^ ,'   „, ,  on  a 


donc 


W^RQr]~W^»,], 


c 


patoqne^,  ,^,  ^^ sont  premiers  avec  ^^„, 
et  par  suite  avec ///''',  donc 

d'an  autre  côté ,  si  on  élimine  R,  entre  les  deux  équations 

et  qne,  l'élimination  faite,  on  divise  par  dl"  plos  grand 
commun  diviseur  entre  j^,  et  ^^,, ,  et  par  Q,  facteur 
commun  à  tons  les  termes,  il  viendra  : 
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et  £{/"'  étant  uo  divisear  de  .,,nj,„f  qui  d'ailleurs  est  pre- 

ce  c 

mieravec^,  ^,,  ^7^^,ontroQTeradeiiiéiiie 

[«'r,RJ^K"".R], 
Dons ooncInroDs  delà 

et  par  snite,  en  remarquant  que 

qoe  l'on  pent  mettre  l'égalité  (14)  sons  la  forme 
(15)  [A«,  B«]  =  [^,^^„j„,^,«,3.J— [^^«^«.^.«mBJ 

~[rf|7"^]"[5:'*']- 
Appelons  enfin  d^'""  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 

«t  jjvj'fjm  y  J«  <!»»  <r>e  l'on  »«»  « 


did^d^'d;'"     dd."d:''d,"'' 

Pour  le  démontrer ,  entre  les  deux  égalités 

——qf'A=Bq:''-\-^24Tj«d^dfdj^* 

rf.'rf."rf,"'  d:d;'  di  '*—^^-   T""»'<'  d,'d,''d,'"' 
éliminons  R,;  puis,  l'éliininalion  faite,  divisons  de  pari 
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et  d'antre  par  d,""  plus  grand  oommnn  diyisenr  entre 

C  P 

jjn^n,  et  jT^fTfjîa^  ei  par  Q'.  =  Q"  (')  factenr  commun  à 
tons  les  termes;  il  Tiendra  : 

ddj'dj'dr^'  '^^'^'^^  ^  'dd:d:'d:d:'drdid;^di'^dr' 

Or,  <""  étant  un  diviseur  de  -^jûjwjjTm  on  a  : 

^  *  »«'^.  J-L''^  ^^'ddjdi'djdTd^'didrd^'y 

donc: 

[<£;"",  BQ.""']=K"",RJ, 


/•       r.  r.  r, 


avec  -jjTTjîûjTf  V"  «"le  «▼«!  <'«'"">  «lonc  : 

d'un  antre  côté  si  l'on  élimine  R  entre  les  deux  égalités 

<2 'd "dJ"  ^'  "—  "V.  -r">^i  j-j II  d'd.odj" ' 

didyi"  d,'d^"  di  "— "''^'  T^^'  did^di"' 

et  que,  l'élimioation  faite,  on  divise  par  dl^'  pins  grand 
commun  diviseur  entre      ,   ,'   ,„  et      JÎ!    „,  et  par 


(*)  On  peut  aisément  calcnler  Q,'  et  Q",etreconnaUre  la  jaslesse  de  la  relation 
Q/.Q";  mais  l'égaUié  de  Qi'  et  de  Q"  lient  à  une  cause  générale  qu'il  est  bon 
d'indiquer,  afin  de  montrer  que, si  les  égalités  (i)  étaient  en  plus  grand  nombre 
que  cinq,  les  quantités  qnl  remplaceraient  Q/  et  Q"  dans  les  nouvelles  égalités 
que  l'on  aurait  à  considérer  seraient  encore  égales.  On  peut  remarquer  que 
Qt'el  (X'  sont,  i  on  même  Eaeievr  prés,  les  dénominateurs  des  valeurs  de  R  el 

R.  déduites  des  éqiuttontii  B^ROt+Rfliei  f^,  R-R.Q.i-R,  II^. 

ÀNII.  Il  MATlta.   VI.  ^ 
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Q,"^Q,',  (licteur  oommun  à  toas  les  termes ,  il  ▼iendri: 

d.'d:'d;"d,""d:d;'d'"d'd,"d,''^  '^'   ^^'  d'd^'d^d;"^ 

et  ^/""  élant  un  diviseur  de     ,    vjwj  un  i  V^  d'ailleurs  est 

**4  **4   **4    **4 

c         c  c  c 

premier  «vec  ^,  ^,  375^,,  •JJd^ÏÏrdf"''^^^ 

vera  de  mémo 

p;"",  »,]^  [<"'".  b]; 

de  là  nonsconcloons: 

et  par  suite  en  remarquant  que 

L<^4X'v;"''  *'J  ~  L«'<'«"'V"<'«"""^'J  ***  ^''*""'*'^' 

et 

que  l'on  peut  mettre  Tégalité  (15)  sous  la  forme 

[A, ,  Bj  =  Ya:d;'d:\"'d:'""  H 
~  \_dd:'d:''d;'"d;'""  ^\  ~  [did^ii^'  *J 

Actuellement  les  cinq  quotients 

dy  Jîd^'  didi'di^''  didi^d^di'^''  dd:'di'di'"d,''"' 

sont  premiers  avec  ^,^„^„,^„„^,„„  ;  les  solutions 
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sent donc  distinctes  des  solationi  F ""*  n  1  , 

cela  noQS  montre  que  ces  dernières  solutions  sont  égales  à 
[A4,  BJ;  ainsi 

*'  *  "^  L<'rf;'<v;'X"""  *'J  ' 

ajoDlant  cette  égalité  «Tec  le»  ^pilités 

[A.,  B.]=  1^^^;^ ,  R,J  ^  [A.,  B,] 

(a.b]  =  [:,b]  +  [a.,bj. 

précédemment  obtenues  ;  il  vient  après  réducUons: 

Ce  qui  ramène  la  résolution  du  système  proposé,  à  la  réso- 
InUon  de  plusieurs  systèmes  composés  d'une  équation  à  une 
inconnue  et  d'une  équation  à  deux  inconnues,  en  nombre 
deux  fois  moindre  que  par  la  méthode  de  M.  Bret, 

On  peut  Toir  aisément  que  le  résultat  précédent  coïncide 
avec  le  théorème  de  MM.  LabalicetSarrus.  Pour  cela  jcm'ap- 
puierai  sur  un  théorème  d'arithmétique  très-facile  à  éiaWir, 
et  qui  s'énonce  ainsi  :  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
an  produit  abcd...,  et  un  nombre  n  peut  s'obtenir,  en  cher- 
chant le  pins  grand  commun  diviseur  Centre  a  et«,  le  plus 
grand  commun  diviseur  ô',  entre  *  ei  2 ,  le  pins  grand  com- 
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mua  diviseur  f  entrée  et  rr;,  etc.,  et  multipliant  entre  eux 

les  plus  grands  communs  diviseurs  S,9\f', . .  Cela  posé  d^'  étant 

le  plus  grand  commun  diviseur  entre  r,  et  c.,  et  d"  le  plus 

r        c 
grand  commun  diviseur  entre  ^,  et  ^,  le  produit  rf/ct/'  sera 

ce 
le  plus  grand  commun  diviseur  d,  entre  r^ei-ji  de  même 

dj  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  r,  et  c^ ,  d,"  le 

plus  grand  commun  diviseur  entre  — ',  ^^  ;j7  >  c*  rf,"'  le  plus 

grand  commun  diviseur  entre  -77^,  et  ^rrri  9  le  produit 
djd^'dj"  sera  le  plus  grand  commun  diviseur  <  entre  r,  et 
d'dd"  ^  ^-  On^e"ait  de  même  que  d,'d''d,'"d,'"'  est  le 

plus  grand  commun  diviseur  d^  entre  r,  et  '  y>  et 
d^d^''d^'"d^""d^""'  le  plus  grand  commun  diviseur  rf^  entre  r^ 
et    ,,  V,  >onadonCî 

Ia.b]=['5,b]  +  [|,e]  +  [|,r.]  + 
+  S- "•]  +  &«■]> 

ce  qui  est  le  théorème  de  MM.  Labatie  et  Sarrus,  seulement 
établi  pour  les  solutions  multiples  comme  pour  les  solutions 
simples. 
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NOTE 
Sur  la  sphèreê  tangentes  à  quatre  plane  donnés. 

PAH  S.  CATAXiASr. 


On  sait  que  si  quatre  plans  se  coapent  de  manière  à  former 
un  tétraèdre,  on  peut  généralement  construire  huit  sphères 
tangentes  à  ces  qnatre  plans  f).  De  ces  huit  sphères ,  la  pre- 
mière.  intérieure  au  tétraèdre,  est  appelée  sphère  inscrite;  les 
guafTff  suivantes  sont  tangentes  chacune  à  une  face  du  tétraè- 
dre et  aux  prolongements  des  trois  autres  faces  :  elles  sont 
dites  ex-inscrites;  enfin  chacune  des  trois  dernières,  inscrite 
dans  Tangle  dièdre  formé  par  deux  faces  du  tétraèdre  ou  par 
les  prolongements  de  ces  deux  faces,  touche  aussi  les  plans 
des  deux  autres  faces.  Ces  trois  dernières  sphères  se  réduisent 
à  deux  ou  à  une  dans  certains  cas  particuliers ,  dont  on  peut 
voir  la  discussion  dans  l'ouvrage  de  M.  Olivier.  Je  me  suis 
proposé,  dans  cette  note,  d'indiquer  les  relations  qui  exis- 
tent entre  les  rayons  de  toutes  ces  sphères.  Je  donne  aussi, 
sous  une  forme  assez  simple ,  les  valeurs  absolues  de  ces 
rayons ,  en  fonction  des  éléments  du  tétraèdre  formé  par  les 
plans  donnés. 

I. 
Soient  : 

A,  B,  C ,  D ,  les  aires  des  quatre  faces  du  tétraèdre; 

y  le  volume  du  tétraèdre  ; 

r  le  rayon  de  la  sphère  inscrite  ; 


(*)  Géométrie  descriptive  de  M.  Leroy;  Développemenu  de  Géométrie  des- 
eripliTO  par  M.  T.  Olif  ier. 
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a,  p,  7,  ^,  les  rayons  des  quatre  sphères  ex-^nscriteê; 
R„  B,,  R3,  les  rayons  des  trois  dernières  sphères. 

Noos  supposerons ,  pour  fixer  les  idées ,  A  >  B  >>  C  >  D. 

Si  Ton  joint  par  des  droites  le  centre  d*uno  quelconque 
des  sphères  aux  sommets  du  tétraèdre  donné,  on  le  décom- 
posera en  quatre  tétraèdres^  ayant  pour  bases  les  faces  dn 
tétraèdre  donné,  pour  hauteur  commune  le  rayon  de  la 
sphère,  et  pour  sommet  commun  le  centre  de  la  sphère.  Il 
est  Tacite  de  yoir,  en  outre ,  que  cette  construction  appliquée 
à  la  sphère  ins<Tite,  donnera  quatre  tétraèdres  additifs.  La 
môme  construction,  appliquée  à  une  sphère  ex-inscrite, 
donnera  lieu  à  trois  tétraèdres  additifs  et  à  un  tétraèdre 
soustractif  ;  enfin,  elle  donnera,  pour  chacune  des  trois  autres 
sphères,  deux  tétraèdres  additifs  et  deux  tétraèdres  sous- 
tractifs.  Mous  aurons  donc,  en  appliquant  à  chacune  de  ces 
décompositions  Tespression  ordinaire  da  volume  d'une  pyra- 
mide ,  ces  trois  groupes  d'équations  : 

~  =  A+B+C+D,  (I) 

oV 

~=B+C+D-A, 

CL 

av 

^  =  C+D  +  A-B, 

av 

~  =  D+A  +  B-C, 

^  =  A  +  B+C-D, 

Ç=A  +  B-C-D, 

^==A+C-B-D,  }  (3) 

?^^A  +  D-B-C, 


(2) 
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II. 
La  Mxnme  des  équations  (2)  donne  : 

d'où ,  à  cause  de  réqualioo  (1)  : 

Ainsi  la  somme  des  inverses  des  rayons  des  sphères  ex-inscrites 
est  égale  à  deux  fois  Pinverse  du  rayon  de  la  sphère  inscrite. 

m. 

Les  équations  (3)  donnent  : 

D'aillenrs,  si  delà  somme  des  trois  dernières  éqaations  da 
groupe  (2),  on  retranche  la  première  ■laltipliée  par  3 ,  on 
obtient  s 

dODC 

c'est-à-dire  que,  si  de  la  somme  des  inverses  des  rayons  des 
$phire$  exHnscrites  opposées  aux  petites  faces  du  tétraèdre  on 
retranche  trois  fois  l'inverse  du  rayon  de  la  sphère  ex-inscrite 
opposée  û  la  grande  face ,  on  obtient  pour  réeultat  deux  fois 
lasomme  des  inverses  des  rayons  des  sphères  de  la  êroiiième 
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IV. 

D'aatres  combinaisons  des  équations  (2)  et  (3)  donneront 
encore  : 

''V».      B,      R./      7      «      P      * 


,'  (8) 


V. 


Si  do  l'équation  (5)  on  retranche  «accessivement  les  équa- 
tions (6),  (7),  (8),  on  obtient  : 

Ces  dernières  équations  prouvent  que  l'inverse  du  rayon 
de  la  sphère  inscrUe  dans  V angle  dièdre  formé  par  le  prolon- 
gement de  deux  faces ,  est  égal  à  la  demi-somme  des  inverses 
des  rayons  des  sphères  ex-inserites  opposées  aux  deux  autres 
faces ,  moins  la  demi  -somme  des  inverses  des  rayons  des  sphères 
ex-inscrites  opposées  aux  deux  premières  faces. 

Parmi  les  équations  que  nous  venons  de  trouver^  il  y  en 
a  qui  rentrent  dans  les  autres  ;  ainsi  l'équation  (5)  est  une 
conséquence,  soit  des  équations  (6),  (7),  (8),  soit  des  équa- 
tions (9). 

Mais  ces  dernières,  jointes  à  l'équation  (4),  donnent  qua- 
tre équations  distinctes. 
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VI. 

Si ,  dans  les  équations  (3)  on  suppose  A-^D=B+G,  on 
trouve  R,=Qo .  Ainsi,  quand  la  somme  des  aires  de  deux  des 
faces  du  tétraèdre  est  égale  à  la  somme  des  aires  des  deux  au- 
ires  faces ,  les  sphères  de  la  troisième  espèce  se  réduisent  à 
deux. 

Si,  avec  A+D=:B4-G»  nous  supposons  D=G,  d'où 
A  =  B,  nous  aurons  en  môme  t^nps  R,=« ,  R,=Qo  ;  les 
sphères  de  la.  troisième  e$pè:e  se  réduisent  à  une ,  si  les  faces 
du  tétraèdre  sont  équivalentes  deux  à  deux. 

Enfin,  si  les  quatre  faces  du  tétraèdre  sont  équivalentes 
entre  elles ,  R,=« ,  R,=« ,  R3=«  ,  et  les  sphères  inscrites 
dans  les  angles  dièdres  opposés  à  ceux  du  tétraèdre  se 
transportent  toutes  les  trois  à  l'infini. 

VII. 

Proposons-nous  maintenant  de  déterminer  les  rayons  des 
différentes  sphères.  Afin  d'avoir  des  valeurs  simples ,  nous 
prendrons  pour  éléments  du  tétraèdre  formé  par  les  quatre 
plans ,  les  trois  côtés  a,  bj  c  de  la  face  D,  et  les  inclinaisons 
^fftjv  de  D  sur  les  trois  autres  faces  A,  B,  G. 

D'après  les  équations  (1),  (2),  (3),  les  rayons  des  différentes 
sphères  seront  connus,  si  nous  exprimons»  en  fonction  des 
données  ,  les  aires  A,  B,  C ,  D  et  le  volume  V. 

Du  sommet  opposé  à  la  face  D,  menons  la  perpendiculaire 
H  sur  celte  face,  et  les  perpendiculaires/?,  ^,  r  sur  les  côtés 
â,  by  c.  En  appelant  p'j  q,  r'  les  projections  de  ces  perpen- 
diculaires sur  la  face  D ,  nous  aurons  évidemment  : 
p^=p cos\  y'=ycosfi,  /^ssrcosv, 
H=3p  sinl=<7  sin  fx=r  sin  V  ; 
puis,  comme  il  est  facile  de  s*en  assurer  : 
.    -lD^ap'+bq''\-cr^, 
2A«=fl/?,  m=bq^  2G=cr. 
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Ces  équations  donnent 

^        ^Jl_ 

sInX'  ^     siDf*'  '      siav' 
je/ssHcotX»  4'=Hcotp,  r'=Hcotii, 
âD»H(aeol  X  +icot  fi-f  coot  v). 

La  quantité  izcotX-|~^cotfi-|-^cotu  est  une  certaine  Ion-* 
fuenr.  Pour  abréger,  rcprésentons-Ia  par  2/  \  nous  aurons  : 

Aclaellement,  le  volume  Y  du  tétraèdre  est  représenté  par 
-DH;  donc 

Transportons  cette  valeur  et  oelles  de  A,  B,  C  dans  les  équa- 
tions (1),  (2),  (3),  nous  obtiendrons  : 

r     2\sinX      siUfA     sinv/^  ' 
a     2\sinfx     sinv     sinX/^   ' 

?=î/_L...^ LU/ 

?=lf_fL4.J L.U/ 

7     2\sinX      siupt      sinv/^  * 

?=îf_f_+J_+_i-V/ 

^    2\sinX  '  sin  (x  '  sin  v/      ' 
R.    iVùn '^     *ù>i*     fiinv/       ' 


D  _1/  a_  .     c  * 


R,     2\8io>     sinv     siBfi 

fr         c 


R.      2\i 


SKI  ).     sinu     sin 
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Si ,  dans  la  première  éqnaticm ,  nous  remplirons  l  par 
sa  valeur,  il  vient  : 

D_1  ra(1+cos>)      f<1+cosfi)      c(l+co8v)1 

r  ~"  2  L     sin  X  *         sio^  sin  v     J  * 

^  =-  I  flCOl-  >  +  ftcot-tt+ccol- V   I: 
r       2  L         2      '  2^^  '  2     J' 


on 


puis 

2D 


û  cot  -  ) +6  COt  :- p+CCOl  -  V 

2     '  2*^  '  2 


Ces  yaleors  pourraient  se  déduire  immédiatement  de  la 
formule 

acotx+^colfx+ccotv" 
Des  simplifications  analogues  se  rencontrent  dans  les  au- 
tres équations,  et  Ton  trouve  définitivement  : 

2D 
a« j j p-, 

— aiang-  X  +  6  cot-  f*  +  cjcot-  V 


a  col-  >— 6tang -  ^  +  c  cot  ^  v 

2D 

acot-  X+6cot  -  f* — ctang-v 

2D 

^^  1  1  1   ' 

a  tang-  X-\-b  tang- ji  +  c  tang^v 

m  À  À 

atang  -  5^ + *  lang  -  f»  —  c  col  -  v 

^  J*  ^ 

K._ j ^  j-  , 

atang-  *—  i  col  -  u+cUngâ  » 

R_ ?5 

H.—  ^  j  j— 

«  col  -  t  —  b  lang  -  f»  —  c  lang  -  » 
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Note.  M.  Aobert,  de  Christiania,  en  Morwége,  démontre 
les  relations  saivantes.  (Grellc,  t.  Y,  p.  163, 1830.) 

/•-" — a-' — çr  -  7-' — r' + Rr+ R."  ±B,'"' = 0, 

Ceci  se  rapporte  à  la  notation  de  M.  Catalan';  voici  celle 
âh  M.  Aubert ,  qui  me  semble  plus  mnémonique  :  R ,  rayon 
delà  sphère  inscrite;  R„  R,,  R,,  R4,  rayons  des  sphères  ex- 
inscrites  et  rangés  par  ordre  de  grandeur;  Rs,  R5,  R,, 
rayons  des  sphcres  ex-inscrites  dans  les  bi-angles  et  aussi 
rangés  par  ordre  de  grandeur. 


NOTE 

mr  Vmwloppe  d'une  droite  de  longueur  constante  y  inscrite 
dans  un  angle  rectiligne  quelconque. 

9AB.  M.  &S  DOCTSna  JOACHZlUTHAIi, 

agrégé  à  rUniversilé  de  Berlin. 


La  marche  suivante  nous  parait  la  plus  simple  pour  par- 
venir à  une  équation  symétrique  entre  les  coordonnées.  Soit 
t  l'angle  des  axes ,  qui  est  aussi  Tangle  dans  lequel  on  inscrit 
la  droite  de  longueur  /,  on  a  les  deux  équations 

a*'{-b^—2ab  cos  7  =/■  ; 

j:  et  ^  étant  les  coordonnées  do  point  de  la  droite  mobile 
avec  Tenveloppe,  on  trouve ,  par  les  méthodes  connues  : 
Px  =  a^a — ^cos7)  j    /^ = ^*(^  —  ^ COS7)  (1)  (Nouv.  Ann.y 
t.  I,  p.  266). 
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Faisons a4-^=5;  a2y=p,  et  par  conséquent 

/«+4/;cos«^7=^';  /•(x+;r)=*(c*-2psin«|7  Y 


d'où 

/V-hr)*=[/-+4/.cos«^7]    [r-2/.sin'iyJ\ 

Eliminant/?  entre  ces  deux  dernières  équations,  on  obtient 
évidemment  une  équation  symétrique  entre  les  deux  coor- 
données. 

Note  1.  Ces  équations  développées  peuvent  se  mettre  sous 
la  forme 

A;i^+B/>'+C/?+D=0, 
A>3-[-B>*+C>+D'=0; 
ou 

A=sin'7j  B==— /"cosy;  C=0,  D=— /♦xr, 

A'=4sinVsin'i7;  B'=4/'sin»^7  r5sin«^7-4l. 

C'=4Z*cos7;  D'=/*  [/«—(x+r)']  ; 
L'élimination  mène  à  cette  équation  ûnalc  : 
[AB'.BC— AC'+ AD'.AB^CD'—  [AB'.BD'-ACAD]  Biy+ 
+  [AB'.CD'— Aiy*]  AD'=0. 

AB' désigne,  non  un  monôme,  mais  le  binôme  alterné 
AB'— BA',  de  même  BG'  désigne  BC— CB',  et  ainsi  des  au- 
tres. C'est  l'équation  donnée  par  Bezout  [Théorie  générale 
des  Éqtiations^  p.  300).  Le  terme  le  plus  élevé  est  évidem- 
ment donné  par  le  binôme  [AD'— DA']'  ;  ainsi  l'enveloppe 
est  du  sixième  degré.  Faisant  les  calculs,  on  obtient  : 

AB'«— '3/'sin*7;  AC'=4Z4sin'7COS7;  AD'=:M/<sin«7  ; 
B(y=-4/«co!C7;  BD'=— M/«C087— 3i«jrr8in'7î 
CD'=4/^xj^cos7  j  où  M=r— x'— ;r*— âjc^cosy. 
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Représentons  les  trois  produits  qni  composent  Téquatioa  ûr 
nale  respectivement  par  P,  Q,  R»  de  sorte  que  Ton  a 
P— Q4-R=0,  il  vient  : 

P=  — 4/'*j:j^co8  7sin*7[4rcos'7+3Msin'7]  ; 
0=  —  f *  sin*7  [M  0087+  3a:j^sin"7]  [— Mc0S7+9j:j^8ÎûV1  » 

R»  — Mr8in«7[12fx^cos7^MT  5 
et  de  là: 

sîtf7  [W  +  ^7xyPsm'y]  - 
— af j:y  cos  7  [8/*cos*7+9Msin'7]  — BTf cos  7»0. 

Lorsque  7  =  r  »  l'équation  se  réduit  à  M^  +  27x*jr^P  =  0 

(voyez  lome  I,  p.  266). 

II.  Gtiercbons  la  polaire  réciproque  de  cette  enveloppe 

relativement  à  l'ellipse  donnée  par  l'équation  y+x'— r=0î 

désignant  par  x  eiy'  les  coordonnées  du  pôle  de  la  droite 

/>  /• 

mobile  y  on  a  x*  =  - ,  y  =  7  (t.  II,  p.  305)  ;  mettant  les 
a  b 

valeurs  de  a  et />  dans 4a  relation  /*=a"  +  **— 2a6cos7,  et 
ôtant  les  accents,  on  obtient  pour  équation  de  la  polaire  ré- 
ciproque :  Jiy— /'(y+a?*— 2ar>cos/)=0. 
La  discussion  de  cette  courbe  est  Tobjet  du  travail  qui  suit. 

III.  Soient  p^  q  les  coordonnées  connues  ^^un  point  de  la 
droite  mobile  dans  une  de  ses  positions,  et  x^  y  les  coor- 
données du  pôle  de  cette  droite;  on  a,  pour  déterminer  x  et 
y,  d'abord  Téquation  qu'on  vient  de  trouver,  et  ensuite  l'é- 
quation 7r-f/'*^=^  9  ^  qui  conduit  à  une  équation  duqua«- 
tricmc  degré;  mais  si  Ton  a  /'=?,  alors  cette  dernière  équa- 
tion fait  connaître  x  -{-^,  et  l'équalion  de  la  polaire  réci- 
proque donne  xy  ;  la  question  est  donc  ramenée  à  une  équa- 
tion du  second  degré  ;  mais  ces  divers  cas  ont  été  amplement 
discutés  pour  Tenveloppe  même  (page  lào),  et  nous  ne  nous 
y  arrêterons  pas. 
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DISCUSSION 
de  la  courbe  repréeenUe  par  Véquation 

0  étani  l'angle  des  axes. 

PAB  ».  X.  VB  BOVTBXIXBA , 

Slèrt  de  llniUtoUoii  de  1 


(Fig.  46.)  Une  remarque  fort  importanle,  et  que  Ton  peut 
faire  à  la  simple  inspeclion  de  Téquatiou,  consiste  dans  la  par- 
faite symétrie  des  variables,  qui  est  mise  en  relief  par  la  forme 
yx'+^xyPcos  0— r(x'  +y)=0 , 

tous  laquelle  on  peut  mettre  Téquation.  Cette  propriété  in- 
dique que  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  la  bisaec- 
trice  de  Tangle  des  axes,  et  par  là  la  construction  de  la 
courbe  se  simplifiera  beaucoup. 

Tous  les  termes  de  l'équation  étant  de  même  parité,  on 
reconnaît  tout  d'abord  que  la  courbe  a  un  centre  et  qu'elle 
est  rapportée  à  ce  centre.  Ce  point  appartient  au  lieu  ^  car 
Féquation  est  satisfaite  par  ses  coordonnées  ;  mais  la  forme 
que  nous  trouverons  pour  la  courbe  fera  voir  aisément  que 
c'est  un  point  singulier. 

Passons  maintenant  à  la  détermination  de  la  forme  de  cette 
courbe.  En  résolvant  Téquation  par  rapport  à  ^,  on  trouve  : 

-/cos  0x«ih  V//a:'cos*e  +  /'x'(x'-0 
^« __ ^ 


—ix^cos9±:lx  V^  Tcos*  e+  x'  —  r 

Ix  —  IcmB  ±  Vx"  —  Tsin'ô 
>= 3 — a ^ — • 
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La  discassion  sera  plus  facile  en  mettant  cette  expression 
sons  une  autre  forme.  J'emploie,  pour  la  transformer,  l'ar- 
tifice connu  qui  consiste  à  multiplier  la  sonmie  des  deux 
quantités  dont  on  a  la  différence  : 

Ix 


^=- 


/cosediVx'— rsin*ô 

La  condition  de  réalité  des  valeurs  dc^  est  que  Ton  ait 
j:*— rsin'O  >0,  ou  j:>  /sin©  5  si  donc  on  construit  une  ligne 
OA=/sin  6,  et  que  par  le  point  A  on  mène  une  parallèle  à 
Taxe  des^ ,  on  est  sûr  que  tous  les  points  de  la  courbe  sont 
situés  au  delà  de  cette  ligne.  En  égalant  à  0  le  dénominateur, 
on  a  une  valeur  de^  infinie;  donc  j:=/ost  une  asymptote  de 
la  courbe.  Voyons  où  la  courbe  rencontre  la  ligne  A  A', 
c'est-à-dire  cherchons  la  valeur  de  y  correspondant  à  Thy- 
pothèsca:=/sinO.  Cette  hypothèse  réduit  y  à  Hang  0.  Pour 
construire  cette  valeur,  j'élève  en  B  une  perpendiculaire  à 
Taxe  ;  BC  sera  égal  à  /  (ang9  ^  je  le  rabats  sur  BB',  et  par  le 
point  B'  je  mène  une  parallèlç  à  Taxe  des  x.  Le  point  A  sera 
le  point  de  tangence  cherché. 
Je  cherche  l'intersection  de  la  courbe  avec  la  ligne  BB'. 

Si  je  fais  j:=  /,  ^  =  — — - ,  en  prenant  le  signe  +  du  ra- 
dical ;  on  sait  qu'au  signe  —  correspond  une  valeur  infinie. 

Il  faut  donc  construire  BG  =  - — -  2  or,  on  a ,  dans  le  trian- 

2cosô'  ' 

gleOBC,  0C=  — —.  Donc,  en  prenant  la  moitié  de  cette 
®  '  cose  '        r 

Ugne ,  on  obtient  le  point  G. 

Je  vais  chercher  la  condition  pour  que  le  point  Cr  soit  au- 
dessous  du  point  A'  ;  il  faut  que  l'on  ait  : 

1       _  sin  0         1 


2COS6         COSO' 

c*est-4i-dire  que  6  >  30* 


< — -,  ou-<sinô, 
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Ainsi^  dans  le  cas  des  axes  dont  l'angle  est  inférieur  à  3(^, 
la  conrbe  afiècte  une  forme  plas  rentrante.  Ponr  0 = 30*",  le 
point  G  et  le  point  A'  sont  sur  une  même  parallèle  ;  pour 
des  yalears  de  0  supérieures  à  30%  la  courbe  descend  oblique- 
ment de  A'  en  G. 

Cherchons  maintenant  en  quel  point  la  courbe  rencontre 

son  axe  de  symétrie  OS.  Je  fais  x^y  dans Téquation ;  il 

Tient  : 

x4  +  ar'f  cos  0  —  2r  j:^  =  0 , 

ou  a:^+ ar  COSO— 2P  =  0 , 

en  divisant  par  j:%  car  la  solution  j: = 0  ne  couTient  pas  à  la 
question,  on  a: 

ar'=2r(l-H5O80);  ar=â/sin  \  0. 

Construisons  cette  valeur  : 

(fVSf.47.)  BD=:Zsin^e; 

donc  0£=3BD=:i?.  On  obtient  ainsi  le  point  I  en  menant 
la  parallèle  El. 

Maintenant  que  nous  avons  noté  quelques  points  remar- 
quables et  indiqué  la  forme  générale  de  la  courbe,  cherchons 
à  la  déterminer  d'une  manière  plus  précise.  Nous  allons  voir 
ce  que  produit  l'accroissement  de  x  sur  les  valeurs  corres- 
pondantes de^.  Nous  donnerons ,  dans  cette  discussion,  au 
radical  le  signe  — ,  qui  correspond  à  la  branche  de  courbe 
IGA'.  Pour  qu'à  des  valeurs  positives  de  x  correspondent 
des  valeurs  positives  de^,  il  faut  qu'on  ait  : 
fcos'0>a:*-.ftin*ô, 

ce  qui  donne  j:<  /.  Pour  ces  valeurs  de  x  inférieures  à  /,  ^ 
croîtra  avec  x  jusqu'à  l'infini ,  qui  correspond  à  j:  =  /. 

Pour  des  valeurs  supérieures  à  /,  ^  devient  négatif,  et  la 
branche  de  courbe  correspondant  à  ces  valeurs  est  au-des- 
sous de  Taxe  des  j:. 

AlfI|.DBllATHÉM.VI.  18 
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Poar  (Mtarmiiier  oetle branche,  jefNre&d»  la  Yalearab- 
solae  de  y  : 

—Ix  —l 


y= 


or'  X 


ladiffinrencccrottavec  x^donc  j<  décroît.  Ponr  unevaleor  de  j: 
très-rapprochée  de /,  ^  est  négatif  et  trôs-grand  ;  à  mesare 
qae  x  augmente,^  dimiaue  ;  et  poar  x  s=oc,  il  se  réduite 
^=  — /,  c'est-à-dire  que  la  parallèle >*  =  —  /  est  asymptote 
de  la  branche  OS'.  Cette  branche  rencontre  l'axe  de  sy- 
métrie H  à  son  point  d'intersection  avec  la  ligne  El  pro* 
longée. 

D'après  ce  que  Too  a  remaniaé  de  la  symétrie  de  la  coarbe 
par  rapport  à  la  bissectrice  et  au  centre,  on  peut  aisément 
compléter  la  construction  dt3  la  courbe  et  la  tracer,  (i^j.  48.) 

Pour  mieux  encore  particulariser  la  forme  de  la  courbe, 
déterminons  le  ooeffîdeni  d'indinaiaon,  et  cterchons  la  y^ 
sition  de  quelques  tangentes. 

Ce  GoeflBcient  d'inclinaison  est 

_       2jy'+S{yfcose— 2/'x_    Tx— jy'— yrcose 

«"»*—     2r(x*— D+ax/'cose  "^^(x*-  r.-f  xrcose' 
j'élimine  y  entre  cette  équation  et  celle  de  la  œurbe 
^Jf' foosto 

-i .  _H-^-rco8e 

/(/CM  e  4.  |/"~)'— /•co*e(/«ïBe+v/'~)— <J?* 

tang  a  = -y 

(x'— T)  (/co8e-j-\/   )+  fcose (/cose  -f  »/   y 

rfiiectaant  et  rédaisant 
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tang  a  = ^ — — . 

(/cose+ka:*-/"sitfo)Vj:*— /"sin^e 

Pour  avoir  les  tangentes  parallèles  à  Taxe  des  x ,  il  faut  éga- 
ler à  0  le  coefficient  d'inclinaison  : 

^•cos*«— rsIn'Ocoi^èssrtin^e, 
d'où  xoM±:liBng^. 

A  ces  valeon  de  x  correspondent  les  parallèles  menées  par 
les  points  A  et  A,. 

Ponr  les  tangentes  parallèles  à  Taxe  des^,  il  faut  éga- 
ler ft  0  le  défiominatenr,  soft  en  posant  jt*— rsin'6so,  on 
jr=±/sinO,  soit  en  posant  Toos'ô  =x*  —  rsin*6 ,  x  =± /. 
Oo  peut  remarquer  que  les  asymptotes  de  la  courbe  se 
Iroatent  an  nombre  des  tangentes  que  nous  venons  de  dé- 
terminer :  ce  sont  en  effet  des  tangentes  à  iMnfini. 

Ghercbons  la  tangente  an  point  d'intersection  de  la  courbe 
avec  sonate  de  symétrie.  Soit  au  point  I  par  exemple;  on  a 
en  ce  point  j:*=2r(1— cosO), 

/•(â— 2cosO-sitfe)=/«(i— 2cos64.cos"e)=^{i— cose'). 

On  a  alors  : 

_  r[i cos  g(i— cos  eH/sitfe]  _ 

__  cos6(i— eosO)— sin'e  __  coso— i_ 
""  1— cosO  """  1— cosô'^ 

Il  est  facile  de  vérifier  que  cette  tangente  est  perpendicu- 
laire à  la  bissectrice. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'angk  des  axes  est  droit ,  la 
courbe  prend  une  forme  beaucoup  plus  simple  ;  Téquation  se 
réduit  alors  à 

^'(*'-n-rx'=o,  d'où  ^  =  ±  c^p^. 
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On  voit  de  suite  que  j:=  —  /  et  x^l  sont  asymptotes; 
de  même  poorj^=Z  et^=— /,  à  cause  de  la  symétrie  de  Té- 
quatioQ  par  rapport  aux  deux  variables. 

Pour  avoir  le  point  où  la  courbe  est  coupée  par  la  bisseo^ 
trice,  je  fais  j:=^, 

or»— far*— /»:c>=0, 

ars=0  donne  l'origine.  Je  supprime  cette  8oInti<m;  il  reste 


SOLUTION 

Hun  cas  partieulier  du  théorème  de  M.  Serret.  (Question  U6, 
p.  216.) 

9AXL  X.  GATAXiJjr. 


Soit  un  paraboloïde  hyperbolique  dans  lequel  les  plans 
directeurs  sont  perpendiculaires  entre  eux,  on  pourra  le 
représenter  par  z  =  xy^  les  axes  étant  rectangulaires. 

Les  Ugnes  de  courbure  sont  représentées  par 


ou  par 


^+y+t±i^-^^>. 


a  et  p  étant  des  constantes  arbitraires  introduites  par  riaté-* 
gration. 
D'un  autre  c6té,  le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  des 
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distances  de  chacun  d'eux  à  l'axe  des  a:  et  h  Taxe  des  y  soit 
ég^le  à  e,  est  donné  par 

Pour  avoir  la  projection  de  la  ligne  suivant  laquelle 
cette  surface  coupe  le  paraboloïde>  faisons  z=zxjr^  et  nous 
aurons: 

Or,  SI  nous  prenons  c*  =s  ,  nous  verrons  que  le  pre- 

mier  membre  est  identique  avec 

Donc  le  lieu  en  question  coupe  le  paraboloïde  suivant  deux 
lignes  de  courbure  ;  donc ,  etc. 


HEXAGRAMME  DE  PASCAL, 

FAA  M.  A.  HAILUBOOUaT, 

Ancien  élèTe  de  l'École  normale, 
PfofeiMiir  de- mathématiques  tpédaies  au  eoUégo  royal  de  Toon. 


Soit  ABCDEF  Vbexagone  inscrit  dans  la  conique  donnée 
par  l'équation  <{<^,r)  =  0.  {Fig.  45.) 

Désignons  par  F,(x,^)s=0  l'équation  du  trdsième  degré 
qui  représente  les  droites  d'ordre  impair,  1,  3,  5;  par 
P^«^)^)='0  celle  qui  représente  les  droites  d'ordre  pair  ;  il 
s'agit  de  montrer  que  six  des  neuf  points  communs  à  ces 
deux  lieux  étant  sur  une  conique ,  les  trois  autres  sont  en 
ligne  droite. 
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SapposoDs  la  réciproque  démontrée,  stirofar  :  si  trois  des 
neuf  points  commuDS  à  deax  coarbes  du  troisiàme  degré  sont 
en  ligne  droite,  les  six  antres  sont  sur  une  conique.  La  pro- 
position directe  s'ensuit  aisément  ;  car,  supposons  que  P  n'ap- 
partienne plus  à  MN ,  et  soit  P'  le  point  où  ED  oonpe  MN, 
l'intersection  de  P'fi  avec  MF  devrait  appartenir  à  une  co- 
nique passant  par  FEDGB ,  ce  qui  n'est  pas  pas  possible. 

Il  sufSt  donc  de  démontrer  la  réciproque. 

Pour  cela ,  prenons  pour  axe'des  x ,  la  droite  passant  par 
les  trois  points  communs  à  F,=  0,  F.  =  0;  F,(j:,0)=  0  et 
F.(x,0)  =  0  ayant  les  mémos  racines,  leurs  premiers  mem- 
bres ne  peuvent  différer  que  par  un  facteur  9 ,  et  par  consé- 
quent F.(j:,0) — 9F,(j:,0)  =  0  ;  ce  qui  démontre  que 

Or,  tout  point  commun  aux  deux  lieux  F,=:  0,  F.=:0  est 
aussi  sur  le  lieu  de  l'équalion  y^[x,y)  =  0,  par  suite  sur 
l'axe  des  x  donné  par  ^  =  0,  ou  sur  la  conique  de  l'équa- 
tion ^[x^y)  ==  0.  Donc... 

Remarque.  Cette  démonstration,  de  même  que  celle  de 
M.  Roguet  (tome  III,  page  304),  permet  de  supposer  que 
les  lieux  représentés  par  les  équations  F,=0,  F.=  0,  sont 
quelconques  du  troisième  degré,  au  lieu  d'être  l'ensemble  de 
trois  droites  chacune.  La  conclusion  en  est  facile  à  tirer. 

Note.  Ce  mode  de  démonstration ,  dû  à  Bobillier,  a  été 
appliquf^  à  l'hexagramme  de  Pascal  par  M.  Gergonne,  et 
ensuite  à  d'autres  polygones  inscrits  par  divers  géomètres,  et 
particulièrement  par  M.  Plûcker.  Tm. 
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QUESTIONS. 


157.  Lorsqae  trois  forces  P,  Q,  R,  non-situées  deux  à 
den  dans  nn  même  plan ,  se  réduisent  à  une  seule  force ,  la 
somme  des  deux  tétraèdres  construits  sur  les  droites  P,  Q,  R, 
prises  deux  à  deux,  est  équivalente  au  troisième.  (Catalan.) 

158.  Si  taug  a  =  zh\/ —  1 ,  on  aura  aussi  tang  {(^-\-b)  = 
±V^— i ,  quelle  que  soit  la  valeur  réelle  ou  imaginaire 
defr. 

,  159.  Si  parle  foyer  d'une  conique,  on  conçoit  analytique- 
ment  deux  tangentes  à  la  conique,  les  coefficients  angulaires 
de  ces  tangentes,  par  rapport  à  une  droite  quelconque  prise 
pour  axe ,  son  t  représentés  paf  ±\/  —  1 ,  les  axes  étant  ree- 
tangulaires. 

160,  l""  Soient  â  p  le  paramétra  d'ulis  paraMe;  r,  X, 
les  rayons  vecteurs  menés  du  foyer  aux  extrémités  d*uiie 
oorde»  normale  h  la  courbe  au  point  correspondant  à  r, 
on  a  la  relation  t 

go  L'angla  ade  la  normala  avec  l'axe  est  donné  par 

C0S"a  =  J-. 

3"  la  distance  ^  du  foyer  à  la  normale  au  point  emespon- 
dant  à  r,  par 

(GSORGBS  AlTV^) 
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161.  Soient  A  et  A'  deux  points  d'une  elUpfle;  AN ,  k% 
deux  normales  se  rencontrant  enH;  n  ein!  les  grandeurs 
de  ces  normales  ;peip'  les  distances  du  centre  aux  tangentes 
passant  par  A  et  A' ,  d\e  demi-diamètre  parallèle  à  la  corde 
AA';  on  a  :  l""  np-^-rip'zsz^tt  ;  2""  si  Ton  mène  les  deux  autres 
normales  passant  par  N^  on  a  ?ip-|-n/?'+»V"+'*'"p'"==^"" 
stante ;  3»  si  A'  se  réunit  à  A ,  on  a  np=:if^  où  n  est  le  rayon 
de  courbure  ;  4""  cette  dernière  expression  s'applique  au  rayon 
de  courbure  d'une  ligne  de  courbure  de  Tellipsoïde ,  d  étant 
le  demi-diamètre  parallèle  à  la  tangente.        (Joachimsthâl.) 

162.  ABCDE  étant  un  pentagone  plan,  représentons  par 
a ,  p,  7,  ^,  f ,  les  aires  des  triangles  ABC ,  BCD ,  CDE,  DEA, 
EAB,  et  par  S  l'aire  du  pentagone,  on  a  S'— S(a+p+7+^+f)f 

«P+p7+7^+<^«+«a=0.  (GiUSS.) 

163.  Si  d'un  point  donné  dans  le  plan  d'une  ellipse,  on 
mène  quatre  normales,  les  pieds  de  ces  normales,  le  point 
(tonné  et  le  centre  de  l'ellipse,  sont  sur  une  même  hyperbole 
équilatère,  dont  les  asymptotes  ont  mêmes  directions  que  les 
axes  principaux  de  l'ellipse;  le  point  de  moyenne  distance 
des  pieds  des  normales,  les  centres  de  l'hyperbole  et  de  l'el- 
lipse ,  sont  sur  une  même  droite  conjuguée  dans  l'ellipse  au 
diamètre  qui  fait  avec  le  petit  axe  un  angle  égal  à  celui  que 
fait  avec  le  grand  axe  le  diamètre  qui  passe  par  le  point 
donné. 

tsssssssssssssassssssssBST  :  :    ■  ,■,     it.l:."  ,■■■■■-..  ■,■■,'■.■    n^a 

RECTIFICATIONS  RELATIVES 

1»  d  une  leçon  d^arUhmétique  (Voir  p.  204)  ;  ^^  au  Traité  da 

fimctùme  elliptiques  de  Legendre  et  de  M.  Ferkulêt, 

FAa  M.  F.  V,  VB&BUIJiT, 

Professeur. 

i^  Leçon  d^arithméiique.  A  la  page  5  de  cet  opuscule ,  je 
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dto  par  iDadrertanoe  qae  rcrrear  totale  de  la  mnltfplieatioD 
abrégée  a  pour  limite  i^a+b+c+d+e  ;  il  faut  ajoater/à 
cette  somme,  c'est-à-dire  que  V  erreur  a  peur  limite  la  somme 
de  tous  les  chiffres  du  multiplicateur  qui  ont  servi  à  ropéra- 
tion^  et  qui  en  ont  d  leur  droite^  dans  le  multiplicande,  plus  le 
premier  chiffre  qui  n'a  point  servi ,  plus  une  unité  si  le  premier 
chiffre  du  multiplicande  en  a  plt^s  d'un  à  sa  gauche  dans  le 
mtUtiplicateun 
^Fonciians  analytiq[ues*  Tome  III,  p.  97,  ligne  4,  an 

lieudep'fi=J(il'^)^  il  faut  !&'«= j*(A'5J^;  cette  faute  est 

d'autant  plus  perfide ,  qu'il  faut  refaire  un  assez  long  calcul 
pour  s'en  apercevoir.  Elle  m'a  induit  en  erreur  dans  mon 
Traité  élémentaire  des  fonctions  elliptiques,  où  il  faut  lire 

à  la  7*  ligne  de  la  page  229  «  «/«=  2^^?  V^,  p'^^^pb  *c. 


FORME  REMARQUABLE 

que  peut  prendre  Féquation  quidonne  la  somme  des  puissances 
semblables  des  termes  d^une  progression  arithmétique. 


FAa  M.  aiiPA&, 

éléTe  de  l'École  normale. 


Si  les  termes  sont  a,b^c....k^l  et  la  raison  i»  on  sait  que 
Ton  pose  ordinairement  : 

b=za+i 
c=^b  +  a 
d=zc+i 

i=k+ê' 
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qaidopoe: 

<î"«!t-+wf '^4..  •  , +mbr^+r 


r=rif4.w**^*+ ^mkr^^. 

En  ajoatant  toutes  ces  égalités  terme  à  terme  on  troQya  : 

OQ  bien,  cd  «urdomiant 

»id»i„-i+^^^f5»«2+ +mr-5.+r*o=r+ 

or  le  premier  membre  de  l'égalité  peat  se  mettre  soos  la 
forme 

Si  dooo  (H^  oonsidèrd  les  indices  comme  des  exposants  >  ce 
premier  membre  peat  s'écrire  sous  la  forme  symbolique  : 

dans  laquelle  les  exposants  de  «  devront  être  regardés  conmie 
de  yéritabies  indices ,  et  le  coefficient  de  ^  sera  s^ ,  qui  est 
évidemment  égal  au  nombre  n  des  termes  de  la  progression. 
On  pourra  donc,  avec  ces  conventions,  écrire  FéquatioD 
symbolique  très-simple  : 

etcoDune  l=a'\-{n — 1)^,  on  aura  /+^=a-|-n^,et 
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S'fl  s'tgil 4«la iiffogTCMioo  dea  nombm natoreh,  aaei, 
3=i ,  et  la  formole  devient  : 

Soit  fait  mssS,  la  formule  devient  en  développant  : 

3*,+3«.+*.=3/t+3»*+»î } 

mais  #,«=«;  s,=x:\T  /g--.X_  ^ 

donc  6*.+3n*+3«+2n=6n+6n'4-8»», 

6  6  2.3 


QUESTION  147. 

Trouver  la  développée  de  aV+  iy  =  (j:'4-^')'. 


«lére  du  collégt  de  la  Pliehe. 

Voici  un  calcul  qui  eondait  an  réwKat  indiqgé. 

à'xdx-\- b'rdr—  2(a^-\-y)  (xdx -]■  rdy)=<i 
tCdx*  +  b^(fy*-\-  Vyd^y — 4  [pidx  +y^*~ 
-2(x'  +y){da^+  dy+yd-jr)  =  q  , 
^_      a'x--2(x'-fr').y  «^__«x 

en  posant,  ponr  abréger,    ^laf^jjijïp; 

^ y  P'("'—  &J?') + J^«'(p  -  4j^')  +  8x>'^p 

_  +aP(a'j?'+  6y)  +  4xyc* 

Donc         j^     («v+pyr 
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Soient  X  et  Y  les  coordonnées  courantes  do  Uea,  on  sait 

qu'on  a  : 

X=:j;+Rco8a,    Y=^-|-R8ina; 

tur                  .                     6y 
cos<x  = -,    sma= ;; 

gpx  (a''x'+  b'y^  +  *J:yc*-f-  «x  (aV+ pV) 

^      *  xy  y  +  a'x*{c'  +  *.r')  -  83:y gp  _ 

^~         «^(x'+yr+*xyc»         ~ 

j.3|;»yp(p_2a)+,'(c'+*y)] 
-        «p(x'+y)  +  4xyc»        ' 
„     g^H  fr'pc' + *r'«g' + g'«')  _      g*^  (»•+  VO 

^ <«p(x'+y)'+4x'j'V      -«p(x'+^-)'+*j:yc<' 

c*a<.r* 

^~ap(x'+yr+4xyc»* 

Remplaçant  a  et  p  par  leors  valeurs,  le  dén(nnina(ear 
devient  s 

(**+y )  [(2û*-  *')  aV+  (26*-  a')  6>n .   ^ 
On  a  donc  les  deux  équations  t 


Y  = 


'  (x'+y )  [(2a'—  y)  flV+  (2è'-  a*)  iy ] 

la  valeur  de  Y  se  déduisant  de  celle  de  X  en  changeant  a 

eab,  xeay,  et  réciproquement. 

Je  multiplie  la  première  par  6 ,  la  seconde  par  a,  et  je  les 

2 
élève  à  la  puissance  -  ;  il  vient  alors  i 

^*'  *  ^  -  l  (x'-hr')  [(2a--*>'x'+(2y-a-)6y ]  | 

Jyt_  I ^ IV. 
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Ajoutent ,  et  |wenant  la  racine  des  deux  membres,  il  vient  : 

Si  l'on  avait  multiplié  l'équalion  (1)  par  (2ûi"— é*),  etlasai- 
.  vante  par  (26"*— «'),  on  aurait  trouvé  en  ajoutant  : 

(3)  (2fc'—  a')  Jy^+  (2a*—  b')b''X^= 

U^"+y)  [(2a»-.é>»a:'+{26'-a*)iy]  ) 
(2a*—b')a'a:l'M2b'^à')ay. 
Enfin  >  si  Ton  multiplie  Téquation  (2)  par  l'équation  (3), 
on  trouve  : 

V  A Vft^X'  I  {2b*'-a')ahK{2à'-b*)bh^  }  ={a'-b*).ab 

L'énoncé  de  cette  question  doit  rôifermer  une  faute  d'im- 
pression. Yoici  le  résultat  indiqué  : 

Il  diffire  du  précédent  en  ce  que  dans  la  parenthèse  il  y  a  <* 

JJ,  by,    au  lieu  de    Jy^ ,  éV. 

Observation.  J'ai  copié  Ténoncé  tel  qu'il  m'a  été  adressé. 

Tm. 

QUESTIONS  D'EXAMEN. 

Réiolution  de  quelques  questions  conduisant  d  des  équations 
qui  peuvent  se  ramener  à  celles  du  second  degré  ^  par  un 
choix  convenable  d^inconnues  auxiliaires,  (t. Y,  p.  389.) 

FAa  M.  BVXT. 

Régenl  de  mathématiques  spècialef  aa  collège  de  Toolon ,  licencié  es  sciences 
mathématiques. 

I. 

On  demande  de  trouver  quatre  nombres  en  proportion  par 
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qnoiieat ,  ooaiiaiMaiit  la  Bomme  a  des  extrêmes,  la  somme  b 
des  moyens ,  et  la  soomie  c  des  cubes  des  quatre  termes. 

En  appelant  x,  y^  s,  t  les  quatre  nombres  cherchés,  on  a 
à  résoudre  le  système  de  4  équations  : 

xt  =yz  (1) 

x+t^a  (2) 

y-^^^b  (3) 

j^^y^^t^^e^c  (*) 

Les  équations  (2)  et  (3)  donnent  : 

x^-\-^xH  +  Zxt  +  «5  =  a^ 

doue  x3+^3+z5  H-/+3x^(j:+0  +  3r2  {^+2)  =«5+*^  ; 
OU  en  ayant  égard  à  (1),  (2) ,  (8) ,  (4) 

Sx/{tf  +  6)  =  tf»  +  ^^  — c. 

En  combinant  maintenant  (2)  et  (5) ,  on  aura  les  valeurs  de 
X  et  r  ;  puis  en  combinant  (3)  et  (5},  on  aura  celles  de>'etz. 

11. 

Trouver  quatre  nombres  en  proportion  par  quotient, 
connaissant  la  somme  a  des  extrêmes,  la  somme  b  des 
moyens,  et  la  somme  c  des  quatrièmes  puissances  des  quatre 
termes. 
On  a  immédiatement  les  éqoaUons  : 

xt^yz  (1) 

j:+«s=a  (2) 

y  +  %^b  (3) 

^*+y  H- »*  +  <<-«  (4) 

Les  équations  (2)  et  (3)  donnent  -. 

xk + ^xH + ^x'e + ^xt^  +  «* = a^ 
y^  +iy'z  +  eyz'  -f  J^yz'  +  2'.  =  *4 
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donc 

oo  à  cause  de  (1)  et  (4) 

mail  (d)  et  (3)  dooneiit  : 

jr*+^  =  a'  — 2a:r, 

donc  x'+^  +  a'  +  i*=a*+i*— 4a:/; 

et  par  suite  on  a  : 

4x/ (a*+ *•— JcO  ==«*+**— ^ 

d'Où         xv  ^(a'+ft>r+^^-^îii — :  =  0, 

4 

équation  du  deuxidoie  degré  en  jci^  et  qni  donnera  : 

xtt^^zr^JA  (5) 

et  xt=:yz  =  W  (6) 

En  combinant  (2)  et  (5) ,  puis  (2)  et  (6) ,  on  aura  les  valeurs 
de  :r  et  /. 

Enfin  en  combinant  (3)  et  (5)  ^  puia  (3)  et  (6) ,  on  aura  les  va- 
leurs dty  et  s. 

m. 

Trouver  quatre  nombres  en  proportion  par  quotienti  cou* 
naissant  la  somme  a  des  extrêmes,  la  somme  b  des  moyens, 
et  la  somme  c  des  cinquièmes  puissances  des  quatre  termes. 
On  a  à  résoudre  le  système  : 

xt=^jrz  (1) 

x+/=a  (2) 

jr  +  z=b  (3) 

a:'+y+z^  +  l'=c  (4) 

Les  équations  (2)  et  (3)  donnent  : 
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donc 

+  2^2')  =  «*+*=*; 
on  en  ayant  égard  à  (t)  et  (4) 

5xt  [x»  +/+  ï» +t^ + 2xï  (x  + 1  +r+»)l  =  «*+ ** — *• 
Mais  (2)  et  (3)  donnent  -. 

x'+3x*«+3xt*  +  ï'=«* 
j^+3^'«+3j'^+z'=é»; 
d'où 
a;î  +^î+  zî+^  s=  a»+i« — 3x«  (x-H)  —  3^(^4^)  s=  «*+*'  - 

—  3x«(<»+6); 
par  suite 

5x«[a»+ft»— xï(a+é)]=«*+65-Cî 

d'où       -'^-^^+-ife:ïr=*' 

éqaalion  da  deuxième  degré  en  xt  qui  donnera  : 

xr=^=M'  (6) 

Alors,  en  combinant  (2)  et  (5),  puis  (2)  et  (6),  on  aura  les  va- 
leurs de  ^  et  f;  et  en  combinant  (3)  et  (5) ,  puis  (3)  et  (6), 
on  aura  celles  de^^  et  z. 

IV. 

On  demande  de  trouver  quatre  nombres  en  proportion  par 
quotient  9  connaissant  leur  somme  a ,  celle  de  leurs  carrés  bf 
et  celle  de  leurs  cubes  c. 

On  a  à  résoudre  le  système  : 

xys=jrz  (1) 

j:+y+z+t=ia  (2) 

x*+y  +  z'+e=b  (3) 

Posons  x4-<=J?'  (5),  ^+s=y  (6).  Il  en  résulte y+j/=a  (7). 
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Les  équations  (5)  et  (6)'doiinent 

donc       j:*+^+z«  +  r'=x'*+y  — 2x/-2ra, 
ou  en  ayant  égard  k  (1)  et  (3) 

Mais  (7)  donne  af*  +y^ = a^-^^a/y  ; 

donc  xt= j ^.  ' 

De  même  (5)  et  (6)  donnent 

d'où 

x^'^y+z'+t^=jc'*+y^—3xt{x+t)—3yz{y'\-z), 

et  par  suite  de  (1),  (2),  (i), 

3a 
Hais  (7)  donne  -^ 

jc^^+y^=a^^dary—zx'y'= 

=:a5-3xy(a/+y)=a'— 3axy; 


donc 


«=i=£gf^.  ,., 


Des  éqoations  (8)  et  (9)  on  déduit 

4  ~  3a  ' 

et  par  suite 

^■^=        6a       -  (*^^ 

En  combinant  ensuite  (7)et  (10),  on  aies  valeurs  de  jc'  ety. 
La  question  est  alors  ramenée  au  problème  I,  et  par  suite 
elle  est  résolue. 

Am  vftlIàTitii.  VI.  ^9 
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V. 

Trouver  quatre  nombres  en  proportion  par  quotient,  con- 
naissant la  somme  a  deux  nombres,  la  somme  b  de  leurs 
carrés ,  et  la  somme  c  de  leurs  quatrièmes  puissances. 

On  a  les  quatre  équations 


xt^yx                  (1) 

x+y+z  +  t  =  a                      (2) 

x'+y-}-z*+e=b                       (3) 

•  Y+y+i^+t*^f-                      («) 

Posons 

x-^t^af                            (5) 

J'+s-y,                            (6) 

il  ea  résulte 

x'+y=a.                              (7) 

Les  «qwtiopi  (SJ  o[  {«)  dounent,  fiommt  dam  It  pro- 

blème IV, 

— ^'-^^'^                        (8) 

Ces  mêmes  équations  donnent  encore 

d'où 

x<+j''+s4+t*+2jrf(2x'+2/'+3J^0+^(^'+22'+3r»)=«'*4r'* 
on  à  cause  de  (4)  et  (1) 

et  à  cause  de  (3) 

4xf(6-)-3.«)=j/*-fy<-*.    ■  (9) 

Mais  de  l'équation  (7)  on  tire 

OU  à  cause  de 

2(x'*+y')=2a'— 4y/ 


Digitized 


by  Google 


-888- 
par  conséqaent  Fégaation  (0)  deyieut 

Si  dans  cette  équation  on  remplace  xt  par  sa  valeqr  (8),  on 
obtient  une  équation  du  deuxième  degré  en  afy\  qui  donnera 
xy=M  (10)  et  xy=M'  (11). 

En  combinantalors(lO)  et  (7),  pms(ll)  et  (7),  on  obtien- 
dra les  valeurs  de  x*  et  r'.  ta  question  est  alors  ramenée  au 
problème  II ,  et  par  suite  elle  est  résolue. 

VI. 

Trouver  quatre  nombres  en  proportion  par  quotient,  con- 
naissant leur  somme  a,  la  somme  b  de  leurs  enbes,  et  la 
somme  e  de  leurs  quatrièmes  puissances. 

On  a  à  résoudre 


xt=y% 

(i) 

x-\-y+z-\-t  =  a 

(2) 

xH-J^*»+«'«* 

i(3) 

PoaoM 

(♦) 
(5) 

on  en  déduit 

(6) 
(7) 

Oa  lira  de  (5)  et 

(6),  comme  dans  le  problème  lY, 

^^«._6_3.y/_ 

(•) 

3a 

On  trouve  d'ailleurs,  comruf  dans  le  problème  Y, 

4x£(x'+y+«'+r+3ar<)^j:'*4;r'^-c  ;      (9) 
mais 

et  les  équations  (5)  et  (6)  donnent 

4r'+y+«'+('^<>-3xy-*«-r. 
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Eq  remplaçant  ces  valeurs  dans  (9),  on  a 

Si  maintenant  on  substilae  dans  celle  éqnalion  la  valeur 
de  xt  (8),  on  obtient  une  équation  du  deuxième  d^ré  en 
x'y  qui  donne  x'y=M  (10)  et  ay=M'  (11). 

Combinant  (7)  et  (lOj,  puis  (7)  et  (1 1),  on  connaîtra  a/  et  y, 
et  par  suite  la  question  sera  ramenée  à  la  question  I  ou  à  la 
question  II ,  et  par  suite  elle  sera  résolue. 

VII. 

On  demande  de  trouver  quatre  nombres  en  proportion  par 
quotient,  connaissant  leur  somme  a,  la  somme  b  de  leurs 
cubes,  et  la  somme  c  de  leurs  cinquièmes  puissances. 

On  a  à  résoudre  les  équations 

xtssyz  (1) 

x+j^  +  z  +  tz^a  (2) 

a^+y^+z^+t^=zb  (3) 

jc&^y^^z'^^t^^c.  (4) 


Posons  toujours 


d'où 


x+t=J^  (5) 

jr+z=y\  (6) 


x-^y=a,  (7) 

comme  dans  le  problème  lY ,  on  trouve 

3a 

Les  équations  (5)  et  (6)  donnent 

x*+5a^r+iO:r'r'+10x*f»+5x/«+/S=x* 

d'où 
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ou  bien  à  cause  de  (3)  et  (2) 

5xt{b+2axt)^j/'''^^—c  ;  (9) 

d'ailleurs  de  (7)  on  tire 

a:'5^5^a5-5a/y[a:'3+y5-2xy(a:'-hr')], 

ou  à  cause  de 

a/3+y3=^3_3^y 

Substituant  cette  valeur  dans  (9),  on  a 

Si  maintenant  on  substitue  au  premier  membre  de  cette 
équation  la  valeur  de  xt  {S),  on  obtiendra  une  équation 
du  deuxième  degré  en  xy  qui  donnera  a^y^sM  (10), 

xyt=M'  (11). 

Alors,  en  combinant  (7)  et  (10),  puis  (7)  et  (11),  on  aura 
les  valeurs  de  x'  et  y,  et  la  question  sera  ramenée  au  pro- 
blème III. 

VIII. 

On  demande  de  trouver  quatre  nombres  en  proportion 
par  quotient,  connaissant  la  somme  a  des  extrêmes,  celle  b 
des  moyens,  et  l'excès  c  de  la  somme  des  cinquièmes  puis- 
sances des  extrêmes  sur  la  somme  des  cinquièmes  puissances 
des  moyens. 
On  a  les  équations 

xt=yz  (1) 

X'\-t=a  (2) 

jr^z=b  (3) 

X»+£5_y-.Z»=C.  (4) 

On  tire  de  (2)  et  (3) 

x5+5x*r+l  0x^e+i0xU^'h5xt^'{^^ssa^ 
y+5ya+lQr3fc"4-lQr**3+55r«*+*5==ft5; 
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d'où 

Mais  on  a 
et 

donc  à  cause  des  équations  (2),  (3)  et  (4),  on  a 

on 

ou  encore,  à  cause  de  (2),  (3)  et  (1), 

«quatiou  da  (teuMIème  degré  en  xi  qiri  donnera 

ar/=jrit=M  (5) 

et 

Alofd,  ett  conMnant  (2)  et  (5),  puis  {2>  et  (6],  on  aura 
JT  et  1}  et  en  combinant  (3)  et  (5) ,  pnis  (3)  et  (6),  on  aura 
y  et  2. 

On  trouverait  de  méme(|tiatre  nombres  en  proportion  par 
quotient,  connaissant  la  somme  des  extrêmes,  celle  dès 
moyens ,  et  Texcës  de  la  somme  de  cubés  deâ  eitrémes  sctr  la 
somme  des  cubes  deft  môjrens,  ou  Texcès  de  la  somme  des 
quatrièmes  puissances  des  extrêmes  sur  la  somme  des  qua- 
triètnes  puissances  de  moyens* 

II  existe  un  grand  nombre  de  qtieâtioùs  qu'on  peutramener 
au  deuxième  degré  par  des  artifices  de  oaleul  iemUaUeaaux 
précédents. 
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RECTiFIGATIOlf  D  UN  ARC  DE  G£R€LB. 

VAR  M.  J.-O.  BOSTOa , 

Doeteir  éf  seiaticefl  mathémâUilquei. 


1.  LoniB.  Soit  ABC  un  IriaDgle  rectangle  en  G ,  AD  la 
bissectrice  de  Fangle  BAC,  DE  une  perpendiculaire  à  la  Ms- 
sectrice  AC  interceptée  entre  cette  bissectrice  et  Tlijpo- 
ténnse  AB;  faisons  kbtadj  kC^b,  AÈ=a,  AJ)sszb,y  on  a 

liimUi  àt  Vwrc  du  cerch. 

fi.  tito^MÈ  (*).  larÈqu'tm  Mné  aux  extrètniUè  JPuh  ah 
AG  (fig.  42),  moindre  qu'une  demi-drcanfllrence^  la  Utngenie 
AB  H  la  dtùUè  CB  perpendiculaire  à  la  corde ,  qu*on  tiré  la 
hiiiêcttice  AD  de  Vangle  BHG,  et  DE  perpendiculaire  mr 
ADi  puiê  labiêeectriee  AP  de  Vangle  BAD,  et  FG  perpendi- 
culaire tur  AF»  eê  ainei  de  tuite  |  la  longueut  de  fûte  AG  eei 
comprise  entre  les  longueurs  des  côtés  issus  du  sommet  A ,  dans 
chacun  des  triangles  rectangles  ABC ,  ADE,  AEG... 

Par  le  milieu  de  la  corde  a(2  élevons  la  perpendiculaire 
Ul  ;  celle  droite  passe  par  le  centre  0  et  par  les  milieux  de 
l^arc  AflC  et  des  lignes  At),  AB  ;  joignons  KC. 

Oit  a  A&=KC;  par  suite  ËK=:KC;  donc 
corde  AC<arc  AHC<tang  AB. 


(*)  Cet  énoneé  est  extrait  du  Traiié  de  Géométrie  de  Prou ,  probstenr  à 
Statlsard ,  page  tsi.  Stuitiard ,  HiM  ^.-11.  IteHitf  r.  i  a«i.  J-  «•  t>. 
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Ensuite  les  angles  CAD,  DAB  ont  pour  mesures  respec- 
tives la  moitié  des  arc$  GH,  AH;  or  ces  angles  sont  égaux  ; 
donc  la  bissectrice  AD  passe  par  le  milieu  de  Tare  AHC^  et 
y  est  divisée  en  parties  égales. 

Cela  étant,  menons  la  droite  Eh  perpendiculaire  sur  AD; 
elle  passe  par  le  milieu  de  AD,  et  par  suite  par  le  milieu  de 
AE.  On  prouve  comme  précédemment  que 

corde  AH<arcALH  <;tang  AA. 

Multipliant  par  2,  il  yient 

2AH<2ALH<2AA, 
ou 

bissect  AD<arc  AHG  <  segment  AE, 

et  ainsi  de  suite. 

3.  ÉvalmUon  approchée  de  rare  de  cercle. 

3.  ThiSorémk.  On  peui  assigner  une  ligne  droite ,  dont 
la  différence  avec  un  arç  quelconque  AHG  eoU  moindre  qw 
toute  ligne  donnée. 

En  effet,  la  différence  entre  AE  et  AD  est  moindre  que  le 
quart  de  la  différence  entre  AB  et  AC  (1)  ;  de  même  la  diffé- 
rence entre  AG  et  AF  est  mdndre  que  le  quart  de  celle 

entre  AE  et  AD ,  ou  moindre  que  •--  de  la  différence  entre 

16 

AB  et  AC  ,  etc.  Donc ,  si  l'on  continue  les  bissections  des 
semi-diyisions  successives  de  l'angle  BAC,  on  pourra  trou- 
ver une  bissectrice,  dont  la  différence  avec  le  segment  de 
AB,  dont  elle  est  la  projection,  soit  une  fraction  aussi  petite 
qu'on  voudra  de  la  différence  AB — AC,  ou  une  fraction  plus 
petite  que  la  grandeur  de  toute  ligne  donnée.  Donc  cette 
bissectrice  et  le  segment  correspondant  de  AB ,  qui  com- 
prennent l'arc  AHG ,  différeront  chacun  de  l'arc  AHG  d'une 
quantité  moindre  que  toute  ligne  donnée. 
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4.  Remarqw   I.  Si  Ton  yeat  ayoirla  longugnr  de  l'arc 

AHC  à  moiDs  de  —^  prés,  et  que  n  représente  l'ordre  de  la 

bissectrice  à  laquelle  il  faut  s'arréteri  on  qai  satisfait  à  cette 
condition ,  on  déterminera  cette  limite  n  de  la  manière  sni- 
yante. 
On  observera  d'abord  qne  (1) 


Multipliant  toutes  ces  inégalités  membre  àmembre,  etsnp- 
primant  les  facteurs  communs  aux  deux  membres  de  l'inéga- 
lité résultante,  on  trouve 

a  — b  ^-i  a^-^b. 

Or  l'arc  AHC  est  compris  entre  a^  et  b^  (3)  ;  donc  sa  diffé- 
rence avec  chacune  de  ces  deux  lignes  sera  inférieure  à 

_.  =    1 
ce  qui  aura  lien  à  fortiori  ^  si 
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Ou  «i  MMIt ,  en  {Ntauitat  IM  lo^thmei , 

=  m-flog(a— t) 

c'est  la  yalenr  de  la  limite  cherchée  C). 

5.  Remarque  II.  Les  valeurs  de  ^  eti.,  a, et  6,...  se  dé- 

2ab  -  y. — 

terminent  à  l'aide  des  formules  a,  =  — - ,  6,  =  va,b.  On 

peut  simplifier  le  calcul  en  transformant  ces  formules  en 
deux  autres,  dont  l'emploi  est  plus  facile.  A  cet  effet ,  on 
posera 

La  substitution  de  ces  valeurs  inverses  dans  les  relations  dn 
$  !«'  les  change  dhnsles  suiVaiites  : 

A  l'aide  de  ces  formules  on  calcule  les  valeurs  d#  C|  tt  liî , 
puis  celles  décret  £?,...,  jusqu'à  celles  de  c^  et  <a(^;  les  in- 
verses de  c^  et  d^  seront  <  èl  b^. 

L'inspection  des  formules  fait  voir  que  la  valeur  inoeru 
de  Varc  AUC  a  pour  limite  une  mite  de  nomkrei ,  dont  let 
deux  premiers  sont  les  inverses  de  AE  et  AD,  et  dont  les  fut- 
vantssofU  alternativement  moyens  différentiels  tt  moyens  pro^ 
portionnels  entre  les  deux  qui  les- précèdent  ('*). 

6.  Corollaire.  La  différente  ilè  d;— c.  est  aussi  moîfidfie 
que  le  quart  de  la  différence  d— c. 


(')  Voir  tome  IV  de  ces  Annales,  pafe  1S9.  J.-G.  D. 

(**)  Cest  la  méihode  d*Archimède.  Voir  t^ouvolles  Annales,  L III,  p.  S8S.  Tn. 


Digitized 


by  Google 


—  IH  — 

i 

Car,  pniflqae  la  moyenne  différenUdIe  4  (C|H-dJ>  yc^^d,, 


on  peat  poser 


^.<l^.  +  ^^> 


on,  en  retranchant  ^  de  {mrt  et  d'antre , 

mettant  à  la  place  de  1  tf.  to  Vaieuf  j  [c-^-d),  il  tient 

rf.-HÎ.  <  1  rf-  1  (»  -  1  li,  ôtt  rf-tf.<l  (d^). 

Aoppof <  de  M  c(f ooH^c^e  oU  (l((tm^(f0.  ' 

7.  Théorème.  Lorsque  rare  AHG  (^y.  42)  eit  une  partie 
aliquote  de  la  circonféreMe  ^  les  dmAie»  AG^  ABL  sont  les  côtés 
de  polygones  réguliers  semblables  ihscHt  et  circonscrit^  et  les 
droites  AD,  AE  sont  leioUhle  déê  eôtéê  des  polygones  sembla^ 
blés  inscrit  et  circonscrit  d'un  nombre  double  de  côtés. 

En  effet,  si  l'aro  AHC  esc  la  n'  partie  de  la  oirconrérence. 
Tare  AH  en  sera  la  2n*  partie;  les  cordes  AG ,  AH  seront  les 
côtés  des  polygones  régulie^à  iiiscrits  de  n  et  S/i  trôtés  i  et  les 
tangentes  AK ,  AM  seront  les  demi-côtés  des  polygones  ré- 
guliers circonscrits  de  n  et  'In  côtés.  On  peut  donc  écrire, 
d'après  une  tiotaUoa  facile  à  snisir  ^ 

Afi  =  £:,=i/;,,  AR=lc,^î.ip,, 

Or      A£  =  KB,AHsHD,  AMsMAsAA»AB. 
Donc 
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8.  ProbiAmb  I.  Exprimer  Us  «aleun  det  périmitre$  âtt 
polygones  réguliers  semblMes  inscrit  et  circonscrit  de  Sn 
côtés  en  fonction  des  valeurs  des  périmètres  des  polygones  ré- 
guliers semblables  inscrit  et  circonscrit  de  n  côtés. 

Si  l'on  sobstitue  les  yalears  [Â]  dans  les  formules  (1),  on 
trouTera  les  relations 

'^n+Pn 

qai  mèneront  aux  ralears  cherchées. 

9.  Corollaire.   Les   formules  (F),   oa  la  substitation 

des  râleurs  [A]  dans  Pinégalité  a,— *,<-  (tf— fr),  feront 
facilement  trouver  que  la  différence 

10.  Remarque.  Si  Ton  substitue  dans  les  relations  (F),  à  la 
place  de  P^,/>^,  P^,/>^,  leurs  yaleurs  inverses  Q^,  q^^ 
Qnj9n9  ^^  trouvera  les  formules  plus  simples 

qui  condufaront  plus  facilement  an  même  but. 
Ces  formules  donneront,  comme  celles  de  n^"  6, 
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.  11.  ProbUmb  II.  Calculer  la  valeur  approchée  de  la  cir- 
conférence au  diamètre. 
Foir     Gcoraélrie  de  M.  Cîrodde,  2"«  édit.,  p.  174. 

Géométrie  de  M.  Lionnet,  3""*  édit.,  p.  163. 

Géométrie  de  M.  Finck,  3""*  édit.,  p.  97  et  soiv. 

Géométrie  de  M.  Gatalao ,  p.  133  et  145. 


FORMATION 

dee  nomln'ee  premier»  les  uns  par  les  autres,  d'après  M.  le 
professeur  Scherk  (Crelle ,  X,  p.  201  ^  1833). 


Soit  la  suite  naturelle  des  nombres  premiers,  Tunité  omise, 

2,  3,5,  7,  11,13,  17,  19 p^. 

p^  désignant  le  n^^  terme  de  cette  suite,  on  a  : 

pour  n  impair,  />^=1  ±:3±5±7± — />*-.+2/>„; 

pour  «pair,      /i^=l±:3it:5±7± +p^,-f;,^. 

Ainsi,  tous  les  nombres  premiers  qui  précédent /?  se  trou- 
vent dans/?^,  l'unité  toujours  avec  le  signe  -f-  ^insi  que  le 
dernier^  qui  est  -j-  pris  deux  fois  lorsque  n  est  impair,  et  une 
fois  lorsque  n  est  pair;  quant  aux  signes,  on  peut  toujours 
faire  que  les  derniers  termes  soient  positifs  pour  n  pair ,  et 
ensuite  un  même  nombre  de  termes  positifs  et  négatifs  pour 
les  autres  ;  et  quand  n  est  impair,  on  peut  faire  que  rayant- 
dernier  terme  soit  négatif,  et  ensuite  autant  de  termes  posi- 
tifs que  négatifs. 

Exemples  • 

2  =  +  2, 

3  =  +l4-2, 

5  =  +  l-2  +  2,3î 
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il=  +  l  — 2+3  — 5  +  2.7, 
18.=  + 1+2—3  —  5  +  7+11, 
i7  =  +  l+2  — 3  — 5  +  7  — 11+2.18. 
Cette  loi  de  formation  n'est  fondée  qae  sof  VftèêêrvaiUm^ 
et  a  été  vérifiée  Jusqa'aa  oombre  ppemier  498. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que  cette  loi  des  nombres 
premiers  de  rang  pair  ne  saurait  appartenir  aux  nombres 
premiers  de  rang  impabr  {  c^r  VQ  nombre  premier  de  rang  pair 
est  précédé  de  nombre  impair  de  nombres  premiers ,  parmi 
lesquels  est  le  nombre  2.  De  quelque  manière  qu'on  les  com- 
bine pour  addition,  et  soustraction,  on  aura  toujours  un 
résultat  pair.  Donc ,  etc. 

GRAND  GpNCOURS  DB  1847.  (f^eîr  |.  V,  p.  447.) 
OuasvioNS  PMiPOSiis. 


MalhémcUiques  spéciales. 
Un  triangle  PQH  étant  circonscrit  à  un  cercle,  on  ferme 
un  second  triangle  ABC ,  dont  les  sommets  A,  B,  G  sont  les 
points  milieux  des  côtés  du  premier.  Des  sommets  de  ce 
second  triangle ,  on  mène  au  cercle  les  tangentes  Aa,  B^,  Ce, 
qui  rencontrent  respectivement  en  Hyb^Cy  les  côtés  opposés 
à  ces  sommets.  On  demande  do  prouver  que  ces  Iroh  points 
a,  by  c  sont  en  ligne  droite.  On  verra  si  le  théorème  a  égale- 
ment lieu  lorsque,  à  la  place  du  cercle  Inscrit,  on  prend 
une  seclion  conique  quelconque  tangente  aux  (rois  côtés  du 
triangle  PQR  ('). 


O  Au  moment  de  mettre  sous  presse,  nous  resevont  une  lettM  €t  M.  le  prs- 
resseur  J.  A.  Serret,  oà  se  trouve  une  sf||i}(ioii  lrès«ifip\e  de  ce  proUène. 
Nous  en  enrichirons  le  procbain  numéi%  (fte  Annales. 
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Soit  doané  dans  un  cercle  une  eorée  WSJ  et  le  diamè' 
tre  DD'  perpendioQUîre  à  celte  corde  ; 

O'pn  point  O  de  le  civcoiiférence,  on  mène  denx  lignes  aux 
extrémités  du  diamètre  et  deox  lignes  aux  extrémités  de  la 
oorde; 

Il  s'agit  de  prouver  que  la  somme  des  projections  des  deux 
pr«mièm  ligqea  aor  l'unp  OK  des  deui  autres,  est  égale  à 
cettft  même  ligneOK ,  e^  qat  la  difiévonoe  des  mêmes  proj co- 
tions est  égale  k  l'autre  ligne  OK',  c^t-k-dîre  que  deiif 
étant  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des  eitrémités 
du  diamètre  sur  |a  droite  OK  {  oni| 
Od  +  OiP^OK 


SUR  L'ÉUMINATION 

par  les  foneHom  symétriques^  éFaprês  M,  Liauville.  (Journal 
de  mathématiques,  t.  XII ,  p.  08,  i847.) 


1.  Euler,  car  on  revient  toujours  k  ^  pam-rllit  ^  rQP4^ 
rélîmiQ^tiOQ  sur  l9  oom^m^fMl>^U  de  p«c|^ps  entre  deuf  éqv^ 
tioqs  i  c'est  ce  qpi  a  dQPpé  naissance  ^m  prpcédo  d«  |/tM 
grand  cQ^n^un  divisçur.  Au  mqyeu  des  équations  qui  pré- 
cèifent  l'é^ufitiaa  ()pa|e,  co  pr^çéd^  fait  copnaitr^  )ea 
groupes  ^  Y^Iears  qnî  sati^fon^  aux  équfitions  données ,  ce 
qu'on  pe  pouvait  obtenir  jusqu'«ojourd*but  par  U  méthode 
des  fouGlioqf  qrmélriquei.  Toutefoia  cet  «vaptage  de  la  mè» 
tboded^  division*  eit  racheté  par  de  graves  jocwvéoieBls* 
D'ahorcj  I9  longueur  0e  calculs  pénibles  i  exécuter,  ^t  qu'il 
faut  r^cQ^fueuc^r  pqur  (disque  ^emple  ;  pp  a  «uipite  rem«- 
barras  des  solutions  élrangères,  que  Bret,  il  est  vrai,  pouf 
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a  appris  à  écarter,  mais  qai  donnent  encore  lieu  à  des  discos* 
sions  épineuses ,  comme  nous  le  voyons  dans  un  mémoire 
publié  récemment  sur  cette  discussion,  et  dont  l'analyse, 
hérisée  de  formidables  formules,  ne  semblerait  pas  propor- 
tionnée à  l'importance  de  l'objet,  si  le  savant  auteur  n'avait 
eu  en  vue  d'antres  conséquences.  Par  contre,  l'équation 
finale  s'obtient^  dans  la  seconde  méthode ,  sans  calcul  pour 
ainsi  dire,  par  une  simple  transcripUony  puisque  Warring  a 
donné  les  formules  pour  écrire  immédiatement  toute  fonc* 
lion  symétrique  des  racines  en  fonctions  des  coefficients. 
Bien  plus,  Yander monde  a  calculé  et  réduit  en  tables  toutes 
ces  fonctions,  depuis  la  puissance  de  2  jusqu'à  la  puissance 
de  10,  ce  qui  dépasse  de  beaucoup  tous  les  besoins  de  la  pra- 
tique. Nous  nous  proposons  de  reproduire  dans  notre  recueil 
ces  tables  d'une  extrême  utilité  dans  l'analyse  appliquée  ; 
elles  permettent,  sans  avoir  besoin  d'eiTectuer  l'élimination , 
de  connaître  le  degré  d'un  lieu  géométrique.  Il  était  donc  à 
désirer  qu'on  pût,  au  moyen  de  l'équation  finale  relative 
à  une  inconnue»  calculer  les  valeurs  correspondantes  de  la 
seconde  inconnue.  C'est  ce  nouveau  service  que  M.  Liouville 
vient  de  rendre  à  la  science ,  en  se  servant  d'un  moyen  ingé- 
nieux imaginé  par  Poisson. 

2.  Soient/(:c,j^)=0,  F{x,y)  =  0,  (t)  deux  équations  algé- 
briques à  deux  inconnues.  On  suppose  qu'il  n'y  a  pas  de  solu- 
tions infinies,  qu'on  peut  d'ailleurs  trouver  directement. 
Posons  x=st — a^,  /  et  a:  étant  deux  nouvelles  inconnues. 
Substituant  cette  valeur  de  x  dans  les  équations  (1),  on  a 
deux  équations  entre  les  trois  inconnues  j^,  r,  a,  et  élimi- 
nant j^,  on  obtient  une  équation  entre  <  et  a ,  que  l'on  peut 
concevoir  ordonnée  suivant  les  puissances  de  «  ;  de  sorte 
qu'on  aura  +(^a)=+/+a»[;.f-JH3c'>p.f-t-a'>I;,<H — =0;  ^.t.'^J  sont 
des  fonctions  connues  de  t.  Prenant  les  dérivées  par  rapport 
à  ce,  on  a 
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d'où 

dt_      d]f    d}f^      ^^t  +  ^y^Jt+Z^'^f-^- 

rfa  dx' dt  ^7  +  x};/  +  3x''f^—         '^' 

>P/,  etc.,  indiquent  les  dérirées  de  ^^  ^,,  pris  par  rap- 
port à  t. 

Faisant  a=:0,  on  a  généralement  parlant  <  =  j^$  donc 
>P(jr)  =  0  n'est  autre  chose  que  Téqualion  qu'on  oblicndrailen 
éliminant^ entre  les  équations  (I).  Soient  x,  une  des  racines 
de  cette  équation,  et  y,  la  valeur  correspondante  de  y,^ 

on  a  donc  j:,  =  r — ay,\  et  pour  ces  valeurs  ---=j^,, 

dx 

quelle  que  soit  la  yaleur  de  a.  Faisant  donc  a  =  0,  l'équa- 
tion (2)  donne: 

or  ^/x)  et  ^*{x)  sont  des  fonctions  connues;  donc  cette 
Taleur  de  x  fait  connailre  celle  de  y,  et  ainsi  des  autres. 

Vbsenalion,  On  voit  donc  que  dans  ^tfOL)  il  n'est  besoin 
de  calculer  que  les  deux  premiers  termes  ^t  et  a^,t. 

3.  Si  l'équation  >p(rr)  =  0  a  deox  racines  égales  kXy  alors 

4'(j:,)  =:  0 ,  el  commet'  n*est  pas  inûni ,  il  faut  donc  que  l'on 

ait  aussi  {'.M  ^0;  pour  avoir  la  valeur  de^,  passons  à  la 

dérivée  seconde  de  l'équation  prise  par  rapport  à  «  de 

4>(x,0=0,ona: 

d*;,  .  2d'^  de   .  d^l  de      d'^  d't      ^  ,  .      ^ 
-r4+  ,-r  T  +  -7T  jt  +  T  -7^=0^  faisant  as=.0; 
dx^  *  doudl  dx       de   dx    '   dt  dx  * 

alors 

di  d't 

-=r,,  _  =0; 

d^^  ét^  d^h 

Am.  db  lUntM.  VI;  20 
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Donc  atp.CxJ  +  '2^J{3:^)x,  +  V{^n)yt^  0  ;  ^t  entre  donc  dans 
deax  groupes  avec  deux  valeurs  généralement  différentei 
de^.  Si  ^(•r)=  0  a  trois  racines  égales  à  x, ,  on  a  recours  i 
la  dérivée  troisième ,  et  ainsi  de  siiite. 
4.  Soient  maintenant  trois  équations  i  tirois  inconnues  : 

7ti^r,â)=b,F(jr,>',z)==0,ç{x,^,z)=b}feîsonsx=t— or-^*. 

a  y  Seit  étant  trois  quantités  arbitraires  $  éliminant  jt,^,  z 
entre  lesqoatre  équations,  et  ordonnant  l'équatioii  résul- 
tante par  rapport  à  a  et  p ,  on  a  : 

de  plus 

d^.d^dt  d^,d^dt_       di^_       d^^ 

et  faisant  a  =  p  s:  0,  t=±  ei^t=^{x)i  alors 


àoiic 


di,  dif 


ainsi  >*  et  z  sont  connues  dès  qu'on  cobnaitra  x. 

bhseirvàUon.  Il  sulËt  donc  de  calculeir  les  trdâ  premiers 
termes  de  >|^(r,a,p). 

5.  On  pouvait  aussi  poser  a?  =  ^ — ay  —  a^i  éliminant 
jr,y,  s,  ôli  oMietit  une  équation  à  deux  inconnues  <^  a;  et 
raisonnant  de  la  même  manière ,  on  voit  qu'il  faut  aussi 
calculer  les  termes  en  a*. 

6.  Lorsque  Féquation  finale  en  jc  ayant  des  racines  égales, 
il  y  correspond  des  valeurs  égales  de^,  alors  les  deux  courbes 
représentée^  jpar  les  équations  dôaaéeé  ùhi  pour  jpoint  d'in- 
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terseetion  un  point  de  contact,  d'un  ordre  indiqué  i»ar  la 
mnlliplidté  des  racines;  si  les  valeurs  àe  y  sont  inégales, 
alors  la  {mralMe  à  l'axe  de  x  est  an  point  d'intersection 
tangente  à  Fone  de  ces  conrbes  senlement^  et  selon  la  mnlU- 
(Aieation  des  racines,  ce  point  est  aussi  d'inOexion  yisible  on 
invisible. 

7.  La  méthode  des  fonctions  symétriques  fournit  Féqua- 
tion  finale,  mais  pas  imtnédiaUment  ordonnée  sniyant  les 
fnisaancea  de  l'inconnoe;  tandis  qoe  la  méthode  d'Euler 
donne  de  prime  abord  Tégnation  ordonnée  ;  avantage  pré- 
cieux dans  les  questions  où  il  s'agit  seulement  de  connaître 
certains  coeiBcienta  de  Téquation  finale  ordonnée.  UéquaUon 
êomme  de  Beiont  joail  anssi  de  cet  avantage ,  et  encore  d'un 
autre  dont  les  deux  précédentes  méthodes  sont  complètement 
privées»  elle  s'appKque  à  toute  espèce  de  solutions  infinies, 
el  donne  lUquation  de  condition  qui  entraîne  un  abaissement 
de  degré  dans  l'équation  finale,  relative  à  une  des  inconnues, 
sans  que  cet  abaissement  ait  lieu  pour  l'autre  inconnue.  Dans 
les  procédés  d'Euler  et  de  Waring ,  le  coefficient  du  terme 
le  plus  élevé  est  le  même  pour  chacune  des  équations  fi- 
nales, soit  en  x,  soit  en^.  Ce  coefficient  égalé  à  zéro  est  la  con- 
dition pour  que  les  deux  équations  s'abaissent  simuUanétneni 
d'une  unité;  mais  si  Ton  veut  que  Tune  s'abaisse  sansTautre, 
aucun  des  deux  procédés  n'en  fournil  le  moyen,  tandis  que 
le  procédé  Bezoul  a  un  facteur  spécial  qui  satisfait  à  cette 
condition.  Voici  comme  s'exprime  à  ce  sujet  Tiliustre  ana- 
lyste :«  Si  c'est  donc  une  perfection  dans  unQ  méthode  d'éii- 
»  mination ,  de  ne  point  doiiner  de  facteur  qui  accroisse  le 
»  degré  général,  il  faut  convenir  que  ce  n'est  pas  la  seule 
m  qui  soit  à  désirer  pour  les  besoins,  et  même  pour  la  certi- 
m  tude  de  l'analyse.  Il  ne  faut  pas  toujours  se  proposer  d'é- 
»  vitcr  les  facteurs  que  l'analyse  présente  :  quand  l'analyse 
•  est  appH^fuéef  eoimÉe  il  convient  à  àne  question ,  elle  ne 
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9  donne  rien  qoi  n*ait  quelque  rapport  à  la  question.  Si, 
»  outre  l'objet  qu  on  a  particulièrement  en  vue,  elle  donne 
»  certains  facteurs  que  Ton  ne  prévoyait  pas,  ces  facteurs 
»  énoncent  quelque  chose  de  relatif  à  la  question.  En  les 

>  omettant,  en  les  prévenant,  on  court  le  risque  d'omettre 
•  des  connaissances  utiles  à  la  question,  et  même  d'admettre 

>  des  ^conséquences  qu'elle  rejette.  C'est  ainsi  que  nooi 
»  Terrons  que  faute  de  connaître  le  facteur  qui  est  le  symp- 
9  tome  de  la  dépression  de  l'équation  floale,  on  serait  exposé 
9  k  admettre  des  racines  qui  n'appartiennent  nullement  aux 
»  équations  proposées. 

»  Ce  n'est  donc  un  vice  dans  une  méthode  d'élimination  » 
»  de  donner  des  facteurs  à  l'équation  6na1e ,  que  lorsque  ces 
9  facteurs  n'ont  aucun  rapport  à  la  question.  Mais  c'en  senit 
9  un  dans  l'analyse  de  ne  pas  faire  connaître  tout  ce  qui  peut 
9  appartenir  à  la  question.  »  {Théorie  générale  des  équaiiom^ 
p.  224). 

Ces  judicieuses  réflexions  auraient  dû  faire  accorder  la 
préférence  à  la  méthode  du  célèbre  examinateur  (*),  la  plus 
analytique  qu'on  ait  présentée  ;  elle  obtiendrait  cette  pré- 
férence, si  l'on  pouvait  la  délivrer  des  longueurs  dont  elle  est 
embarrassée,  et  qui  rendent  si  pénible  la  lecture  de  la  théorie 
générale;  ouvrage  qui  est  encore  resté  aujourd'hui  le  plus 
complet,  le  plus  satisfaisant  sur  la  malièrG,  et  dont  on  ne 
saurait  trop  recommander  l'étude  aux  jeûnes  professeurs 
qui  cultivent  la  science  pour  elle-même. 

Ceci  nous  rappelle  ledislique  de  Schiller,  Die  fTiseenschaft  : 

(Sincmifl fie  Me  T;c^e ,  {){mmlif(^e  ©ôttinn ,  S)mKnbcni, 
Qint  tûc^tige  Jtu^e,  bie  it^n  mit  lutter  oerforgt. 


r)  Od  toU  ion  lombeaa  daoi  Péglise  do  village  d'Avon,  qoi  est  an  bon 
da  pan  da  PMUinablaau.  U  repoac  à  c6(é  da  Paubenlmi  et  de  MoiuUletchi. 
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Voici  une  première  fradaction  qao  nous  derons  k  M.  le 
colonel  d'arlilleric  de  BrcssoUcs  : 

Pour  radepte  qui  la  réTéro 
Li  science  est  du  ciel  un  lumineux  reflet; 
Quand  pour  le  sectaieur  vulgaire 
Elle  n'est  qu'une  vache  k  lait. 

Et  ane  seconde ,  anssi  en  quatrain ,  du  môme  : 

Au  seuil  du  temple  auguste  où  trône  la  science 
Deux  flots  de  pèlerins  se  pressent  tour  à  tour. 
Ceux-ci  pour  s'imprégner  de  sa  divine  essence. 
Ceux-là  pour  demander  le  pain  de  chaque  iour. 

Et  enfin  une  troisième  en  distique,  par  AI.  le  colonel  d'ar- 
tillerie Nancy. 

La  science  : 
Pour  Tun  c'est  de  Dieu  même  un  sublime  reflet, 
Ceit  pour  l'antre  une  vache  à  lait. 

NoQs  citons  ces  traductions,  pour  montrer  qn'on  sait 
encore  faire  des  vers  français  en  France. 


NOTE 
iur  la  qtiestion  proposée  au  concours  général  Spéciales,  18&7, 

FA&  J.  A.  sKaasT. 


9 

Extrait  tune  lettre  à  M.  Terquem, 

Un  triangle  PQR  étant  drconfcrit  à  un  cercle  9  on  formt 
un  second  triangle  ABC  dont  les  sommets  A ,  B,  C  soient  les 
points  milieux  des  côtés  du  premier.  Des  sommets  de  ce  second 
tria'igleon  mène  au  cercle  les  tangentes  Aa  ,  Bb,  Ce  qui  ren^ 
contrent  en  a,  b,  c  les  côtés  opposés  à  ces  sommets;  on  demande 
de  prouver  que  ces  trois  points  a ,  b ,  c  sont  en  ligne  droite. 
On  verra  si  le  théorème  a  également  lieu  lorsqu'à  la  place  du 
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cercle  inscrii  im  prend  tme  section  c(miqu€  itmgenie  tmx  Énn$ 
côtés  du  triangle  PQR. 

Lemme,  Soient  [fig.  ^)  Ole  point  oà  le  côté  RQ  toache 
la  circonférence ,  et  Q  celui  où  la  tangente  Aa  coupe  le  côté 
PQ ,  les  triangles  semblables  BHa  et  ACa  donnent  la  pro- 
portion : 

Btf  _BH 

Ca""ÏC' 

ou  en  désignant  fajr  a,  b^c  les  côtés  du  triangle  PQR  oni 
ont  respectivement  pour  milieux  les  points  Â ,  B ,  C ,  et  par 

- ,  ^'  et  c'  ceux  du  triangle  AQH , 

^^         _  Ca^       b     ' 

Cela  posé ,  les  deux  triangles  PQR  et  HQÂ  étant  circonscrits 

au  même  cercle  sont  entre  eux  comme  leurs  périmètres  ;  ils 

ont  d'ailleurs  Tangle  Q  commun  ;  ils  sont  donc  entre  eui 

comme  les  rectangles  des  côtés  qui  comprennent  cet  angle, 

a 
c'est-à-dire  ::  ab:^ b\  d*où  il  suit  qne  l'on  ^mni  : 

^^^  a-fb  +  c    '^b' 

En  second  lieu,  QO  s'exprime  aisément,  comme  on  sait,  à 
l'aide  des  côtés  de  chacnn  des  deux  triangles  PQR ,  HQA 
circoDscrits  au  cercle  ;  en  égalant  ces  deux  yaleurs  de  QO, 
on  a  : 

2QO  =  tf4.6-.c=|+y— c', 

d'où 

(3)  ^  r=  ay^.  âC  —  2*  —  tf  ; 
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parant  celfç  j^enr  4e  fUfif  4anK  Vég^m  (2) ,  90  ^m  Ja  Mt 
1^  4e  y,  «jvoir  : 

y_  2b{c—b) 
a  +  c  —  U' 
evfiii  l'égalité  (l)donDera: 

1"  f  emarfltte.  Il  ponirai^  f  rriycf  qpe  le  po^pf  a  ne  toqibàt 
pas  entre  les  points  B  et  C  ;  dans  ce  cas ,  il  faudra  chap^^f 
le  signe  da  second  membre  de  l'équation  (1)  ;  en  outre,  on 
deyra  changer  le  signe  de  ç'  dans  les  équations  (^)  et  (^) ,  ç^ 
qui  n'occasioqnera  en  définitive  que  le  changement  de  signç 
du  second  membre  fie  l'éqifatipn  (4}  ;  d'où  il  spit  que  le 

rapport  5f  est  toujours  égal  à  la  valeur  absolue  de  f±lZlf . 
^^  fl+c — 3a 

2^  remarque.  Les  mêmes  choses  snbsisferaient  si  on  rem- 
plaçait le  cercle  inscrit  par  l'un  des  cercles  exinscjritSi  il 
suffirait  en  effet  de  changer  le  si^ne  des  nombres  qui  repré- 
sentent les  côtés  dont  les  prolongements  touchent  la  /circon- 
férence. 

némonstratim  du  théorème, 

Btf    Cà     Ac 
Les  trois  rapports  ^ ,  -r-,  -—  étant  les  valeurs  absolues 

\ji4l      A9      JJC 

des  fractions 

â4^c^3b'    a  +  b  —  d^'     6  +  c  — 3a' 
floiit  le  produit  est  Tonité,  on  aura  1 

Ba.Cb.Ac  =  Ca.kb.Bc. 

D'ailleurs  |es  points  a,  b^  c  sont  irespecliyementsur  les  côtés 
du  triangje  A^,  et  les  droites  Aa,  B6,  Ce  ne  peuvent  k- 
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mais  se  conpcr  en  on  tnômc  point»  puisque  alors  on  pourrait 
mener  par  ce  point  trois  tangentes  au  cercle  ,•  donc ,  par  uq 
théorème  connu ,  les  trois  points  a»  b^  c  sont  en  ligne  droite. 
Remarque.  D'après  l'une  des  remarques  précèdonles,  la 
conclusion  sera  la  même,  si  Ton  substitue  au  cercle  inscrit 
l'un  quelconque  des  trois  cercles  exinscrits  au  triangle. 

Extension  du  théorème  aux  coniques. 

Si  Ton  substitue  au  cercle  une  conique  quelconque,  le 
théorème  subsistera.  Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  d'ane 
ellipse  ;  on  la  placera  sur  un  cylindre  droit  à  base  circulaire 
convenablement  choisi  ;  le  triangle  PQR  se  projettera  snr  le 
plan  de  la  base  du  cylindre  suivant  un  triangle  P'Q'R'  cir- 
conscrit au  cercle  de  base ,  et  dont  les  cùtés  auront  pour  mi- 
lieux les  projections  Â,B,G'  des  points  À ,  B ,  C;  les  projec- 
tions a!  y  b\  c'  des  points  a^b^c  seront  en  ligne  droite  ;  donc 
les  points  a^b^c\Q  seront  aussi. 

Le  théorème  sera  également  vrai  pour  une  parabole, 
puisque  celle-ci  peut  être  considérée  comme  limite  d'une  sé- 
rie d'ellipses. 

EnGn ,  des  considérations  Tort  simples  l'étendent ,  comme 
on  ya  voir,  à  Thyperbole.  Dans  le  cas  où  la  conique  donnée 
est  une  ellipse,  son  équation  sera 

x^       r' 

L'équation  de  la  droite  ab  devra  être  satisfaite  par  les  coor- 
données du  point  c ,  et  ce!a  identiquement ,  en  sorte  que  celte 
identité  ne  sera  pas  troublée  si  l'on  remplace  partout  q  par 

qV^-^  1  ;  d'où  il  suit  clairement  que  Iç  théorème  subsistera 
pour  l'hyperbole. 

Le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  est  suscep- 
tible d'une  autre  extension.  Il  a  encore  lieu,  en  effet,  si  l'on 
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prend  pour  A^Bfi,  non  plas  les  milieux  des  c6tés  du  triangle 
PQR,  mais  trois  poiuls  quelconques  sur  les  c6(és,  tels  que 
les  droites  qui  les  joignent  aux  sommets  opposés  se  coupent 
eu  un  médoie  point. 

Soient  donc  PQR  un  triangle  dont  les  côtes  touchent  une 
conique  quelconque,  et  A,B,C  (rois  points  pris  sur  ces  cùtés 
et  tels  que  les  droites  PA,  RB,  QG  se  coupent  en  un  même 
point  ;  soient  aussi  a,^,<r,  les  points  où  les  tangentes  respec- 
tivement menées  à  la  conique  par  les  sommets  du  triangle 
ABC  rencontrent  les  côtés  opposés. 

Joignons  les  difTérenls  points  de  cette  flgare  à  un  point 
quelconque  pris  hors  de  son  plan ,  et  coupons  les  rayons  ainsi 
obtenus  par  un  certain  plan  ;  on  aura  sur  co  plan  une  pro- 
jection de  la  figure  primitive,  et  si  l'on  représente  la  pro- 
jection d'un  point  par  la  lettre  accentuée  qui  déj»igno  ce 
point ,  on  verra  aisément  que  les  droites  FA',  R'B'^  i^TJ  se 
couperont  en  un  même  point.  Or  on  peut  faire  en  sorte  que 
deux  des  trois  points  A'B'G  soient  les  milieux  des  côtés  du 
triangle  P'Q'R'  sur  lesquels  ils  se  trouvent  ;  donc  il  en  sera 
de  même  du  troisième.  Il  suit  de  là  que  d  après  ce  qui  a  été 
démontré  plus  haut,  les  points  a\b\c'  seront  en  ligne  droite, 
donc  les  points  a],b,c  le  seront  également. 


DIVISEURS  COMMENSURABLES  DU  SECOND  DEGRE. 

9AB  M.  ABB&  TRAMBOV. 


L'objet  de  cette  note  est  de  faciliter  la  pratiqucdela  méthode 
exposée  par  feu  M.  Durville  (Nouv,  Ann,^  I.  lY,  p.  329). 

I.  Soit  F(j:)  =  0  réqualîon  propoiiée.  Si  on  divise  F^x) 
par  Ji^*+px—q,  on  aura  l'identité 
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dans  laquelle  M  et  N  sont  des  fonctions  rationneDes  et  en- 
tières de  j?  et  ^. 

Pour  que  x'-^-px — q  soit  diviseur  de  F[x) ,  on  doit  avoir 
M  =:  0 ,  N  =  0 ,  équations  en  p  eiq  dont  les  finales  seront 

m  (m       i  \ 

du  degré ,  si  m  e§t  }e  degré  de  F(j:)  ==0.  Mais ,  ep 

égard  à  la  recherche  des  diviseiirs  Gommeiisnrahles»  on  peu) 
éviter  Télimination.  En  eSct ,  premièrement  le  nombre  q  ne 
pouvant  être  que  Tun  des  diviseurs  du  terme  tont  oonna  de 
F{x)  =  0 ,  puisqu'on  réduit  la  recherche  actuelle  au  cas  des 
diviseurs  entiers ,  il  ne  reste  qu'à  associer  à  an  tel  nombre  g 
quelque  détermination  convenable  du  nombre  p.  Imagînops 
donc  que  les  deux  équations  M  =  0  et  N  =  0  -aient  été  or* 
données  par  rapport  à  /?  ;  de  plus,  représentons  par  G  et  H 
les  parties  indépendantes  de  celte  lettre  d'ordre,  dans  M  et  1^ 
respectivement.  G  et  H  sont  des  poljnômes  entiers  en  9 ,  et 
le  caractère  d'une  valeur  de  q  appartenant  à  un  diviseur  corn- 
mensurable  et  entier,  x*+px^q^  c'est  que,  substituée 
dans  les  polynômes  G  et  H ,  elle  donne  pour  résultat  deux 
nombres  g  ci  h  ayant ,  parmi  leurs  communs  diviseurs ,  la 
valeur  correspondante  de  p.  C'est  sur  cette  remapqne  ing^ 
nieuse  qu'est  fondée  la  méthode  de  M.  Durville. 

II.  La  première  observation  propre  à  faciliter  cette  mé- 
thode ,  c'est  que  l«s  polynùmes  G  et  H  peuyen)  à  )çur  |qu|r 
être  formés  presque  sans  calcul.  C'est  à  eux ,  en  effet ,  que 
se  réduisent  respectivement  M  et  M ,  dans  la  supposition  de 
p  =  0',or  l'identité 

F(j:)  =  {x'+px^q)Q^Mx  -f-  N 

devient,  dans  cette  même  supposition  -. 

F(x)  =  (x"~î)Q.  +  &x  +  H. 

Et  alors  on  voit  que  G  est  Teniemble  des  termes  qm  cùfh 


Digitized 


by  Google 


—  807  — 

tiennent  vq  dans  TiV^q)  ^  H  est  en  même  temps  l'ensemble 
des  termes  rationnels. 

Pour  fixer  les  idées ,  je  suppose  qne  le  degré  de  F(:r)  soit 
impair,  de  la  forme  2n  -f- 1  ;  on  modifiera  aisément  les  résul- 
tats pour  la  forme  paire. 

Soit  donc  Téquation  proposée 

f(x)  =  Ao2r+'+A,2^+A,x^+ A^a:+A^  =  0. 

On  posera  immédiatement  : 

P  =  Ao^''+  A.^"-'+  A4^'^+ +  À^ , . 

H  =  A.î>Atf"-'+ +A^. 

Et  c'est  dans  ces  deux  polynômes  qu'on  devra  substituer  pour 
q  un  diviseur  quelconque  de  A.^^.,,  positif  ou  négatif.  Mais , 
comme  après  une  telle  substitution ,  le  nombre  q  devient  né- 
cessairement diviseur  de  H ,  s'il  arrive  que  ce  même  nombre 
q  ait  uo  diviseur  commun  avec  A,^ ,  ce  diviseur  commun 
devra  être  essayé  (  dans  le  sens  positif  ou  négatif)  pour  valeur 
de  p.  C'est  p(^rquoj ,  dans  la  rcchercho  actuelle ,  on  devra , 
avant  tout ,  déterminer  h  plus  grand  commun  diviseur  des 
deux  derniers  coefficients  A^  et  A^^^,  Soit  D  ce  plus  grand 
commun  diviseur.  Avec  q  diviseur  de  A„^,  on  essayera  pour 
p  tout  diviseur  commun  d  D  el  q. 

Ces  premiers  essais  accomplis ,  et  en  supposant  l'équation 
débarrassée  de  tout  diviseur  du  second  degré  correspondant, 

on  pourra  sans  inconvénient  considérer  les  valeurs  g^ih  que 

H 
prennent  pour  un  même  nombre  q  les  polynômes  G  et  -. 

III.  Soit  donc  p  oo  commun  diviseur  de  ^  et  A.  Il  y  a , 
dans  l'essai  des  nombres /?  et  q ,  indépendamment  des  carac- 
tères d'exclusion  jju'on  tire  des  deux  conditions  : 

il  y  a,  dis-je ,  une  précaution  à  observer  qai  procurera  son- 
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faudra  cnlrcprcndre  la  division  de  F(j:)  par  Jr^+Z'-^  —  ^i 
qu'après  avoir  ordonné  le  dividende  et  le  diviseur  suivant  les 
puissances  croissantes  de  x,  comme  dôjà  MM.  Thibault 
(Nouv.  Annales,  II,  517)  el  Vxïïc^  (Traité i'ingèhre.^^èàxi.) 
le  pratiquent  pour  la  recherche  des  diviseurs  rationnels  et 
entiers  du  premier  degré.  On  aura  ainsi  l'avantage  d*étre sou- 
vent averti  de  rimpossibîlité  d'un  diviseur,  bien  avant  d'avoir 
poussé  la  division  jusqu'au  dernier  terme  du  quotient. 

On  peut  d*aiUeurs  obtenir  un  nouveau  caractère  d'exclu- 
sion comme  il  suit.  Si  M  et  N  ont  été  ordonnées  par  rapport 
à  la  lettre  q  ;  soient  I  et  L  les  parties  indépendantes  de  la 
lettre  d'ordre,  respectivement  dans  M  et  N.  Toute  valeur 
convenable  de/?  étant  substituée  dans  I  et  L  donnera  deax 
résultats  i  et  /,  multiples  de  la  valeur  ccrrespondanle  du 
nombre  q.  Or  I  et  L  résultent  dans  M  et  N  de  la  supposition 
j^=:0;  et  l'identité 

F(.r)  =  [x*+px  —  y)  Q  +  Mx  +  N 

donne,  dans  cette  supposition  : 

F(j:)  =  (x'+/.x)Q.+  Ix  +  L; 

d'après  quoi  en  voit  aisément  que  /est  le  même  que  F(0]  ou 
A.M^î  de  plus,  on  a  —  !>  +  /=  F(— /?)  ;  doù  résulte  : 

i  =  Aop*-'-.Ay"-^-}- -A^. 

Or  il  est  clair  que  A^^.  est  multiple  de  q  ;  mais  la  condition 
k,p^-\y-^^ -A..  =  !»(,) 

donnera  pourp  nn  caractère  utile. 

Enfin,  on  pourra  encore  s'aider  des  remarques  suivantes 
qui  ne  sont ,  à  vrai  dire ,  qu'une  applxation  aux  diviseurs  du 
second  degré  j:^4-/^'^"-  q  des  moyens  proposés  par  M.  Dur- 
ville  pour  ceux  de  degré  supérieur. 
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Vf.  La  question  étant  réduite  à  trouver  les  dlvlseiirs  com- 
muns qu'acquîcrcnl  les  polynômes  G  et  H ,  lorsqu'on  y  sub- 
stitue certains  nombres  à  la  lettre  d*ordrc  q ,  il  sera  aisé  de 
remplacer  dans  cette  recherche  le  système  [G,  H]  par  des 
systèmes  plus  simples  ;  el  cela  à  Taidc  d  un  calcul  analogue  à 
celui  de  Téliminalion  par  la  méthode  du  plus  grand  commun 
diviseur. 

Observez  premièrement,  d'après  la  valeur  ci-dessus  des 
polynômes  G  et  H ,  que  leurs  coefficients  ne  sauraient  avoir 
un  diviseur  commun. 

Mais  les  coefficients  de  G  pourraient  admettre  un  commun 
divifteurg";  et  ceux  de  H  un  autre  commun  diviseur /i ,  et 
alors  on  pourra  substituer  au  système  proposé  les  trois 
systèmes  suivants  : 

H 

f    g  avec  -î 

2»   A  avec   -; 
g 

.G  H 

S»   -  avec   -r- 
g  A 

n 

Et  d'abord,  un  système  tel  que  g  avec  -,  ou  bien  h  avec 

—  ,  sera  bien  facile  à  résoudre;  car,  pour  le  premier,  par 
g 

exemple,  on  substituera  toutes  les  valeurs  de  q  dans  j ,  et 

on  reconnaîtra  à  chaque  fois  les  diviseurs  que  le  résultat 
acquiert  en  commun  avec  g  ;  ainsi  on  n'aura  à  faire  de  sub- 
stitution que  dans  un  $eul  polynôme.  Et  c'est  à  cela  que  nous 
ramènerons  le  calcul  pour  le  troisième  système,  que  nous 
représenterons  encore  par  [G,  11]  ;  mais  en  supposant  qu*au- 
can  des  deux  polynômes  G  et  H  n'admette  un  facteur  numé- 
rique. 
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Soit  divisé  G  par  H,  et  le  résultiit  de  la  divinoB  représenté 
par  ûG=HQ+V., 

a  est  le  plos  petit  nombi^e  |f>ar  lequel  il  a  fallu  multiplier  G 
ifxmr  obienir  ua  quotient  et  un  reste  entiers  ;  r,  est  jfe  fac- 
teur numérique  commun  à  tous  les  termes  du  reste. 

Dès  lors  on  prouvera  aisément  que  a  ei  r,  sont  premiers 
entre  eux,  et  que  G  et  H  ne  peuvent  acquérir  par  la  sulisli- 
fotiott  ^une  valeur  de  q  aucun  autre  facteur  commun  que 
ceux  qui  seront  acc^is  en  môme  temps  aux  systèmes 

[H,r.]et[H,R.]. 

On  divisera  H  par  R. ,  et  en  appliquant  ici  le  beau  théctf èmè 
de  Labatie,  on  remplacera  de  nouveau  le  système  de  [H,  B^} 
par  deux  autres  plus  simples  : 

[R.,rjet  [R.,RJ, 
et  ainsi  de  suite. 

y.  Application.  Soit  Téquation 

jr*— 6x»+19x*— 30jc+2|.=0  , 

donnée  en  exemple  par  M.  Fincft  (p.  358  du  Traité  d' Al- 
gèbre^ ^  édition).  On  a  ici  : 

G=  — 6^-30,  H=î'+19^+24. 

Ce  système,  en  adoptant  une  notation  déjà  admise  dans  h 
théorie  de  Télimination,  sera  remplacé  par  le  suivant  : 

[H,  6]  +[^+5,46], 
dû  même  par 

[H,  6]  +  [î+5,  2], 

puisque  aucun  diviseur  de  24,  substitué  à  q  dans^4"^v  ^ 
peut  lui  faire  acquérir  le  diviseur  premier  23. 

Étudions  donc  premièrement  le  système  [^+^,  2],  lequel 
n'admet  évidemment  pour  q  que  des  nombres  impairs. 
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Et  comme  on  suppose  qu'on  ait  préalablement  essayé  les 
diviseurs  dans  lesquels  p  et  q  sont  ±:  1,  on  voit  que  q  ne 
peut  avoir  ici  que  les  râleurs  Jt  3*  &^^  lesquelles  on  pourra 
essayer />=db  2. 

Examinons  doiic  lès  Hhklie  ibrdies  : 

x*+2x— 3} 
x'— 2x+3; 
jf'— 2j:— 3; 

gr  les  Taleiirs/(1)^8  et  /(— 1)=:80  font  exclure  immé- 
diatement la  première  et  la  troisième. 

J'essaye  ensuite  par  la  division  les  seconde  et  troisième , 
en  ordonnant  selon  les  puissances  croissantes,  et  Finipossi- 
bilité  se  manifeste  dès  les  seconds  termes  des  quotients. 

Dès  lors  les  essais  doivent  se  porter  sur  le  système 

[^«+19j+24,6], 

ëi  côtmlie  8  est  diviseur  de  34,  on  doit  eâsayel*  premièrement, 
ktec Chaqde  taledr  de;  multiple  de  6,  les  valeurs  de p  qui 
en  sont  diviseurs.  Pour  commencer  par  les  formes  les  plué 
sftaiple!!,  y  =±6  avec  pi=  ±1  j  elles  se  trouveront  exclues 
failmèdiàtement  par  la  sitnplé  considératioti  de  /(-f  1)  et 

Otï  passera  donc  à  ;=±:6  avec  p=  ±3 ,  d'où  les  formes 
x"+3j:+6 

j:»-.3j:-|-6 
x*— 3x— 6. 

La  première  S'exclut  par  la  même  considération  ée/{i)  au 
/*( — I)  ;  la  seconde  ne  permet  pas  de  pousser  la  division  aa 
oein  vn  sceonci  teroBe ,  et  ta  troisième  réussit. 
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PROBLÈME  SUR  LES  POLA.IRES. 

PAR  M.  JOACHIMBTHA&v 

ProfesMur  agrégé  à  l'Unifenilé  de  Berlin. 


Problème.  Étant  donnés  nn  point  (o)  et  sa  polaire  par  rap- 
port à  une  conique,  dont  les  intersections  avec  la  polaire 
soient  (  f)  et  {g)  C) ,  trouver  le  point  de  rencontre  (R)  des 
deux  normales  sans  se  servir  des  points  (/}  et  {g). 

Solution,  i .  Soient  cp ,  cq  les  directions  des  axes  princi- 
paux,  et  c  le  centre  de  la  conique;  menez  co  qui  rencontre 
la  polaire  de  o  en  r,  prenez  or^rSy  alors  le  point  demandé 
sera  dans  la  perpendiculaire  st ,  abaissée  du  point  5  sur  la 
irolie  pq  {fig,  49). 

2.  Construisez  le  rectangle  cpc^q  ;  joignez  c,  et  0  ^  et  le 
point  demandé  sera  dans  la  perpendiculaire  cd  abaissée  da 
centre  c  sur  cfi. 

Par  conséquent,  le  point  R,  où  les  lignes  cd^  st  se  cou- 
pent, sera  en  méiue  temps  le  point  de  rencontre  des  deux 
normales. 

La  construction  ne  subit  que  des  changements  légers»  en 
supposant  le  point  o  dans  rinlérieur  du  triangle  pc^. 

Si  pq  devient  une  tangente  à  la  conique ,  les  trois  points 
Oy  Py  s  coïncident,  et  on  obtient  une  nouvelle  construction 
du  centre  de  courbure. 

Si  la  ligne/?//  devient  une  sécante  idéale,  la  construction 
subsiste  encore  sans  avoir  la  même  signification  que  pour  le 
cas  des  deux  normales  réelles. 

O  Lu  deux  points  ftlgnt  sont  pai  indiqaéf  dans  la  flgore. 
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DEFINITIONS  PRÉCISES  ARITHMÉTIQUES 
dcf  raeinM  el  dei  logarithmes  ineommen$wrable$. 


VA»  M.  ovniuj* , 

Ancien  éleva  de  l'Ecole  normale. 


1.  Qa*est-C8  qae  la  rarine  carrée  d'an  nombre  qni  n'est 

pas  no  carré  parfait  ?  Qa'est-ce  qne  l^,  par  exemple?  Dans 
la  géométrie,  on  rencontre  ce  nombre  et  on  conçoit  parfais 
tement  son  existence  ;  c'est  pour  nons  alors  un  nombre  bien 
déterminé.  Mais  ne  serait-il  pas  bon  de  déOnir  arithmé- 
tiquementy  d*nne  manière  précise,  indépendamment  de  toute 

application ,  ce  qa*on  entend  par  V^i?  C'est  ce  que  nous  al- 
lons essayer  de  faire  Ch 

S.  Nous  arons  remarqué  que  le  calcul  de  V^â,  à  des 
approximations  décimales  de  plus  en  plus  grandes ,  effectué 
d'après  la  définition  et  la  règle  données  en  arithmétique, 
conduisait  à  des  nombres  qni ,  s'ib  ne  croissaient  pas  toujours 
nécessairement,  aumoinsnedécroissalenljaaiaîs.  Nous  nons 
sommes  demandé  si  cela  était  particulier  aux  approximations 
décimales ,  surtout  en  YOjant  que  le  calcul  de  celte  même 

racine  de  2  à  moins  de  -,  de  -,  de  -,  de  g,  était  loin  de 

conduire  au  même  résultat  ;  car  la  première  racine  approchée 
est  plus  grande  que  chacune  des  trois  autres. 

L'examen  de  la  question  nous  a  conduit  à  Cormulcr  cette 
proposition  générale  :  Si  Von  prend  iuccessicement  la  racine 

O  fo<ruVl,p.  ne.  T»* 

AU.  MMiTIltlf.  VI.  ^1 
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carrée  éCun  mime  nombre  ^  v2  par  exemph^  â  moine  de 
deux  firaeUênê  -- eê  ^t  teUeequie  m  eoHnwlêiflede  m^  ta 
eeconde  racine  approchée  n'eei  jamaie  moindre  fue  tepre- 
mière.  Par  exemple,  la  racine  de  â  à  —  près  ne  saurait 

être  moindre  que  kT calculée  à  -  prés. 

a       b 
En  effets  soient  r  et  —  les  deux  racines  approdiées.  Si 

a  b  Sa       b 

|étiil  fins  grand  V^tg  >  ^  ^vait  rg> tï«  '^I^^  lecané 

d  ia 

de  t  oo  de  Tj  est  moindre  que  2,  et  contenu  dans  2.  Donc 

—  ne  serait  pas  le  plus  grand  nombre  de  quinzièmes  dont  lé 
carré  soit  contenu  dans  2^  ne  serait  pas  la  radno  de  2  à 

—  près  \  ce  qui  serait  contraire  à  Tliypolbèse. 
15 

En  calculant  V^k  77;»  —,  3:  près,  on  trouye  des  nom- 

10       Id      SU 

7  i 

bres  égaux  ^  -  q^i  est  la  racine  dé  2  à  moind  de  -.  Cela 
fe«t4  louj^Qf»  continuer  ainsi  ?  U  est  éyident  que  non.  Mais 
qoahd  la  valeur  approchée  serft-t-elle  plus  grande  que-?  Poof 

le  savoir,  partohs  du  oaladdenotreracine,  à  -  près  :  on  a 

mnlliplié  2  par  5%  extrait  la  racine  du  produit  2  x  5*  à  moins 
d'une  unité ,  ce  qui  a  donné  7.  Désignons,  pour  généraliser, 
le  reste  de  cette  opération  par  r  (ici  r  =  1).  Nous  avons 
2  X  5'  s  7'+  r.  'Multiplions  les  deux  membres  de  cette  éga- 
lité par  le  carré  d'un  nombre  entier  indéterminé  n  $  noâs 

avons  : 

2x5'xii'  =  rxn'+rX»\  (i) 
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Vom  T«gma  diià  fM  la  rMâne  maéê  de  Si  X  d*  x  a'  à 

moins  d'une  unité  sera  an  moins  7  X  'i  »  ^  la  radne  de  a  à 

flMMMdet —  4  àumomsde-^— ^aâ!^  f  ce  qui  démontre 
iLûirement  la  proposilion  énoncée  plus  haut.  Continuons  : 
VOwquelafiMiiedeiàmoiBsde  • surpasser-—^,  » 

5  X  »  5  X  ».     . 

sttfflt  que  le  deuxième  membre  de  l'^alité  (1)  soit  au  moins 

égal  à  (7xn+iy  ^  car  la  racine  approchée  sera  alors        "^.  . 

Mais  (7xii  +  1)*  =  TX»'+2x7X»  +  l.  Ck)taj)arant à 
l'égalité  (1),  on  voit  qu'il  suflElt  pour  notre  but  que  Ton  ait 

2X7 
rX»*>2x7X»ou  bien  rx»> 2X7,  ou  enfin  n>-^— . 

r 

En  prenant  pour  n  le  nombre  entier  immédiatement  supé- 
rieur à  ce  quotient ,  oii  sera  certain  que  K2  calciilée  à  moins 

de  7 —  sera  un  nombre  plus  grand  que  V^2,  à  -.  pr4s. 

BaM  notre  eiieoiidef  r»  1. 11  faut  prendre  r>  14;  prenant 

r:^  15,  nous  cherchons  la  racine  à  moins  de  •- — r-  =  rr- 
.    '  6X15       75 

On  iroaTe  — ,  tandis  que  -  =  -— .  £n  prenant  un  quel- 
conque des  multiples  de  5  inférieurs  à  5X13  pour  déaominA- 
leur  de  la  fraction  d'approiionition,  rapproxtmation  n'a- 
yance  pas.  Ce  n'est  pas  à  dir e'qu'il  en  serait  ainsi  pour  tout 

dénominateur  inférieur  à  75.  On  Yoil  de  plus  que  —  est  une 


Unihe  inférieure  de  la  diflérence  entre  k?et  -,  en  ce  sens 

•    5 


7 

qM  /- +^  j  est  idférieinr  à  2  aussi  bien  que  (^  lui-même . 
\^k.  MaintenfuU  que  nous  avons  nn  wqren  assaré  d'avoir 
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des  racines  approchées  croissantes ,  reyenons  à  notre  sujet 
principal.  Qa'est-ce  qae  l^f 

Calculons  l^  à  des  approximations  décimales  sooces- 
si?cs  poussées  aussi  loin  que  Ton  yoodra.  Écrivons  sor  deux 
colonnes:  l""  les  racines  approchées  par  défaut  ;  2*>  les  racines 
«arrespondantes  approchées  par  excès,  lesquelles  ne  sont 
autre  chose  que  les  premières  augmentées  chacune  d*ane 
unité  décimale  da  dernier  ordre.  Voici  le  commencement  des 
deui  suites. 

i,i  1,5 

1,41  l,4â 

1,414  1,415 

1,4142  1,4143 

1,41431  1,41423 


Beui  nombres  correspondants  des  deux  suites,  à  partir 
des  seconds  nombres ,  sont  compris  entre  les  deux  nombres 
Immédiatement  supérieurs  :  1,41  et  1,42 ,  par  exemple ,  sont 
compris  entre  1,4  et  1,5.  Un  nombre  de  gauche  peut  être 
quelquefois  égal  à  son  supérieur }  le  nombre  de  droite,  d'au- 
tres fois,  égal  au  sien. 

Supposons  que  Tnn  de  ces  cas  se  présentant,  deux  ou  plu- 
sieurs nombres  consécutifs  de  la  colonne  de  gauche  étant 
égaux ,  on  ne  conserve,  chaque  fois ,  que  l'un  de  ces  nombres, 
en  supprimant  tons  les  autres,  ainsi  que  leurs  correspondants 
dé  droite.  Cela  fait ,  nous  pouvons  certainement  établir  les 
conséquences  suivantes  :  Les  nombres  de  la  colonne  de  gauche 
forment  une  suite  croissante  ;  ces  nombres  ont  cependant 
une  limite  supérieure ,  car  aucun  d'eux  ne  peut  dépasser  un 
quelconque  des  nombres  de  la  colonne  à  droite.  Les  nombres 
de  cette  colonne  de  droite  forment  tme  suite  décroissante;  ib 
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ont  nnc  limite  inférieure ,  car  aucun  d'eux  ne  peut  être  infé-« 
rieur  à  un  nombre  quelconque  de  la  colonne  de  gauche.  Les 
deux  limites  dont  nous  parlons  sont ,  par  leur  nature  mémo, 
comprises  entre  deux  nombres  correspondants  quelconques 
des  deax  colonnes.  Or  on  peut  trouver  deux  nombres  corres- 
pondants dont  la  différence  soit  une  unité  décimale  aussi  pe» 
tite  que  Ton  voudra.  Donc  la  différence  entre  les  deux  limiléf 
en  question  est  moindre  que  tout  nombre  assignable;  donc 
ces  deux  limites  sont  un  seul  et  même  nombre.  Cette  limite 

eommune  est  ce  qu'on  appelle  K2. 

Pourquoi  7  C'est  que  2  est  la  limite  des  carrés  des  nombres 
de  gaucho ,  aussi  bien  que  des  carrés  des  nombres  de  droite; 
limite  supérieure  pour  les  uns ,  infl6rieure  pour  les  antres. 
On  sait»  en  effet,  que  les  carrés  des  nombres  de  gauche  sont 
tous  inférieurs  &  2  ;  les  carrés  des  nombres  de  droite  tons 
plus  grands  que  2.  Ce  nombre  2  est  donc  compris  entre  les 
carrés  de  deux  nombres  correspondants  quelconques.  Par 
cela  même  que  la  différence  entre  deux  de  ces  nombres 
correspondants,  a  et  a  +  iï,  décroît  au-dessous  de  tout 
nombre  assignable,  il  en  estjde  même  delà  différence  de  leurs 
carrés  (*).  11  arrivera  donc  alors  que  la  diffcTence  entre  2  et 
chacun  de  ces  carrés  sera  moindre  que  tout  nombre  assi- 
gnable ,  quand  ers  nombres  approcheront  de  leur  limite. 
2  est  évidemment  le  carré  de  la  limite  de  ces  nombres ,  et  on 
a  bien  fait  d*appeler  cette  limite,  V^2. 

Mais,  d'après  ce  qu'on  a  dit  précédemment,  n  étant  un 
nombre  entier  quelconque,  nous  pouvons,  en  prenant  des 

valeurs  approchées  de  1^2  à -,  ,  ,  ...  ou 


C)  (••l"9)*-a«-2«7'+o"«-*(î«+9'')— J'C«+«+^  Or  a-k-a-^^  eil  moindre 
que  le  double  de  «f  ^,  e'est-l-dire  do  plus  |»'ond  nomUre;  or  a+  cTetl  moindre 
que  i,s  le  premier  det  nombrei  de  droite.  2X  i,bx  a^ou  ti  est  d«iio  «ne  Uoitto 
iHpérieure  de  la  différence  det  eanét.' 
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'plus  simplement,  ^^  9  ^  ?  r"  >  ^  9  former  deuxodoniiei 


pareilles  aax  préoédeDieB ,  et  arriver  aax  mêmes  consé- 
quenoea  poar  les  limitea  des  Bombres  écrits  dans  ees  deu 

eolonnes.  Nous  serons  toat  aussi  fondés  à  appeler  V/^  lali- 
-mite  commune  des  nombres  de  nos  deux  nouvelles  colonnes. 
Cependant,  à  ne  voir  que  les  deux  tableaux,  il  ne  paraît  pas 
évident  que  les  deux  limites  soient  les  mêmes  pour  les  nom- 
bres décimaux  du  tableau  qae  nous  avons  écrit,  et  les  nom- 
bres du  tableau  que  noas  venons  d'indiquer  sans  t'écrira. 
Ke  peut-on  pas  croire  a  denx  limites  dîKrantes,  I  et  /,  à 

deux  définitions  pour  V^S ,  qui  n'en  aurait  alors  aucune  ? 
Non  ;  car  l'une  et  l'antre  définition  sont  fondées  sur  cette 
proposition  :  8  est  la  limite  des  carrés  des  nombres  de  chaqae 
anile  décimale  ;  d  est  la  limite  des  carrés  des  nombres  des 
deux  nouvelles  suites  obtenues  en  changeant  la  fraction  pri- 
saitiva  qui  marquait  l'approximation  ;  supposons ,  comme  il 
est  dit  plus  baut,  deux  limites  diflfarenles,  i  et  /",  pour  les  ra- 
cines approchées  des  deni  tableanx;  prenons  deux  nombres 
à  rextrôme  voisinage  de  cèaque  limite  dans  les  suites  cor^ 
respondanles,  l'un  inférienr  à  /,  l'autre  supérieur  à  f  ;  la 
difiérence  entra  ces  deux  nombres  aurait  une  valeur  déter- 
jniiiée  (dus  grande  que  /— /  ;  la  dHMrence  entre  leurs  carrés, 
toi  comprenKBt  le  nombre  2,  aurait  aussi  une  Taleur  dé- 
terminée C).  L'un  de  ces  carrés,  au  moins,  aufaft  avec  9  une 
difféacoce  qm  ue  poaarait  être  moindre  qu'un  nombre  assigné 
fucloonque,  oomme  cela  doit  être  çepwdanlfaar  iss  nouerai 
des  deux  tableaux ,  quand  on  approcl^  suQsamment  de  la 


C)  Geue  différence  entre  les  carrés  lerait  an  moini  égale  à  2(1,4)  x{<—r),  on 
bien  à  ix»>^{l—V),  en  appdâtit  a  le  pins  petit  nombre  de  la  suite  de  gaoebei 
^  deaxiéme  tebleau.  IJn  tfte  cette  llaifte  de  la  formate  aa^f-  d*— (sa-f-  f))^  i,i  àn 
«  étant  nohittres  ran  eft  Vàûtn  que  «. 
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liiiiited«oiiaciii|.  Qb  peq»  faire,  aQ  Utp  d« k  «■■■itrUion 
précédente,  celle  que  doqs feieoas plu  loinà  propes  de le- 
gerilboies,  pour  proqiw  Tideatilé  de  iMleelee  Umtee.  TMt 
ce  qne  nom  yenoes  de  dire  s'applique  éyidemmeiit  à  la  ra- 
cine carrée  d'un  nombre  quelconque ,  entier,  fractionnaire 
ou  incommensurable,  mais  bien  déterminé.  Cela  s'applique 
péme  à  une  r^cwe  quej^nqpe. 

n  étant  d'ailleurs  un  nombre  entier  cpdconque,  on  voit 
«»  l'W  aniye  ^  )«  «léjpp  \mi»>  floçUe  que  foit  la  fr«OtM| 
primitive  marquant  l'approximation.  On  peut  employer  le 
«lAne  fiisopumma  à  réy[ai:d  d'#o|rq9  npmbrei  ffy^lé»  ii»? 
comnenswables ,  pour  les  définir  au  point  de  Tue  purement 
aritlupétiqiie. 

Faisons-le  pour  les  logarithmes. 

Sur  la  définition  de^  logarithmes  incommensfurables. 

Considérons  le  système  de  logarithmes  dont  la  base  est  10. 
I^ivm^  Iqs  ^eux  progressions  : 


j  ^1:10:100:1000:10000:100000. 
^^^        i:o.  1.    2.     3.       4. 


5. 


çj(f4[ûipns^el(pesremar<}ues  préliminaires.  Quand  on  insère 
p^ifp  les  termes  de  la  pro|pession  ^éométricpe  considér^ 
a  à  3  un  nombre  indéterminé  m  de  moyens^  on  a  pour  raison 

m+i 

nouTolle  jFs;  ]/lO;  g  étant  plus  grantd  que  1,  car  .^'^'sslO, 
tous  les  tenn^  de  la  nouvelle  pecigrqaslen  rân  en'^aMssant 
et  peuyeni  dépasser  toute  limite  donnée.  On  sait  de  pj[i:^que 
Ton  peut  toujours  choisir  m  asseï  grmd  pour  que  deux 
termes  consécutifs  de  grandeur  finie ,  («is  dans  la  nouyelle 
prQgresfiap^  af^nt  entre  eux  une  dî^renfie  fiussi  petite 
q«e  l'on  yeut.  La  formule  générale  d'un  fern^  de  cette 

nouyelle  progression  est  ^*=  l^iO*. 
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—  820  — 

Considérons  deux  progressions  géomélriqaes  ainsi  oMe- 
nnes,  en  prenant  deux  yalenrs  différentes ,  m  et  m',  de  m; 
prenons  un  terme  dans  chacune  d'elles ,  et  comparons  cnlre 

••+1 WlJfl 

eax ces  deux  termes  y*s=  V\ 0*  et  ^' "'=  KtiT.  Pour  savw 
quel  est  le  plus  grand  des  deux,  il  suffit  de  comparer  les 

deux  fractions — —et  -rrrr  Si,  par  exemple,  — r-    est 

ri  «H* 

plus  grande  que  -ttt,  M  est  certain  que  V/ 10*  est  plus 

•••+1 
grand  que  1^10*';  en  effet ,  on  peut  réduire  ces  fractions 

— ^  et  -rrr  au  même  dénominateur  D.  Soient  =-  «1  ir  ^» 
m+l       m'-|-l  D      D 

denx  résultats.  On  yoit  facilement  que  V  10*=  y/lO"  et 

V/lO"  =  V^lO"'  (*)•  On  sait  que  r-  est  plus  grand  que  ^, 

D 

OU  N  plus  grand  que  N'.  Donc  10"  >  10"',  et  \/lO"  plos 

D 

grand  que  \/ÏÔ"',  ce  qu'il  fallait  prouyer. 

Écrivons  la  progression  géométrique  pour  les  cas  de 
m4-i=slO  ;  insérons  le  même  nombre  m  de  moyens  entre  les 
termes  de  la  progression  arilbmétique  (1);  nous  aurons  ainsi 
les  deux  nouvelles  progressions 

ji:V/io:V/i^:V/ii*..ViO'':V^:V/t3^ 

^^^   ^       1       s        3        10       11       ta 


10  *   10    '   10  ■"  10   '    10    ■    10 


pi44        a 
éUBiégd  à  g,«xD-Nx(ii+i).  Dono  régalilé  préeédente «i Traie,  et  k 
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—  821  — 

Si  noos  faisons  la  même  chose  dans  le  cas  de  m-|- 1  ssioo, 
noas  aaroDS  ud  troisième  système  .* 

(!<»_     100 100 100 100 
fji:l/io:V/io':J/io* \/i0'«»:\/ïF' 

(  •        100  •  100  ■  100  100  *   100  


et  ainsi  de  suite  indèCniment. 

De  même  que  tous  les  termes  des  progressions  (1)  font 
partie  des  progressions  (â),  tous  les  termes  des  progressions 
(2)  font  partie  des  progressions  (3).  On  peat  considérer  le 
système  (3)  comme  obtenu  en  insérant  neuf  moyens  entre  les 
termes,  pris  deux  à  deux  de  chacune  des  quatre  progressions 
(2).  Si  on  écrit  le  système  (4)  pour  m  -f  l  =1000,  on  verra 
de  même  que  ce  système  (4)  se  déduit  de  (3),  delà  même  ma- 
nière que  (3)  de  (2).  m  -f  1  croissant  indéflniment ,  deux 
termes  consécutifs  d'une  progression  géométrique  pourront 
différer  aussi  peu  que  Ton  voudra  ;  de  même  pour  la  progres- 
sion arithmétique  correspondante. 

Tout  cela  posé,  considérons  un  nombre  quelconque,  7  par 
exemple.  Il  est  compris  entre  deux  termes  de  la  progression 
géométrique  (2),  comme  entre  deux  termes  de  la  progression 
géométrique  (3),  et  ainsi  de  suite.  On  ne  saurait  d'ailleurs 

avoir  V^IO^'s?  pour  des  valeurs  entières  de  m+l  et  /i,  car  il 
en  résulterait  7"^  s  10%  égalité  impossible.  Pour  avoir  les 
nombres  qui  comprennent  7  dans  une  progression  quelcon- 
que, on  observe  qu'on  doit  avoir 

"•+Î «4* ^ 

V/10*<7<\/Î0^, 
d'où 

10*  <  7*^"  <  lO*^. 

m-fl  étant  un  nombre  donné ,  et  n  un  nombre  cherché.  Oi^ 
élèvera  7  à  la  puissance  m-fl,  on  comptera  les  chiffres  du 
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HOOriweoMena;  si  on  ixùawBp  ohiffm ,  7^  Mra  eottpris 
en  10^ et  lO';  n=zp—i;n  étant  ainsi tnMTé, on  Mra^  à  la 

foi8,lesdeQxnûBibresl^lO''el  V^IQ"^,  ml  oomprenn^nt  7 
dans  chaque  progression  géoroétriqne,  et  les  deux  noœbrm; 

n.  n  \  i 

— rr  ^^  "^"T^f  ^iU  iQos  cenxtlà  daitf  1^  pi^ression  arith- 
w-j-t        m-|-l 

méliqae  correspondante. 

Il  noas  sera  dp^ç  f(mh\fi  do  forquer  Ia  tib^^w  wlvajpf  : 

{In  SQivaQt  Tordr^  i|e$  pro^p$^ioi^  |éPIPétr«9i9^  t|il  f^'l| 

e^t  indiqué  çi-dcs58us,  non»  éciivpW  WF  4<îW  PPfpffnei  ▼er- 

tic^lcn,  iMes  icTfJm  iniQ)édi9tenM^  Iari^ieim|l7;  IT  te»  (ir- 

nies  imipédia^nifînt  snpéjrieim,  ^9  |HiCUa|4gç0|^  l'mtto 

l'antre  )es  dm^  noplirjç^  fui  coquprenn^ot  7  àjm  we  loéapu 

proyrçs^ongyéKWaélriqge.  Sur  doniiimbr^çplomi^yertifiA^ 

(|ne  Dou^  f^î9Q9$  |çprr^9jpoD.4rc  aBX  pr^dfpt^s,  \fSfmfi  î 

termei  noq^  vç^Xiom  ^  nomkrm  m  44P9  t^  «rogr^t^v 

an()iQ)^iiqii^  icQrF<itVPii4e»(  fin^  i^tm  im  PfscirwîMii 

géométriques  que  nous  yenqui  d'^iff*  7^  l«  PWHPW' 
cme|it4^Pfi^iiUi|^: 


(«) 


10 

w» 

1000 

V/lO*4* 


(*) 
40 

10 
1000 

\/lO«4* 


l*^) 


(«f)! 


s« 

1 

M 

M 

9M 

q-J»? 

0,845 

0,84« 

Deax  termes  oorrMpoodants  des  «otonnes  (a)  et  {b) ,  à 
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termes  eorrespondants  quelconques  des  colonnes  [a!)  et  ((')• 

100 100 

Pïir  e^jpemplç  s  Vw*  e\  V^IO»^  i|e  peuvent  é|re  QM>jp4res 

lÔ 10 

que  KlO',  ni  pins  grands  que  1/17.  En  effet,  7 étant  corn- 

10  10 

pis  entre  VT^^  et  KTâ*,  qni  correspondent  tnx  tenMS 
9Jif  Q»9  4^  U  progresMPQ  arithmétiqQe  (2)  ^  si  I'm  cherche 
)es  termes  qui  ompnsQQ^nt  (7)  dans  la  progression  géomè^ 
liji|a«  (?) ,  on  doit  trouver  de n|[  des  termes  qui  s'intercalent 

10 10 

entre  KTo^  et  klo^qnand  on  passe  des  progr6S3ions  (2)  ai)f 
progressions  (3).  Les  deux  termes  correspondants  de  la  pro- 
gression arithmétique  (3)  seront  deux  des  termes  intercala 
entre  0,8  et  0,9  ;  l'an  de  ces  termes  pouvant  être  0,8  ou  0^9. 

Après  tout  ce  <}ue  nous  venons  de  dire,  on  pourra  répéter 
mot  poor  mot,  au  sujet  des  colonnes  (a)  et  (6),  ce  qui  ^  été 
dit  des  deux  colonnes  verticales  formées  à  propos  de  k'a. 
Sedement ,  pour  la  conclusion  dernière ,  o)>servant  que  7  est 
conslaim^eot  <:ompriis  entre  deox  tansMA  norrespondfaints  ds 
ces  colonnes  (a)  et  ifi) ,  pn  conUnra  qne  la  Iwile  eommine 
dep  npmbr^  de  ces  co]annes  est  i. 

£q  rppéUnt  de  nouveaq,  et  mot  ^  mot,  ledit  raisonoA* 
ment  cité,  on  conclura  que  les  membres  4^  colonnes  (^)  et 
{V)  ont  nue  limite  commnne  vers  laquelle  ils  tendent  îndéfi-r 
niment  ep  oi^esfimdtmt  toujours  àat^  iei  prçgrmU^  m(h 
cfisrivet  awp  nmnbres  dos  colonnu  {a)  $t  {h),  Gànpevaat  deM 
continn^  indéOnim^t  la  çopiparaison  des  progressions  tetfes 
que  (S),  (3) ,  (4) ..... ,  on  trouve  des  nombres  diflérant  de  (7) 
d'nne  qpaïUîté  apssf  petite  que  Ton  yent»  cOTrespopdAQt  A 
des  nombres  ^es  pplcmnes  (a')  e\  (b)  coutiniiéfiS  siffisainmmt 
loin.  On  est  donc  fondé  à  établir  cette  définition  :  Le  loga- 
ffAme  de?  pTest  antre  chose  que  la  limite  des  nombres  {a') 
^(A'}ilin^4f«tPflU9i|VCP8|imiYé|Vs];;is  . 
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-  3afc- 
6.  II  y  a  Dnc  inOnîtc  de  manières  d'arriver  à  celle  limite 
quon  appelle  logarithme  de  7. 

Au  lica  de  faire  m  4- 1  ==  10 ,  on  pcnl  lui  donner  une  va- 
leur quelconque  p  ;  puis ,  pour  conlinuer,  nne  valeur  mul- 
liple  quelconque  de  p  ;  m  -f  1  =/i  x  q  ;  puis  encore  une 
valeur  multiple  pxqXr^  et  ainsi  de  suite.  Tout  ce  que 
nous  avons  dit  sera  vrai*  Tons  les  termes  de  la  progression 
géométrique  obtenue  pour  m-)- 1  =/>  feront  partie  delà  pro- 
gression obtenue  pour  m+l=/'X7.  On  passera  évi- 
demment de  la  progression  (m-|-l  =/?)  &  la  progression 
m-+-l=  (//Xy),  en  insérant  y—  1  moyens  entre  les  t<  rmes 
pris  deux  à  deux  de  la  première  de  ces  progressions.  D'ail- 
leurs ,  m  -f- 1  croissant  et  pouvant  croître  an  delà  de  toute 
limite,  de  cette  manière-là  aussi  bien  que  si  in-{- 1  égalait 
10"»  deux  termes  consécutifs  d'une  progression  géométrique 
obtenue  pourront  différer  aussi  peu  que  Ton  voudra.  D'ail- 
leurs    pcat  décroître  indéfiniment.  On  peut 

donc,  pour  nos  hypothèses  actuelles,  recommencer  tout  le 
raisonnement  précédent ,  et  arriver  à  former  nn  tableau  sem- 
blable à  celui  que  composent  les  colonnes  (a),  (6),  (a),  {b'). 
On  arrivera  à  cette  môme  conclusion  que  le  logarithme  de  (7) 
est  la  limité  des  nombres  des  colonnes  remplaçant  {a!)  et  (6'). 
Ce  qu*il  faudrait  faire  voir,  c'est  que  cette  nouvelle  lîmile, 
quels  que  soient  pXq  X^...,^  ne  saurait  différer  de  celle 
qui  existe  pour  les  nombres  {a')  et  {b'].  Admettons  que  ces 
deux  limites  diffèrent  ;  soient  /  la  limite  de  la  suite  dècimalCi 
et  H  la  limite  de  la  suite  nouvelle,  que  j^appellerai  suile  frac- 
tionnaire. Supposons  /  plus  grand  que  f.  Puisqac  la  diffé- 
rence l—P  existe,  on  peut  la  regarder  comme  étant  plus 

grande  qu'un  certain  nombre  commensurablc  rj^  H  ponvant 

étro  un  nombre  très-grand.    Dans  la  suite  fractionnaire 
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des  nombres  inférienn  à  f ,  on  peut  prendre  on  nombre 
fT  dont  le  dénomioatcor  N  soit  plus  grand  que  H.  Alors  =? 

est  moindre  qae  rr. 
li 

=-  inférienr  à  f  est  infèrienr  à  /,  et  diffire  do  l  d*one 
quantité  plus  grande  qae  / — f ,  plus  grande  que  5- ,  et  en- 
oore  plos  grande  qae  -rr.  Il  rèsolle  de  là  que  — 7^— ,  terme 

de  la  deaziime  saite  fractionnaire  correspondant  k  i?  est 

encore  moindre  qae  /  d'anc  certaine  quantité  que  nous  dési- 
gnerons par  k.  Mais  on  peut  prendre  dans  la  suite  décimale 
des  nombres  inférieurs  à  />  un  nombre  qui  en  diffère  dhine 

A' 
râleur  moindre  que  k.  Soit  — i;  le  nombre  ainsi  choisi.  On 

.#         ^    .    I  10»' N 

iuiait  ^,  >  -^.  Par  suite,  ï/lO^'  >  t^io a+i,  ce  qui 

est  absurde I  car,  d'après  nos  raisonnements,  l/lO^'  est 

moindre  qae  T^ctl^lO-^'^'i  plos  grand  que  7.  On  voit  donc 
que  log.  7  est  un  nombre  bien  déterminé  ;  qu'on  arrivera  à  la 
même  valeor  pour  ce  logarithme,  quel  que  soit  le  mode 
d'approximation  adopté. 

7.  Noos  avons  donné  quelque  étendue  aux  considérations 
précédentes.  Elles  sont  fondées  sur  cette  remarque  gêné* 
raie  :  le  plos  grand  nombre  de  /i'^"^'  contenu  dans  la  va- 
leur d'un  nombre  incommensurable  A ,  n'est  jamais  moindre 
que  le  plos  grand  nombre  de  p**'^  contenus  dans  ce  nombre 
A,  si />  est  un  multiple  de  a >  ce  qui  se  démontre  comme  on 

l'a  fait  pour  7  et  -- ,  valeurs  approchées  de  |/5.  Pour  era- 
5       15 
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ployer  les  oonridératioBs  préoédeÂtes  afin  da  Mfimr  «rithinè- 
tif  aement  un  nombre  inoommensorablc  A ,  il  snfllra  dona 
qtl'oii  ait  le  moyen  de  déterminer  le  plas  grand  nombre  éi 
j^iémn  contenus  dans  A,  n  étant  qneloonqàe  ;  et  on  le  peut, 
dès  qu'on  a,  pour  détermnier  A,  une  méthode  d'approxima- 
tion Quelconque,  le  défeloppeoMnt  en  fractioii  CMtinde, 
par  exemple. 


COMî^ÔSltlÔNS  ÉCRITES 

ÙêêMft  êitkê  âanê  MquéUei  on  à  pafîagé  lèê  IMêUiM  è 
l'École  polytechnique,  d  Pory ,  en  1847.  (Voir  t  Y^  p.  702.) 


I. 

liiscuter  le  lieu  de  l'équation  Jt*  -}">'=  ^*- 
Trouver  Téqnation  de  Éà  tangente. 

Calculer,  à  un  millième  près,  l'expression  x=—^ — ^. 

8  +  Kll 

Thertùoibètre;  attractions  et  répulsions  magnétiques; 

dispersion  de  la  lumière. 

II. 

iKscuter  lefien  de  l'équation  po!alrepr=iziin(»côs9  C^.  263). 
Trouver  l'équation  de  sa  taogente. 
Continuité  éeê  fonctions  algâ)riques,  exponentielles  et 
logarithmiques. 
Machine  pneumatique  -,  chaleurs  spécifiques^ 

III. 
fiisealer  le  Uea  de r équation^ «  a  tang  (  |]. 
Troaver  l'éqdatioB  de  sa  tangente. 
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Extraire,  avec  une  approximation  donnée,  les  racines 
des  nombres  quelconques  entiers  ou  fractionnaires  et  des 
^ItuMiMsftna^fltfesdelàroftttéadr^  V*^. 

Madiine  pneomatique;  dialeurs  spédfiques. 

n. 

Discoler  le  lieu  de  VéqpBiionjr  ^Jc-^-atml-gy 

Trouver  l'équation  de  sa  tangente. 

ComfiUim  d'équilibré  d'une  baguette  homogène  ft^àp- 
fMr^ant  k  èés  deux  extrémités  sur  deux  droites  fixes  >  ayant 
une  position  quelconque  dans  l'espace. 

Teasioa  des  vapeurs»  eopdeusatwir  ékatriqwi  para- 
tonnerre. 

V. 

Du  sommet  A  de  l'angle  droit  BAC  on  mène  une  droite 
^eiconque)  des  points  B,  C  on  abaisse  sur  cette  droite  ley 
perpendiculaires  BP,  CQ;  trouver  le  lieu  des  points  M  de 
ces  droites  pour  lesqaek  AM^=  AP  X  AQ. 

lliéorie  de  Hiomogéoéité. 

Généralisation  des  formules  trigonométriques. 

MaeUne  pneumatique  ;  poids  spécifiques  et  lustrumeuts 
propres  à  les  déterminer. 

VL 

Trouver  la  longueur  d'une  corde  divisant  la  surface  d'un 
cercle  donné  dans  un  rapport  donné. 

Construire  géotnétriquement  réqaaiion  à  laquelle  on  ar- 
rive. 

a 
Discoter  le  lieu  de  l'équation  r  =  — - — 7. 

Trouver  l'éqnation  de  sa  tangente. 
Baromètre^  loi  de  Mariette  i  boQteille  de  Lqrdfl. 
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VIL 
TroQTer  le  lien  de  réquation  pssa^M»  et  celui  de 
réquationp=j-^. 

Trouyer  réqoalion  de  la  tangente  do  chaciin  de  ces  deux 
Uenx. 

Trouver  le  lieu  des  pnr^jections  d'an  sommet  d*ane  sec- 
tion conique  sur  tontes  ses  tangentes» 

Électrophorc  {  hygromètre  à  cheven  ;  variations  de  rinlen- 
sité  de  la  lumière  k  raison  de  la  distance  et  de  rinclinaisûo 
des  surfaces. 


QUESTION. 

164.  A,  B,  Cy  D  étant  quatre  points  pris  sur  une  ellipse, 
tels  que  les  normales  en  ces  points  convergent  vers  le  même 
point  ;  ay  +  b*x*  =  a'b'  étant  Téquation  de  1  ellipse,  les 
cordes  AB,  CD  sont  conjuguées  relativement  k  Thjperiïole 
a>"  —  b*x*  ac  —  a*b*  ;  axes  rectangulaires. 


RECTIFICATION 
Relative  à  un  ihéarême  sur  les  foyers» 

Le  théorème  lY  de  la  page  533,  tome  II,  doit  être  ainsi 
énoncé  :  «  Le  produit  des  distances  d'un  point  de  la  courbe 
»  aux  deux  Toyers  divisé  par  le  produit  des  dislances  de  ce 
»  même  point  aux  deux  directrices  >  donne  un  quotient  con- 
»  slant.  » 

Nous  devons  cette  imporlante  correction,  qui  devait  être 
faite  depuis  tongtemps^  à  l'amiUé  de  M.  Catalan.  Tu. 
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UNIVERSITÉ  DE  DUBLIN;  18*6  (  V.  l.  V,  p.  5!5). 
Fm^amvM  dUagrégation  {Sodus ,  — 1847  )  (*). 


MiTBÉHiTIQUBS. 

M.  .Gravée,  professeur. 

i .  Donner  nnc  raétbode  géomé(riqac  pour  mener  une  tan- 
gente à  une  ligne  plane  du  troisième  ordre  par  un  point  pris 
sur  la  courbe. 

2.  La  môme  construciion  donne  le  cercle  oscolateur. 

3.  On  peut  faire  les  mêmes  constructions  pour  une  courbe 
plane  d'ordre  quelconque. 

4.  On  peut  déterminer  de  la  môme  manière,  pour  une  sur- 
face d*ordrc  quelconque ,  et  le  plan  langent  et  le  cercle  qui 
osculo  les  lignes  de  courbure  en  un  point  quelconque. 

5.  Propriété  remarquable  des  cordes  menées  d'un  point 
donné  aux  points  où  le  cercle  oscolateur  rencontre  la  courbe. 

6.  Un  théorèmequrlconque  sur  les  asymptotes  rectilignes 
des  courbes  dtt/i*^"^  ordre  étant  démontra,  ilenrésuliedcsuite 
un  théorème  plus  général  sur  les  tangentes  dont  les  points 
de  contact  sont  en  ligne  droite:  par  exemple,  on  sait  que 
toutes  les  hyperboles  qui  ont  à  Tinfini  quatre  points  de  con- 
tact avec  une  ligne  du  troisième  ordre ,  ont  le  même  centre , 
et  que  les  trois  centres  répondant  aux  trois  asymptotes  sont 
sur  une  même  droite.  Quelle  est  la  propriété  générale  ana- 
logue des  tangentes? 


n  Programme  en  latin;  celle  agrégation  correspond  probablement  à  notre 
agrégation  pour  les  faculté!  et  dont  la  programme  doit  paraître  en  i84S. 

Ami.  m  MATBtii.  VI.  22 
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7.  Dans  les  coarbes  sphériqaes ,  la  distinction  entre  les 
branches  hyperboliques  et  paraboliques  n'existe  pas. 

8.  Etant  donnée  Téquation  d'une  courbe  en  coordonnées 
rectiligncs ,  comment  cherche-t-onla  nature  du  point  singu- 
lier situé  à  une  distance  infinie  ? 

9.  S  et  »  élant  les  segments  réciproques  qa'une  tangente  à 
une  courbe  fait  sur  les  axes  rectangulaires,  Téquation  du 
fiiéme  degré  entre  ç  et  >]  est  une  courbe  de  la  n»^««  classe ,  c'est- 
à-dire  une  courbe  qui  est  la  polaire  réciproque  d'une  courbe 
de  fi^^  degré. 

10.  Cette  équation  peut  généralement  se  mettre  sous  la 
forme  PQR.».^- h^^»-2bO;  oo  les  fonctions  PQR...  et 
nombre  n  sont  du  1"  degré;  n«|.2  est  une  fonction  de 
Tordre  n  —  2  et  (i  une  constante. 

11.  Interprétation  géométrique  des  équations  PsO; 
Q  =  0;  R  =  Oî  etc.  iî»-2  =  0. 

là.  Étant  donnée  l'équation  d'une  courbe  de  troisième 
classe  sous  la  forme  PQR  +  H^S'  ==  0 ,  on  demande  Tinter  pré- 
tation  géométrique  des  équations  PsO;  Q=0;  RssO; 
5=0. 

13.  Le  théorème  remarquable  de  Cotes  sur  les  transver^ 
sales  coupant  une  ligne  du  u*^^  ordre  dérive  de  la  considé- 
ration des  derniers  termes  de  l'équation  entre  les  coordonnées 
rectilignes  ;  un  théorème  analogue  existe  pour  les  lignes  de 
lgn«^meelasse. 

1 4.  Dans  un  triangle  sphériquei  on  donne  la  base  et  Tangle 
opposé;  quelle  relation  existe  entre  les  variations  des  côtés? 

15.  Le  même  théorème  existe  pour  un  triangle  formé  sur 
une  surface  quelconque  par  trois  lignes  géodésiques  (les  plus 
courtes). 

i  6   Mômes  données  ;  quelle  est  la  relation  entre  les  varia- 
lions  des  angles  à  la  base? 
17.  Déduire  de  la  relation  entre  les  variations  des  côtés  la 
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formule  foodameotale  pour  la  comparaison  des  fonctions 
elliptiques  de  la  première  espèce. 

I8«  Mêmes  données ,-  quelle  relation  existe  entre  les  varia- 
tions des  côtes  et  la  variation  de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  sommet  sur  la  base  ?  * 

19.  De  ce  théorème ,  on  dèdnit  de  suite  la  relation  fonda- 
mentale entre  trois  fonctions  elliptiques  de  la  seconde  espèce. 

20.  Interprétation  géométriqae  de  cette  formule  par  des 
arcs  elliptiques.  Que  signiûele  terme  c^sinfi^  sin  7  sin.i? 

21.  tp  et  4^  étant  les  amplitudes  des  deux  arcs  complémen- 
taires dans  Tellipse,  on  demande  la  relation  entre  les  dia- 
mètres de  Tellipse  qui  font  des  angles  f  et  <V  avec  le  petit  axe. 

22.  La  fonction  sin  am  (a)  est  périodique  y  que  u  soit  réel 
ou  imaginaire. 

23.  De  là ,  les  fonctions  elliptiques  sont  douées  d'une 
double  périodicité,  une  réelle  et  l'autre  imaginaire,  pourvu 
que  le  module  soit  réel. 

24.  On  sait  que  les  fonctions  complètes  de  troisième  espèce 
dépendent  des  deux  autres  espèces.  On  peut  déduire  de  là, 
sans  peine,  le  théorème  de  Legendre  sur  les  fonctions  com- 
plètes de  première  et  deuxième  espèce  qui  ont  des  modules 
conjugués. 

25.  Les  fonctions  de  troisième  espèce,  à  paramètres  loga- 
rithmiques ,  peuvent  être  réduites  à  des  fonctions  à  deux  ^- 
guments. 

26.  Développement  en  série  de  la  fonction  e. 

27.  Développement  en  série  de  la  fonction  F  (c,^)^  suivant 
les  sinus  des  multiples  de  9. 

28.  Développement  de*  F  (c] ,  suivant  les  puissances  du 
module. 

29.  Qu'y  a-t-il  de  remarquable  dans  Téquatlon  différen* 
tielle  entre  F(c)  et  ^? 
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30.  Qaelle  courbe  est  vulgairement  proposée  pour  repré- 
senter les  fonctions  elliptiqnos  de  première  espèce? 

3t.  Quelle  est  la  courbe  sphériqac  dont  l'arc  représente 
une  fonction  de  troisième  espèce  ? 

32.  Quel  doit  être  ie  cône  pour  que  Tare  de  la  courbe  spbé- 
rique  représente  une  fonction  de  première  espèce? 

33.  Ou  une  fonction  de  seconde  espèce  ? 

34.  Quelle  sera  la  courbe  sphériquc  si  l*axe  principal  in- 
térieur du  cône  est  un  diamètre  de  la  sphère?  qudle  fonction 
elliptique  représente-t-cUe  ? 

35.  L'une  et  Tautre  courbe  peuvent  facifcment  se  dédoire 
de  la  section  sphéro-conique. 

36.  Deux  surfaces  confocales  du  second  ordre  se  coupent 
orihogonalement  ;  quelle  est  la  propriété  corrélative  des  sur- 
faces ayant  le  même  centre  et  les  mémos  plans  direcfeurs? 

37.  Suivant  quelles  lignes  se  coupent  de  telle!  surfaces? 

38.  Dans  quelles  surfaces  du  second  degré  les  lignes  de 
courbure  sont-elles  planes? 

39.  Quelle  que  soit  la  surface,  si  la  ligne  de  courbure  est 
plane ,  l'angle  entre  ce  plan  et  un  plan  tangent ,  mené  par  un 
point  do  la  ligne,  est  invariable. 

40.  La  détermination  de  la  ligne  géodésique  sur  la  surface 
de  Tellipsoïde dépend  d'une  équation  différenliolle  du  second 
ordre.  Quelle  est  Tinterprétation  géo'métriquc  de  Tintégrate 
première? 

41.  Toutes  les  lignes  géodésiques  partant  d'un  ombilic 
couTcrgont  vers  Tombilic  opposé. 

42.  Tous  les  arcs  géodésiques  joignant  deux  ombilics  op- 
posés sont  de  même  longueur. 

43.  La  somme  ou  la  différence  de  deui:  arcs  géodésiques 
partant  de  deux  ombilics  vers  un  point  quelconque  d'une 
même  ligne  de  courbure  est  invariable. 

44.  Il  existe  un  théorème  général  pour  des  lignes  géode- 
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siqaes  menées  d'an  point  quelconque  à  une  ligne  de  courbure 
donnée  et  rencontrant  une  seconde  ligne  de  courbure. 

45.  Deux  arcs  géodésiqucs  touchent  des  lignes  de  cour- 
bures données  et  se  coupent  orthogonalement;  quel  est  le 
lieu  du  point  d'in(ersection? 

46.  Si  on  développe/ (x)  dans  une  série  procédant  suivant 
les  sinus  ou  cosinus  des  multiples  de  x,  comment  faut-il  for- 
mer les  coefficicnls  ? 

47.  Quel  développement  doit-on  choisir  pour  qu'il  soit 
vrai  pour  des  valeurs  de  x  comprises  entre  ic  et — it? 

48.  Ce  développement  subsiste-il  encore  lorsque /(j:)  de- 
vient discontinue  pour  Une  valeur  particulière  or  =  a  ? 

49.  Comment  peut-on  connaître  les  caractères  de  la  con- 
vergence de  cette  série? 

J/S  sin  (toO 
A    smfe» 
croissant  indéfiniment? 

rp        sin/^i 

51.  De  là,  la  valeur  ultime  de  rintcgrale  \  f[t^) d». 

52.  Quelle  est  la  valeur  de  cette  intégrale  lorsqueytu)  de- 
vient discontinue  pour  a>=:0? 

53.  Quelle  est  la  position  d*une  courbe  dont  l'ordonnée  est 
égale  à  une  série  procédant  suivant  les  sinus  et  les  cosinus 
des  multiples  de  07? 

54.  Comqdent  faut-il  transformer  la  formule  pour  une  sé- 
rie procédant  suivant  les  sinus  et  cosinus  de  x  multiple , 
quand  on  adopte  les  limites  —  /  et  -fr/? 

55.  On  peut  déduire  des  mêmes  formules  une  expression 
triple  dey\x)  sous  forme  d'intégrale  double. 

56.  L'ordonnée  d'une  ligne  brisée  peut  s'exprimer  en 
fonction  de  l'abscisse. 

57.  En  cherchant  la  fonction  de  la  variable  x  qui  est  com- 
prise entre  les  limites 
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nous  tombons  sur  une  intégrale  dé6nie  digne  de  remarque. 
58.  Donner  la  démonstration  de  la  formule 

](f{a)da 


-A^) 


qai  a  lieu  k  diminuant  indéflniment. 

59.  Déduire  de  là  le  théorème  de  Fourrier. 

60.  Le  théorème  de  Fourrier  peut  s'étendre  aux  fonctions 
à  plusieurs  variables. 

61.  Dans  la  transformation  de  Tintégrale  double  ^  que  de- 
vons-nous substituer  à  la  place  de  Télément  dxdyl 

62.  Donner  une  explication  géojiiélrique  de  ce  change- 
ment. 

63.  Usage  des  intégrales  déGnies  dans  la  solution  de  l'é- 
quation différentielle  du  7i*'^"*«  ordre. 

64.  La  solution  d^une  telle  équation  différentielle  peut 
s'écrire  sous  forme  d'une  intégrale  multiple. 

65.  Si  les  coefficients  sont  constants,  l'intégrale  mulUple 
peut  se  transformer  dans  une  somme  d'intégrales  simples. 

66.  Si  les  constantes  sont  les  coefficients  d'une  équation 
algébrique  ayant  des  racines  égales  y  comment  faut-il  chan- 
ger la  forme  de  l'une  et  de  l'autre  solution  ? 

Noie,  On  voit,  d'après  ce  programme,  que  dans  la  savante 
université  irlandaise,  les  études  analytiques  et  géométriques 
sont  portées  à  la  hauteur  du  niveau  actuel  ;  en  effet,  l'ana- 
lyse et  la  géométrie  sont  pour  ainsi  dire  les  deux^  yeux  de  la 
science ,  et  c'est  l'éborgncr  que  de  vouloir  l'emploi  exclusif 
d'une  de  ces  méthodes;  mais  nous  comprenons ,  sous  le  nom 
de  géométrie,  non  pas  celle  qui  est  emprisonnée  depuis  tant 
de  siècles  dans  le  système  cellulaire  des  coniques ,  mais  la 
science  qui  s'occupe  des  propriétés  générales  de  Tespace,  telle 
qu'elle  est  enseignée  aujourd'hui  en  Sorbonne ,  sous  le  nom  de 
géométrift  supérieure^  par  un  de  ses  plus  célèbres  promoteurs. 
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On  regrelle  de  ne  trouver  ici  aucnne  question  sur  une  théorie 
acquérant  de  jour  en  jour  pins  d'importance,  sur  )a  théorie 
des  nombres.  C'est  une  lacune  qui,  on  peut  l'espérer,  ne 
subshtera  paîs  toujours. 

PHYSIQUE  (*). 

M.  Mac  Cullagh,  profesieur. 

1.  Donner  l'expression  de  l'action  du  soleil  et  de  la  lune 
sur  la  mer  dans  un  lien  donné. 

2.  Par  quel  calcul  Newton  détermine- t-il  la  hauteur  de 
la  mer  par  la  théorie  dile  de  l'cquilibrc? 

3.  Déterminer  la  hauteur  de  l'eau,  ayant  égard  à  sa  den- 
sité. 

4.  Gomment  le  coelBcient  de  la  hauteur  de  l'eau  dépend-il 
de  la  densilé  de  IVau? 

>5.  Par  quelle  expérience  connatt-on  la  densilé  moyenne  de 
la  (erre?  Décrire  l'expérience  de  Cavendish  et  donner  les  élé- . 
mcnts  du  calcul. 

6.  Exprimer  la  hauteur  totale  de  l'eau  dans  la  théorie  de 
l'équilibre,  en  coordonnées  astronomiques. 

7.  Trois  espèces  de  termes  à  remarquer  dans  cette  ex- 
pression ;  quelles  oscillations  ces  termes  déterminent-ils? 

8.  Expression  de  l'oscillation  semi-diurne. 

9.  Pourquoi  le  retard  des  marées  de  jour  en  jour,  dimi- 
nue-t-il  des  syzygies  aux  quadratures ,  et  augmente-t-il  des 
quadratures  aux  sjzygies? 

10.  Dans  la  théorie  dynamique  de  Laplace,  quelle  est  Thy- 
pothèse  sur  la  forme  et  la  profondeur  de  la  mer  ?  D'où  vient 
la  nécessité  de  cette  hypothèse? 


r)  Sont  c4ii«fB»  it»  e9mpf«nd  U  mtçioi^U^  t|  fMlwMMria. 
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11.  Comment,  dans  cette  h7p3lhëse,  faut-il  former  les 
équations  du  mouvement  dos  eaux? 

12.  Intégrales  particulières  données  par  Laplace. 

13.  Quelle  est  Toscillation  diurne  en  hauteur  ?  Dans  quel 
cas  cst-cHc  nulle  ? 

14.  Quel  est  l'effet  des  marées  sur  la  précession  des  éqoi- 
noxes? 

15.  Gomment  faut-il  calculer  la  précession  des  équinoicsT 

16.  Si  les  trois  moments  principaux  d'un  corps  sont  égaux, 
son  mouvement  de  rotation  n*est  pas  sensiblement  changé 
par  l'attraction  d'un  corps  éloigné. 

17.  D  après  quelle  loi  la  Vitesse  de  rotation  changc-t-dle, 
si  le  corps  se  refroidit  ou  s'échauffe? 

1 8.  L'équation  générale  d'équilibre  d'un  système  de  points, 
telle  qu'elle  est  donnée  par  Lagraoge ,  combien  comprcud-t- 
elle  de  conditions? 

19.  Quel  sens  Lagrango  attribue-t-il  aux  facteurs  dans 
cette  équation? 

20.  Si  le  corps  est  continu,  il  y  a  deux  espèces  de  condi- 
tions et  deux  espèces  de  forces  appliquées. 

2t«  Équation  générale  de  l'équilibre  en  ce  cas. 

22.  Comment  faut-il  traiter  cette  équation ,  si  cUe  ren- 
ferme des  conditions  différentielles? 

23.  Combien  peut-on  se  donner  de  conditions  indétermi- 
nées? 

24.  Dans  les  problèmes  de  mécanique  et  dans  les  problèmes 
de  géométrie  qui  dépendent  du  calcul  de  variation,  on  fait 
usage  de  multiplicateurs^  sont-ils  de  même  nature  dans  l'un 
et  l'autre  cas? 

25.  En  quoi  diffèrent  les  variations  des  coordonnées  dans 
ces  deux  geares  de  questions  ? 

26.  Combien  y  a-t-il  d'équations  Anales  indéflnies  dans  les 
questions  de  mécanique?  Combien  en  géométrie? 
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27.  Quelle  est  Téquation  d'équilibre  d'an  fil  flexible  ou  in- 
flexible d  après  Lagrangc? 

28.  Que  signiGe  le  facteur  dans  cette  équation? 

29.  Si  ce  Gl  est  appliqué  contre  une  surface  donnée  »  com- 
ment faut-il  traiter  la  question? 

30.  Déterminer  dans  ce  cas  la  réaction  de  la  surface, 

31 .  Quelle  est  Téqualion  d'équilibre  d'un  fluide  incompres- 
sible d'après  Lagrange  ? 

32.  Comment  en  déduit-on  }e8  équations  ordinaires  de 
l'équilibre  d'un  fluide? 

33.  Comment  Navier  emploie-t-il  Téquation  générale  de  la 
dynamique  pour  exprimer  l'équilibre  d'un  corps  solide ,  ho- 
mogène ,  élastique  ? 

34.  Dans  celle  équation ,  le  moment  des  forces  internes 
do  solide  élastique  est  une  fonction  de  six  quantités  difléren- 
Uelles  (intégrale  sextuple  ). 

35.  Le  changement  de  distances  entre  les  particules  yoi- 
sines  dépend  de  ces  six  quantités. 

36.  L'expression  du  moment  des  forces  internes  est-elle  la 
même  lorsque  le  corps  n'a  pas  la  même  élasticité  dans  toutes 
les  directions? 

37.  Dansun  corps  solide  homogène,  peuvent  se  propager 
deux  espèces  de  vibrations.  Quelle  est  la  relation  entre  les 
vitesses  de  ces  propagations? 

38.  L'élher  lumineux  dans  un  corps  cristallisé  étant  troa- 
blc,  trouver  le  moment  ^V  des  forces  internes  ;  quelle  est  la. 
forme  générale  de  V  ? 

39.  Définition  des  axes  principaux  d'un  cristal. 

40.  Une  onde  plane  se  propageant  dans  on  cristal ,  tron- 
ver  la  loi  de  propagation. 

41.  Démontrer  que  les  vibrations  se  font  dans  la  plan  de 
Tonde.   * 
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42.  Commeot  détermine- 1- on  analytiqQement  la  direction 
des  vibrations  dans  le  plan  de  Tonde? 

43.  Que  signifie  cette  condition,  géoniétriqQement?£xîsto- 
t-îl  deux  directions? 

44.  Quelle  estla  vitesse  de  propagation  dansTaneet  Fantre 
direction  ? 

43.  En  qaoi  ces  lois  s'accordent-elles  avec  la  théorie  de 
Fresnel?  en  qaoi  en  différent-elles  ? 

46.  D*oà  Fresnel  oonclut-il  que  les  vibrations  du  rayon 
polarise  sont  normales  au  plan  de  polarisation?  An  vrai,  ne 
sont-elles  pas  parallèles  à  ce  plan  ? 

47.  Les  vibrations  sont  toujours  perpendiculaires  au  rayon 
dans  la  tiiéorie  dynamique,  et  pas  de  môme  dans  la  théorie 
de  Fresnel. 

48.  Comment  Taul-il  déGnir  la  surface  des  ondes? 

49.  Comment  Huyghens  démontre- t-illa  loi  de  Snel* 
liusO? 

50.  Quelle  est  la  loi  de  la  réfraction  dans  un  milieu  cri*- 
tallisé?  comment  la  démontre-t-on? 

51 .  Ces  lois  peuvent  se  déduire  de  la  forme  des  intégrales 
particulières. 

52.  Comment  la  loi  de  Snellius  est-elle  démontrée  par 
Newton?  Quelle  est  la  vitesse  de  propagation  selon  Newton? 

53.  Comment  Newton  expliquo-t-il  le  phénomène  de  la 
réflexion  totale? 

54.  Dans  ce  cas  comment,  dans  la  théorie  ondulatoire, 
démontre-t-on  l'absence  de  tout  rayon  réfracté? 

55.  Quel  est  ainsi  le  mouvement  propagé  dans  le  second 
milieu  ?  En  chercher  les  lois. 

56.  Trouver  les  conditions  à  observer  dans  la  surface  com- 
mune aux  deux  milieux. 


'/)  Loi  de  rérrtclion  de  Descartes. 
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67.  Ces  conditions  peuvent  s'énoncer  brièvement. 

58.  Il  existe  encore  ane  autre  condition,  mais  qui  est 
renrermée  dans  celle-là. 

'     59.  D'après  ces  conditions ,  il  résulte  que  la  phase  n'est  pas 
changée,  s'il  existe  un  rayon  réfVacté. 

60.  Si  la  réflexion  est  totale,  la  phase  est-elle  changée 
par  la  réflexion  ? 


UNIVERSITE  DE  FRANCE. 

Omeaurê  d^agrégaiion  pour  les   sciences  mathématiques, 
année  1847  {voir  t.  V ,  p.  513)  (*). 


Composition  d'analyse. 

l""  Lorsqu'un  cercle  roule  sur  une  ligne  droite  de  manière 
qu'un  point  de  la  circonrérence  décrive  une  cycloïde  ordi- 
naire, tout  point  situé  dans  le  plan  du  cercle  décrit  une 
courbe  analogue  à  la  cycloïde  et  dont  on  demande  l'équation. 

On  fera  voir  que  les  courbes  ainsi  décrites  se  confondent 
avec  celles  qu*on  a  appelées  cycloïdes  allongées  on  raccour- 
cies, et  qui  seraient  décrites  par  un  point  de  la  circonférence 
du  cercle  mobile,  mais  dans  T hypothèse  où  l'espace  recti- 
ligne  parcouru  par  le  centre  du  cercle,  au  lieu  d'être  juste- 
ment égal  à  la  longueur  de  l'arc  dont  les  parties  sont  venues 
successivement  s'appliquer  dans  le  même  temps  sur  la  droite 
fixe,  serait  plus  grand  ou  plus  petit. 

2""  On  donnera  les  formules  pour  la  quadrature  des  cy- 
cloïdes allongées  ou  raccourcies,  et  l'on  dira  dans  quel  cas  on 
peut  les  couper  par  des  parallèles  à  la  droite  sur  laquelle 

(*)  igr^iitkti  fft  IH  MlMfet. 
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s'appuie  la  circonférenco  do  cercle  mobile,  de  manière  que 
les  segments  relraochés  soient  équivalents  à  des  carrés  qae 
Ton  puisse  construire  géométriquement,  c*est- à-dire  avec  la 
règle  et  le  compas ,  au  moyen  des  données  de  la  figure. 

3®  On  donnera  les  formules  pour  la  rectification  de  ces 
mêmes  courbes ,  et  Ton  démontrera  le  théorème  de  Pascal 
qui  revient  a  assigner  les  axes  d'une  ellipse  de  laquelle  dé- 
pend la  rectification  delà  cyclolde allongée  ou  raccourcie. 

4**  On  saura  gré  aux  candidats  des  recherches  qu'ik  pour- 
ront faire,  si  le  temps  le  leur  permet,  pour  déterminer  les 
tangentes,  les  rajons  de  courbure,  les  développées  des 
courbes  dont  il  s'ag4t ,  et  pour  montrer  ce  que  deviennent  les 
propriétés  les  plus  saillantes  de  la  cycloïde  ordinaire  quand 
on  passe  à  la  cyclolde  allongée  ou  raccourcie. 

Composition  de  mécanique. 

f*  Question.  Montrer  succinctement  comment  on  trouve 
la  yariation  de  la  vitesse  angulaire ,  produite  par  des  forces 
continues  qui  agissent  sur  un  corps. 

2*  Question.  Une  sphère  homogène  se  meut  sur  un  plan 
horizontal,  à  Toriginedu  mouvement  j  le  centre  de  la  sphère 
a  une  vitesse  connue  dirigée  parallèlement  au  plan ,  et  Ton 
connaît  pareillement  le  mouvement  initial  de  rotation  de  la 
sphère  autour  de  son  centre  ;  la  sphère  éprouve  de  la  part  du 
plan  une  résistance  horizontale  appliquée  au  point  de  con- 
tact et  de  sens  contraire  à  la  vitesse  absolue  de  ce  point.  Tout 
cela  posé,  on  demande  ; 

1^  De  donner  les  équations  différentielles  du  mouvement 
et  de  démontrer  que  la  résistance  horizontale  reste  constam- 
ment parallèle  à  une.  même  droite  pendant  la  durée  du  mou- 
yemcnt ,  quelle  que  soit  la  loi  suivant  laquelle  elle  varie  d'in- 
tensité ; 

2«  De  donner  complètement  les  lois  du  mouvement  dans 
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le  cas  particidier  où  rintensité  de  la  résistance  horixontalo  est 
constante. 

ComposUUm  du  jury  éCexamen, 

MM.  Coornot,  inspccteor  général  de  l'Unirersité,  prési- 
dent; 

Lebesgac ,  professeor  à  la  faculté  de  Bordeaux  ; 

Briot ,  professeur  à  la  faculté  de  Lyon  ; 

Sonnet,  docleur  es  sciences ,  agrégé  es  sciences  ; 

Ternier,  professeur  do  malhéma  tiques  spéciales  an  collège 
royal  Henri  IV. 

Note.  Ou  peut  consulter  pour  la  deuxième  question  de  mé- 
canique, deux  mémoires  de  M.  Gouroot ,  sur  le  mouvement 
d'un  corps  sur  un  plan  fisD,  ayant  égard  au  frottement. 
(Crelle ,  t.  V  et  VIII ,  1830  et  1832 ,  en  français.)         Tm. 


JOURNAL  DE  CRELLE.  -r  18»6  (*). 


PREMIER   GABIER. 

1.  Sur  les  substitutions  du  premier  ordre  et  sur  la  trans- 
formation dos  intégrales  elliptiques  dans  la  forme  normale  ^ 
par  le  professeur  U.  Ricliclot ,  à  KOnigsberg.  1-29 . 

(  L'auteur  donne  ano  métliode  uniforme  pour  transfor- 

dr 
mer  l'intégrale  ■  dans  la  forme  normale 

Va  +  ...  +  Cx^ 


au  moyen  de  la  forme  du  premier  ordre 


r-f-  sjr . 


(*)  Ce  8ênt  les  quatre  derniers  cahiers  qui  tient  ptrii;  nous  donneront  de 
même  le  eonienu  descthiert  à  ptrtltre,  et  en  rétroKrtdtnt  uout  reviendront 
•fir  les  tnnéet  précédentes  de  celte  précieuse  collection ,  unique  en  son  fenre. 
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9.  Recbercbeg  sur  réliminqUoD  el  la  théorie  (|ei  eoutes; 

par  A.  Cajley,  de  Cambridge.  30-45.  (En  français.) 

(Théorie  analytique  du  nombre  de  points  d'inflexion,  de 
tangentes  multiples,  etc. ,  et  autres  théorèmes  sur  les  courbes 
en  général  et  sur  la  théorie  dos  fonctions  rendues  homogènes, 
due  à  M.  Hesse  i  progrès  considérable  de  la  géoo^rie  car- 
tésienne, et  qui  parait  être  complètement  ignoré  en  Frauœ. 
Nous  en  parlerons  prochainement.) 

8.  In  solutionem  cequationum  algebraicamq^  disquisitio; 
auctore  G.  J.  Malmsten,  prof.  Upsal.  46-74. 

(L'auteur  démontre  ce  ibéorème,  qu'Abel  a  énoncé,  et 
dont  il  a  esquissé  la  dciponstration  j  Si  une  équation  irréduc- 
tible de  degré  {j.  ((jinombre  premif^r)eslrésoluble  algébrique- 

i      J  i 

ment ,  les  racines  ont  cette  forme  jc=A+R,'*+R/+...R      ^i 

A  est  rationnel ,  et  R^,  ï^j--  R  _j  sont  racines  d'une  équa- 
tion du  [X — l'*"e  degré,  et  dont  les  coefficients  sont  des 
fonctions  rationnelles  des  coefficients  de  Téquation  donnée; 
de  là  on  déduit  l'impossibilité  de  résoudre  Téquation  du 
5^  degré,  et  par  conséquent  les  équations  de  degré  supérieur.) 

4.  Sur  la  formule  de  Lagrange  et  son  applicaiion  à  la  for- 
mation des  séries  J  par  J.  Dienger,  professeur  à  Sinsheim, 
près  Ucidelberg.  75-100. 

Fac-similé  d*un  manuscrit  de  Ferrari. 

DEUXIÈME   GiBlER. 

5.  Addizione  alla  memoria  intitolata  :  Nuove  appllcazioni 
del  calcolo  intégrale  relative  alla  quadratura  délie superflcie 
curve  e  cubature  de'  solidi ,  inscritta  nel  tomo  31  di  questo 
giornale,  p.  12,  dal  sig.  D.  Darnaba  Torlolini,  prof,  di 
mat.  trasc.  ail'  Univcrsitàdi  Roma.  lOt-lâl. 

(Première  surface  engendrée  par  les  projections  du  centre 
d'une  ellipsoïde  sur  ses  plans  tangents^  seconde  surface  en* 
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gendrée  de  la  même  maolère  par  le  moyen  de  la  première , 
et  aiosi  de  suite;  et  ensuite  surface  enveloppe  des  plans  per- 
pendicuIaircSs  aux  rayons  vectQurs  d'une  sarface  donnée. 
Tout  est  ramené  à  des  intégrales  elliptiques.) 

6.  Sor  la  dispersion  delà  lumière  dans  l'atmosphère;  par 
le  candidat  R.  Claudius,  à  Berlin.  122-147. 

(C'est  l'essai  d'une  théorie  mathématique  de  la  lumière 
diffuse.  On  y  discute  les  idées  pbotoméiriques  de  Lambert.} 

7.  Note  sur  les  hyperdéterminants;  par  M*  A.  Cayley,  de 
Cambridge.  148-152.  En  français. 

(La  théorie  des  hyperdéterminants  a  été  donnée  par  l'au- 
teur au  tome  XXX ,  cahier  1.) 

8.  Recherches  sur  le  calcul  des  probabilités  ;  par  M.  Ôt-» 
tinger,  prof.  àTUniversilé  deFribourgenBrîsgau.  153-191. 

(C'est  une  continuation.  Une  urne  contient  n  boules,  por- 
tant les  nombres  1,2,3...n;  on  tire  une  boule  et  on  la  remet, 
et  ainsi  plusieurs  fois  de  suite;  quelle  est  la  probabilité  qu'il 
sortira  k  fois  consécutivement^  une  boule  comprise  dans  la 
sérier,  r+1,  r+2,  r+3,  r-f /»— 1 ,  r  et  /w  étant  des 
nombres  donnés.) 

Fac-similé  d'un  manuscrit  de  Ferroni. 

TROISIÉMB  CâHIBH. 

9«  Résolution  algébrique  des  équations  du  9«  degré, 
jouissant  delà  propriété  qu'une  certaine  fonction  rationnelle 
et  symétrique  donnée  de  deux  racines,  est  égale  à  une 
troisième  racine ,  par  exemple  F^ j:^,  xJ  =  J^  ,  et   aussi 

F(j:'  ,  :r^)=x^,  F( j:  ,  xj  =  x*;  par  M.  Otto  Hesse,  pro- 
fesseur extraordinaire  C)  ^  l'Université  de  KOuigsberg. 
193-208. 
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(Cette  flolntion,  ioifîqoée  par  M.  Jacobi ,  est  gaivie  de  cou- 
sid<^ralioiis  géométriques,  et  Ton  démontre  qne  toute  ligne 
d'ordre  n  à  3n(»— â)  points  d'inflexions  ;  et  ensuite  le  ibdo- 
rème  de  M.  Poncelet  :  Lorsqu'une  droite  passe  par  deax 
points d'inOcxton  d'une  ligne  du  troisième  ordre,  elle  passe 
aussi  par  un  troisième  point  d'inflexion.) 

1 0.  Sur  les  séries  infinies  et  leur  représentation  en  expres- 
sions finies  -,  par  J.  Dlenger,  professeur  à  Sinzheim ,  près 
Heidelberg.  â09*2l3. 

(Formation  de  diverses  séries  conyergentes.) 

11.  De  critcriis  quibus  cognoscatur  an  œquatio  quinti 
gradus  irreductibilis  algcbraice  rcsolvi  possit  ;  auctore 
Eduardo  Lulhero,  phil.  doct.  Regiomont.  244-254. 

(L'auteur  démontre  que  lorsque  Féqualion  est  résoluble, 
la  résolvante  est  toujours  décomposable  en  facteurs  rationnok, 
et  lorsqu'un  des  facteurs  est  du  premier  degré ,  l'autre  da 
cinquième  degré  irréductible  est  toujours  résoluble  algébri- 
quement.) 

12.  Quelques  problèmes  de  la  théorie  combinatoire  ;  par 
le  professeur  Wciss,  à  Munich.  255-269. 

(Nombre  de  termes  et  divers  genres  de  combinaisons.) 

13.  Sur  quelques  théorèmes  de  la  géométrie  de  position; 
par  M.  A.  Ca;lcy.  Suite  du  mémoire,  tome  XXXI,  p.  213 
(en  français). 

(Sur  les  vingt  points  donnés  par  les  soixante  droites ,  dans 
le  théorème  do  Pascal.)  Théorème  de  M.  Steincr. 

14.  Cas  analytique  particulier  dans  la  théorie  de  la  mani- 
velle-, par  l'éditeur.  276279. 

15.  Deux  problèmes  de  géométrie  avec  les  solutions. 
280-£84. 

!<"  Par  quatre  points  dans  un  plan ,  mener  quatre  drritcs 
de  manière  qu'elles  forment  un  ccrré;    2""  par  n  poiots 
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donnés  dans  an  plan,  moner  n  droUc  de  telle «orto  qn*clletf 
forment  un  polygone  do  n  côlés,  dont  les  angles  soient 
donnés  e^  dont  lairo  soit  donnée  (ce  dernier  problème  est 
résolu  par  réditenr).  Fac-similé  d*un  manuscrit  de  Fontana. 

QUATRlÈMi;  CAHIER. 

16.  Rcch^rcbcs  snr  la  série 

•"(i^Xi-îO      (i-,)(i~,')(i-îO(i-?'^') 

IlirC:.  Heine,  professeur  parlicnlier  (priyat-docçnt}àrUni- 
yersité  de  Bonn.  285-328. 

(Se  rattache  au  travaux  d'Ealer  et  de  Gauss  sur  les  courbes 
bypcrgéométr  iques.  ) 

17.  Sur  les  courbes  du  troisième  ordre';  démonstration 
analytique  ;  par  M.  Plûcker,  à  Bonn.  329-339. 

(Démonstration  analytique  iniuUive  des  théorèmes  de  géo- 
métrie énoncés  par  M.  Steiner  au  tome  XXX;  Taoteur  fait 
usage  d'un  système  de  symboles  au  moyen  desquels ,  pour 
ainsi  dire,  il  écrit  les  figures.) 

18.  Note  sur  le  théorème  de  Pascal;  par  M.  Plûcker. 
337-340.  En  français. 

(Tiiéorèmc  des  vingt  points  de  M.  Steiner,  rectiGé  et  dé- 
montré.) 

19.  Géométrie  analytique  des  courbes  tracées  sur  les  sur- 
faces de  second  ordre  cl  classe  :  on  entend  par  ces  mots  Tes 
Aux  surfaces  bypcrboloïSes;  par  M.  Plûcker.  341-356. 

Voici  l'énoncé  de  divers  théorèmes  : 

I.  Toutes  les  propriétés  des  droites  dans  un  plan  peuvent 

if 

se  transporter  sur  des  courbes  planes  tracées  sur  un  hyper- 
bololdo,  et  passant  par  un  même  point. 

II.  Si  dans  une  courbe  plane  tracée  sur  une  surface  du 

Aim.DBllAnttf.VI.  23 
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«•econd  degré.,  on  inscrit  un  hexagone  formé  de  courbes  plaoM 
paBsanl  par  le  même  point  fixe,  les  côtés  opposés  se  coupent 
respectivement  en  trois  points  dans  le  môme  plan  que  4e 
point  fixe.  —  Si  Vi^exagone  est  circonscrit»  les  trois  courbes 
planes  passent  respectivement  par  le  point  fixe  et  par  doux 
sommets  opposés  se  coupent  encore  en  un  môme  second 
point;  et  divers  théorèmes  sur  la  projection  stéréograpbique 
de  ces  courbes. 

20.  Sur  une  nouTcUe  génération  mécanique  dei  surfaces 
4e  secondtordre  et  seconde  classe;  par  M.  Pllicker.  857-359. 

21.  Observation  sur  la  dissertation:  géométrie  analyti- 
que ,  etc.  (y.  89)  ;  par  M.  Pliicker.  860^76»  (Propriété 
stéréograpbique.) 

Fac-similé  d'un  manuscrit  de  Paoli. 

I  '  Il  ■    '  1 


PROBLÈME  DE  MALFATTI. 

SOLUTION   GÉOMÉTftlQUa. 


Démonstration  de  la  solution  du  problème  de  Malfatti^  donnée 
par  M.  Steiner,  p.  178  du  tome  I,  cah.  II  [Crelle)^  par 
M.  Zomow^  professeur  au  collège  de  Kneiphof^  à  Kœnigs^ 
berg.  (trelle,  X,p.  300, 1833,  en  français.) 

On  trouTe  dans  le  tome  I  de'  ce  journal  une  ooDstructioo 
très-remarquable  du  problème  suivant,  connu  sous  le  nom 
du  problème  de  MalfalU  :  Â  un  triangle  donné  quelconque, 
inscrire  (rois  cercles  de  manière  que  chacun  d'eux  touchacx- 
térieurement  les  déx\  autres,  et  deux  côtés  du  triangle.  Cette 
construction,  également  distinguée  par  sa  simplicité  et  son 
élégance,  n'a  pas  été  démontrée  par  son  auteur,  et  à  ce  que  je 
sache,  nulle  démonstration  n'en  a  été  publiée  depuis  ce  temps- 
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là.  C'tst  oe  qui  meroarnit  TocGasion  decommaniqaer  aax  géo- 
mètres la  démonsIratioD  suivante,  qui  me  parait  assez  simple 
pour  mériter  leur  indulgence.  *      *  ^ 

Commençons  par  quelques  considérations  connues. 

1.  Soient  (fig.  50)  a  et  6  deni:  cercles  H  qui  se  toochent 
extérieurement  par  leur  point  de  contact  z;  menons  une 
tangente  cqmmune  t  iv".-âQit  u"  (^"  une  autre  tangente,  qui 
rencontre  Ja  première  au  point  w'',  on  aura  : 


2.  Etant  mené  par  u"  et  ^'  un  troisième  cercle  quelconque 
^i  r*)i  qw*  coupe  aei  b  dans  deux  autres  points  ^  et  j:,  la 
droite  c,  a^''  sera  perpendiculaire  à  la  droite  u'V.  En  môme 
temps  la  droite  u'y  sera  perpendiculaire  à  la  droite  a  1,^  q|ai 
joint  les  centres  des  deux  cercles  a  et  ç,. 

3.  Les  cercle^  acib  peuvent  être  touches  dans  les  points 
^  et  j:  par  un  môme  cercle  c. 

4.  Soit  A'  le  point  de  rencontre  des  deux  droites  ac^-ei 
u'^tf"  prolongées  convenablement,  la  droite  A^  tguctiejca  le 
cercle  a  au  point  ^,  et  pafr  suite  aussi  le  cercle  c  daq§  le 
môme  point. 

5.'  Soit  décrit  du  centre  c.  un  second  cercle  j  qui  touche 
tt*  t/'  %u  point  ^v"  (***).  Le  point  A'  sera  le  point  de  simili- 
tude eit^rieur  des  deux  cercles  a  cic,,  donc  la  droite  Ay 
louchera  aussi  le  cercle  c,. 

6.  Jlèciproquement  la  (angrnte^  t  commune  aux  cercles 
a  et  c.  menée ^ar  leur  point  de  contact  ^,  touche  le  cercle  c,. 
De  la  ifléme  manière,  on  prouve  que  la  tangente  x  5,  com- 


(*)  Nous  désigneront,  pour  M»réger,  le  cercle ,  son  centre  et  son  rtjoo  par  U 
|iéme  lettre  de  l'alpbabet. 

("*)  Ce  cercle  n'est  pas  construit  dans  la  tgare ,  pbnr  tae  ps/  la  tendre  trop 
coapliqnèe. 

O  C'est  ee  eerelé  et  son  rayon  èi«p",  que  nom  désignerons  désormais  par  f  1. 
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mono  aux  cercles  6  et  c,  meaée  par  leur  point  de  contact  x, 
touche  le  cercle  c,. 

*  '7.  ILes  droites  x  w'\  xs,  yt  êe  coupent  dans  on  point 
uy que  P,  que  l'on  peal  regarder  comme  le  centre  da  corde 
inscrit  au  triangle  abc.  D'où  sait  : 

8.  Le  point  P  étant  le  point  de  siniilita4e  intérieur  dci 
deux  cerde^c,  et  c,  les  trois  points  c,,  P,  c,  sont  sur  noe 
même  droite,  ci  par  suite  les  deux  triangles  cPor  et  <Pf  sont 
semblables.  On  tire  de  là  : 

9.  P  je  :  5ar=c:c,+c;  ou  \/  /  '_f^^J  :  l/(aby=^:c,+Ci 

d'où  vient  :  c,+c=\/^c  (a^b-^-c) ,  ou  bien  c,»=c(tf4-ft— 2cJ. 

10.  Soit  as'  la  tangcntf  menée  du  point  a  an  cercle  c^ 
on  ai 

11.  SÂt  u!  l^  une  tangente  extérieure  commune  apxcer- 
tteB  «  et  c,  et  qui  ne  rencontre  pas  le  troisième  b;  si  elle 
coupe  la  dfroile  P^  an  point  Wy  on  a ,  comme  ci-dessus  (1)  : 
V  tt'5=  w' j^= w'^  =  v/(ac),  et  par  conséquent  t 


as^-  u'a-y    -• 


^  On  Toit  par  4à  qoe  les  di)ax  triangles  rcctangte  (.a/ et 
w*  a  u'  sont  semblables ,  d'où  suit  :  <  c, ^  *'  =  <  w'  a  a'. 

12.  Soit  A  le  point  de  rencontre  des  deux  droites  tf'i/,  mV,     ' 
le  cercle  a  étant  inscrit  au  triangle  A  A'  'tv',  on  a  toujoun:       j 

On  aura  donc  aui^i: 

<A'ai'+<A/iA'x=2R.  ' 


Digitized 


by  Google 


—  3W  — 

On  Yoit  pair  là  que  les  droites  A  a  et  ai'  se  confondent  en 
onc  droite  unique ,  c'est-à-dire  :  la  droite  Aa ,  qui  divise  eu 
deux  parties  égales  l'angle^  A  formé  par  les  deux  droites 
ttV  et  tt  V ,  touche  en  même  temps  le  cercle  c.. 

13.  Soit  de  plus  u  Y  tangente  commune  extérieure  aux 
cercles  6  et  c ,  et  qui  ne  rencontre  pas  le  troisième  cercle  a  ; 
soient  B  et  G  ses  points  de  rencontre  avec  les  droites  m'V"  et 
ttV,  on  prouTC  de  la  même  manière  que  la  droite  BG  touche 
le  cercle  c.  Donc  un  triangle  ABG  étant  circonscrit  aux  trois 
cercles  a^  b,  c,  de  manière  que  chacun  de  ses  côtés  touche 
extérieurement  deux  de  ces  cercles ,  si  Ton  partage  les  an- 
gles A,  B,  G  en  4sux  parties  égales  au  moyen  des  droites 
AO,  BO,  COf  le  ccrcle'c,  sera  inscrit  au  triangle  ABO. 

14.  Réciproquement  le  cercle  c,  inscrit  au  triangle  ABO, 
est  touché  de  deux  des  trois  tangentes  aP,  ^P,  zP ,  menées 
anx  cercles  a^  b,  c  par  leurs  points  de  contact  communs 
a,  y  y  z,  et  touche  en  même  temps  le  côté  AB  au  même 
point  w"^  auquel  il  est  rencontré  par  la  troisième  tan- 
gente Pz. 

15.  Soient  de  plus  a,  et  b,  les  cercles  inscrits  aux  deux 
autres  triangles  BCO  et  CAO,  on  prouve  de  la  même  ma* 
nière  qu'ils  sont  touchés  respecliyement  des  droites  j^P,  zP, 
et  des  droites  sP,  xP.  Doocdu  point  \v^j  auquel  le  cercle  c, 
touche  le  côté  AB,  on  peut  mener  une  tangente  Pz  commune 
aux  quatre  cercles  a,  b,  a,,  6„  et  qui  touche  en  même  temps 
les  deux  premiers  à  leur  point  de  contact  commun. 

16.  Étant  donné  le  triangle  ABC,  si  Ton  cherche  les  trois 
cercles  a^b^c,  déterminés  de  manière  que  chacun  d'eux  touche 
les  deux  autres  et  en  même  temps  deux  des  cùlés  du  triangle 
ABC,  ou  partagera  en  premier  lieu  les  angles  A,  B»  G  en 
deux  parties  égales  au  moy^n  des  droites  AO,  BO,  GO  ;  après 
cela  étant  inscrits  aux  triangles  BCO,  GAO,  ABO  les  cercles 
^ti  ^.j  c,  dont  le  dernier  touche  AB  au  point  iv'^  si  l'on  mène 
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du  point  «tv''  une  tangente  an  cercle  a^  tëllement  ehotsie 
qti'el^c  touche  en  mémetenipsle  cercle  ^„  ce  qui  est  toujours 
possible ,  elle  touchera  aussi  deu\  des  cercles  cherchés  a  et  6, 
qui  sont  par  là  entièrement  déterminés.  Par  une  construc- 
tion semblable  on  trouve  le  troisième  cercle  c. 

La  construction  précédente  du  problème  de  Malfatti  est 
précisément  celle  ^ui  a  été  donnée  par  M.  Sleiner  à  l'en- 
droit cité. 

Kœnigsberg,  le  30  octobre  1832. 

Noit.  M.  Plûcker  a  donné  aussi  une  solution  sjnlhétiqot 
djeceproblcmeCCreZ/e^XI^p.  117, 1834}  et  même  une  solu- 
tion de  ce  problème  général,  résolu  d'abord  par  M.  Sleiner: 
étant  donnes  trois  cercles,  décrire  trois  nouveaux  cercles  dont 
chacun  touche  les  deux  autres  et  deux  des  (rois  cercles  donnés 
{Crelle^  XI,  p.  356).  Il  serait  à  désirer  que  M.  Fiock  Youlût 
bien  nous  faire  connaître  complètement  la  méthode  si  féconde 
du  symbolisme  et  des  coeflicients  indéterminés  appliqués  à  la 
géométrie  et  dont  M.  iMûcker  a  déduit  de  si  beaux  théqrèmea 
(roir  t.  III,  p.  147,  401,  573,  et  t.  V,  p.  60). 


VÉRIFICATION  ANALYTIQUE 

de  la  formule,  question  69.  (11.327). 


Professeiir  A  U  Fâcalti  4e  fi#rilun. 

I.  Soient  tf ,  ^ ,  c ,  trois  quantités  posltires ,  rangées  par 
ordre  dé  grandeur  (et  <  6  <  c).  Uéqualion 
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OÙ  le  signe  supérieur  est  pour  û"  +  A'>c*  ou  =  c* ,  et  rin- 
férieur  pour  a'  +  &"  <  c%  est  satisfaite  par 

abc  ^^^ 


(*) 


Les  quatre  radicaux  étant  pris  positivemetit. 
La  division  par  ^  réduit  la  première  équation  à  celle-ci  : 

Or  on  a  : . 

U=(a+ft+c)  (— a  +  6+c)  (a—b-\-c)  (a  +  6  — c)  = 

De  là  on  tire  : 

10    4 iL  =  (_L- 1=4 ^àcausede-  s=  -r— , 

de  même 

2*    h ---  =  (—2-^ )  s=4— .àeausede-  =  ^— -, 

*  a'6*      \       ac       /  a:*  a:        ac  ^ 

30    4 Z-s=/z_Z )  =4 r  à  cause  de  -  se:  2-—. 

a'b*      \       ab       I  X*  J!  .    aè 

Ces  valeurs  réduisent  Véquation  {a)  à  ccHc-cî  : 

a'6V""   6c  \      6c      y'*'  oc  \      ûc      /        ab\^      ab     y 
ce  qui  revient  à  : 

U»(X*(6'+c*-^*)-h6X«'+c*--6>c'(^"+**'-^)- 
N.B.  Pour a'+6'—c*=0îU=4^t'6%x=^,   V^J^II^JzO. 
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Le  troisième  terme  da  deuxième  membre  de  réqoatioa  (a) 
disparaît . 

II.  Qaand  les  trois  nombres  a^  by  c  peuvent  être  regardés 
comme  les  trois  côlés  d'un  triangle,  void  la  signiGcalion 
géométrique  de  Tcquation  (a).  Soit  x  le  rayon  du  cercle  cir* 
conscrit  au  triangle  ABC  et  0  le  centre.  t)n  a  . 

ABC  =  BOC+AOCdbAOB, 

selon  que  le  centre  est  intérieur  ou  extérieur  au  triangle. 


c 
AOB  devient  nul  pour  •z^= r • 


Or 


B0C==|\/^-j=|a|/4j:'-a%  A0C=j6ï/ï?=I' 

A0B=7cI/4jc'-c'î  ABC  =  lflôsinC;  sinC^i-; 
d'où  ABC  =  i  ^ ,  de  là  l'équation 

4a:       4  4  4 

qui  revient  à  l'équation  (a). 
Comme  on  a  aussi  : 

l^(a-i-6+c)  (— a+i+c)  (a-  b-k-c)  (/i+i— c) 
ABC= j^ , 

il  en  résulte  : 

abc 

Xz= 


y^a-hbic)  (~a+6fc)  (a— i+c)  (a-^b-^cY 
Ainsi  cette  valeur  do  x  satisfait  à  l'équation  (a). 

III.  L'équation  (b)  est  satisfaite  par  j:=  oo,  c'est  le  cas 
de  U=0  ^  is-f  ^=  ^*  I^  °'7  ^  P^s  triangle. 

L'équation  {b)  est  satisfaite  par  a  -f  ^  <  ^>  il  d'7  a  plus 
de  triangle  >  U  est  négatif,  et  x  imaginaire. 
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La  démonstration  algébrique  embrasse  tous  les  cas. 
Prouver  que  ^on  a  : 

4sinAsinB$inC  =  8in2A4-8in2B-f  sîû2C.       (c) 
qaand  A-4-B-{-G=:=2  quad. 
L'éqoalion  (c)  reyieot  à  Téqnation  (6), 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  46  (t.  I,  p,  517), 
Théorème  de  géométrie  mr  les  pyramideê. 

9AM  m.  CATAEOLM. 


De  Umtes  les  pyramides  ayant  même  angle  polyèdre^  au 
sommet  et  même  hauteur,  la  plus  petite  en  volume  a  pour  ceU' 
ire  de  gravité  de  sa  base  le  pied  de  sa  hauteur. 

La  base  est  déterminée  par  un  plan  tangent  à  ane  spbére 
ayant  pour  centre  le  sommet  de  la  pyramide,  et  pour  rayon 
la  hauteur,  que  nous  adopto^p  pour  unité. 

Prenons  le  sommet  pour  origine  des  coordonnées  rectan- 
gulaires ;  chaque  arête  sera  déterminée  par  les  angles  qu'elle 
forme  avec  les  trois  axes. 

Soient  x^jr^  s  les  coordonnées  du  point  où  le  plan  de  la 
base  touche  la  sphère,  nous  aurons  : 

a:«+y+s»  =  i,  (1) 

Soient  ensuite  «,,  ft,  7,  les  angles  que  forme,  ayce  les 
axes,  la  première  arête,  et  a:,,  y,^  z,  les  coordonnées  du 
point  où  cette  droite  perce  le  plan  tangent ,  nous  aurons 
encore  : 

^'n+^J'n+Z*.=  ii    -^  =  -^  =  -^=1       (2) 
•••'•'••  COSO,        COS?,        CO87,        /,       ^ 
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en  posaal  : 

/,  =  jTCos  a,+ycosf^,+z  tm%.  (S) 

•^o  J^o  'i  fioni  Ic/ooordoniiées  du  premier  sommet  de  la 
'  base,  et  il  est  facile  de  Toir  que  Z.  représenle  la  longtiear  dq 
Taréte  qui  répond  à  co  scmnel. 

On  aurait  des  équations  de  même  forme  pour  les  autres 
sommets. 

Projetons,  sur  le  plan  des  x^,  la  base  de  la  pyramide ,  et 
soit  2C  l'aire  de  cette  projection,  nous  aurons,  par  une  for- 
mule due  à  de  SfOiinv^lh  : 

Menons  9  de  l'origine  des  coordonnées ,  des  rayons  vecteurs 
9, ,  9^„,  aux  différents  sommets  du  polygone  situé  sur  le  plan 
dai^^^î  sQiepta.,  Q...,lea*iigte»fQrwé#  par  cendçoite^^Y^ 
la  partie  positive  de  l'axe  des  x ,  nous  aariHUi  « 

x,  =  ^,cos6„  j:,=:*.cosO,... 
y.=^,sinô.,  j'.=^.sinO....; 


donc 
et  comme 


j:.j^.— J^.J^.=^^aSin(ô.— ôj, 


a;=:/.sin7,,  a;=/,sin7,..., 

la  fonnule  (4)  devient  i 

2C = llX  sin7,  sinv.  sin(0, — 6,).  (5) 

Actuellement  l'angle  que  forme  la  base  de  la  pyramide  avec 
le  plan  des  j:^,  a  pour  cosinus  z  ^  donc,  en  représentant  par 
2P  Taire  de  cette  base , 

2P  =  Wsin  7.  sin7.  sin(e.  —  OJ.  (i) 

z 

Dans  cette  dernière  équatien ,  4  9  ^.>  ^s*-  sont  de^  fonctions  de 
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riables  t  d'ailleurs ,  comme  le  minimum  Au  yolqme  répond 
évidemmept  au  minimum,  de  la  base,  lai  question  est  ramenée 
j^.un  problème  de  calcul  différentiel. 

Posons  UJ^siny, 5107,  sin(6, — ôJ  =  F(x,y,  z);  en  différen- 
ciant la  formule  (6),  par  rapport  aux  trois  variables ,  et 
égalant  à  zéro  cette  dilRrentielle,  nous  aurons  : 

/dF         dF         dF    \ 

A  cause  de  l'équation  (1),  on  a  xdx-^ydy^zdissO;  dono 
l'équation  précédente  devient  : 

Actuellement  :r  et^  sont  des  variables  indépendantes ,  doBe 

Jemnltiplie  la  première  équation  par  ^,  la  seconde  par  «, 
et  je  retranche;  ce  qui  me  donne  simplement  : 

d?       dV  ^ 

Développons  cette  formule  ;  on  a  : 

^«/,g  +  /.g«/.CQ8«.+/.C0S-^-  +  /./J^.+*Jî 

le  premier  membre  de  Féquation  (7)  équivaut  donc  à 

j^2/./.siii7.iiny.rtâ(e.~ej.(x.+xO=^î^A8î«(<>.--«.).(^^^ 

^,^,sin(0,— e.)  est  le  double  du  triangle  ayant  pour  côtés 
les  deux  rayons  vecteurs  9,  et  ^,;  or.-j-j:,  est  le  double 
de  l'abscisse  du  milieu  de  sa  basei  appelons  ^.  l'aire  ^e  ce 
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trianglb  élémentaire ,  ct^.  l'abscisse  de^D  centre  de  graYîtè , 
nous  aurons  : 

2^.'^.sîn(ô,  -  e.).(x.+ x.)  =  ezi^,  =  12CX. 

En  désîg:nant  par  X  Tabscissc  du  centré  de  granité  de  fa 
base  y  Téqualion  (7)  devient  donc  : 

ainsi  les  coordonnées  du  point  de  contact  cherché  sont  pro- 
portionnelles à  celles  du  centre  de  gravité  de  la  base  :  ce  qai 
démontre  le  théorème.  (Août  1840.) 


THEOREMES 

les  polygones  inscrits  dans  une  conique  ^  et  solutions  des 
questions  1C8,  109  et  110.  (A^otr  p.  112.) 

PASL  K.  PAUXi  SBAaST, 

Élève  d'Aviipion. 


'  1.  Théorème  I.  Soient  deux  quadrilatères  ABCD,  abcd 
inscrits  dans  la  môme  conique  :  si  Ton  prend  successivement 
chaque  côlé  AB  du  premier  quadrilatère,  qu'on  cherche  les 

deux  points  de  rencontre  ÂB  '  où  y  AB'Tdiece  côté ,  avec 
le  côté  homologue  ab  et  son  opposé  cd  du  second  quadrila- 
tère, on  obtiendra  huit  points  de  rencontre,  qui  seront  si- 
tués sur  une  même  conique  H. 

Démonstration.  Prenons  les  deux  côtés  homologues  AB  et 
ab  pour  axes  des  j^  et  des  x. 

Soit    (1)    Ar"  +  B-^  +  Cx"+Dr+Ex+F  =  0, 
(*)  On  Oit  prié  de  Caire  let  figures. 
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réqnatiOD  de  la  conique.  Les  systèmes  des  droites  AD^BG  ; 
ad^  bc  seront  représentés  par  les  éqaations  suiTantos  : 

.(2)    V*+B^J^r  +  (7j:«+Dr  +  Fx+F=0.    [AD,BC]. 
W    Ay+B'V+Cx«+DV+Ex+F  =  0.    [ad,  bc\. 

Cela  ptsé,  retranchons  snccessivemeot  (3)  et  (3)de(l), 
nous  obtiendrons  ainsi  les  éqaations  des  droites  CD,  cd. 

CD,  (a);  (B—BV+(C-CV  +  E-F=0. 
cd,   (6)*;  (A-*^A'V+(B-B")a:+D-D"=:0. 

Betranchons  (3)  de  (2} ,  réqnalion  résultante  : 

(c)  (A«A' V*  +  (B'-B")  ry  +  (C-C)  x-+  (D-D")  y  + 
+  (E'-E)x=0; 

sera  satisfaite  par  les  coqpdonnécs  des  cinq  points,  ÂB  *  ôS; 

AÛ'ô?;  ÂD'6c;  BG'^;  BG'ic;  la  connue  qu'elle  re^ 
présente  passera  donc  par  ces  cinq  points.  Démontrons  de 
plus  que  cette  môate  conique  [ç)  passe  par  les  trois  points 

cD*c3;GD'âil,ciî'ÂB. 

1*  Elle  passe  par  CD  '  c3;  car  si  x  et  ^  désignent  spécia- 
lement dans  {a)  et  (b)  les  coordonnées  du  point  CD  *  ê? ,  en 
multipliant  (a)  par  x,  et  (6)  pârj^,  on  aura  les  deux  éga- 
Utés, 

.  (B— B')  xy  4-  (C— C)  J^  +  (E— EO  a:  =  0 , 

et  (A— A'V+  (B— B")xr  +  (D~D  V  =  0. 

Far  suite,  en  retranchant  la  première  de  la  seconde,  on  aura 
légalité 

(A-.A")y+(B'— B>y+(C'— C)x*+(D— D'V+(E'-E)  =  0, 
égalité  qui  n'est  autre  chose  que  l'équation  de  la  conique  (c) , 
dans  laquelle  x  Hy  sont  remplacés  par  les  coordonnées  du 

point  GD'c^;  donc,  etc.. 

2*  Elle  passe  par  ÂÛ  câ.  Faisant  en  etfet  a:  =  0,  dans  {b) 


Digitized 


by  Google 


-   S58  - 
et  (c) ,  on  arrive  dans  i'tiné  et  Tantre  é^oation,  Ii  la  relation 

3*^  Elle  passe  par  ôï'  CD.  Faisrtnt  de  inéme^±=T),  dans 
(a)  el  (c)  y  ou  arrivé  poar  lune  et  Taulre  équation  à  la  rela- 
tion (C— C  V  +  (E— E')  =  0. 

La  proposition  est  donc  démontrée* 

Conséqtiences. 

â.  Le  théorème  de  M.  Plucker,  qoi  fait  Tobjet  de  la  ques- 
tion 108  (tom.  Y,  p.  112),  n'est,  dans  le  cas  généraly  qu'eût 
conséquence  du  théorème  précédent ,  et  même  qu'une  con- 
séquence restreinte.  On  peut  en  effet  énoncer  généraktMnt 
le  théorème  suivant  ; 

ThAoréme  II.  Soient  ^ux  quadrilatères  ABGD ,  abcd  in- 
scrits dans  la  môme  conique. 

Si  les  trois  points  AB' ab^hC  bCfiJ}'  cdj  sont  snr  une 

même  droite  XY.  Généralement:  i*  le  point  AU' ad  iera 
sur  la  môme  droite  XY  ;  2""  les  quatre  points 

ÂB'c3,  BC'â3,  CÏÏ'ôî,  AD'ÏJc, 
seiDnt  snr  nne  seconde  droite  xjr. 

Démonstration.  Dans  le  cas  ordinaire,  les  huit  points  sont 
sur  une  môme  conique;  donc,  comme  une  conique  ne  peut 
être  coupée  en  plus  de  deux  points  par  une  droite,  et  (rois  de 
CCS  points  soht  snr  line  même  droite  XY,  la  conique,  Utn- 
des  huit  points,  sera  remplacée  par  un  système  dé  deux 
droites  XY,  ary.  Donc ,  déjà,  les  huit  points  seront  répartis 
sur  deux  droites. 

Or ,  1*  je  dis  que  dans  le  cas  général,  À5*  ad  sera  sur  la 

droite  XY ,  qui  contient  déjà  les  trois  points  AB  '  ofr,  BG  '  6c, 

CD'^. 
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1d  eflbl,  dans  le  ea^  ^nèral,  âucan  de^  ti^ois  potnts 
ÂB  '  C€?,  BG  '  ^,  cb'âùy  ne  se  trouve  ?ar  XY  ;  car  si,  par 
exemple,  ÂB ' cd  était  saf  XT ,  eomme  ÏÏI  "  ba  s'y  trouve 
déjà ,  il  ne  pourrait  arriver  que  deut  choses  :  1^  ou  bien  ab 
et  cd  rencontreraient  la  droite  AB  en  deux  points  différents, 
et  alors  la  droite  ÂB  serait  la  droite  XT  cllc-roéoiey  ce  qui 
est  un  tas  très-particulier,  et  que  l'on  doit  môme  rejeter , 
car  alors  la  droite  bc  passerait  par  le  point  B ,  ce  qui  amè- 
nerait ou  une  absurdité ,  ou  l'hypothèse  que  les  deux  qua- 
drllatëi^os  auraient  un  sommet  commun)  2^  ou  bien  ab  et  cd 
se  retHQontreraient  au  même  point  de  AB,  c'est-à-dire  au 
point  O,  ce  qui  est  encore  ua  cas  particulier. 

Ainsi  donc  généralement  les  trois  points  AB  *  c^,  Bè'  ad, 
OÙ  '  ab  sont  sui*  xy  ;  et  Je  dis  que  AD  '  aJ  ne  saurait  élre  sur 
:qr»  Car ,  comme  BC  '  ad  est  déjà  sur  cette  droite ,  on  retom- 
b^jtit  dans  les  cas  particuliers  de  tout  à  Theure.  De  même 

AD  '  bc  ne  peut  être  sur  XY.  Donc  enGn,  généralement,  etc.. 
Note.  J'ai  cherché  à  déduire  directement  des  considéra- 
tions précédentes,  les  modifications  que  peut  subir  le  théo^ 
rëme  dans  les  caâ  particuliers  qui  peuvent  sis  présenter ,  je 
n'y  ai  pas  réussi.  Dans  ce  qui  suit ,  je  supposerai  le  théorème 
de  M.  Plûcker,  démontré  pour  tous  les  cas. 

€énéraK$ation  du  théorème  de  M.  Plûcker. 

3.  Théorè3se  III.  Soient  deux  polygones  ABCD KL , 

âbûd kl  dun  nombre  pair  2n  de  côtés,  inscrits  à  la 

taiéméa^oniquè  y  les  côtés  homologues  AB,^^....  donnent  2n 
{lointà  d*interseclion;  si  2/t —  1  de  ces  points  sont  snr  une 
iuéihe  dfoitc  XY ,  le  point  restant  sera  sur  la  même  droite. 

Soit  éu  eflbt  le  théotèihe  vrai  pour  les  t)olygones  de  quatre 
el  de  â/i  o6téa,  je  dis  qu'il  mra  vrai  atissi  flour  les  polygones 
de  S(n  +  1)  côtés. 
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Soient  en  ellctABCD....HKLMN,  abcd...Mlmn^  deux 
polygones  inscrits  de  2n-f-2c6(é$;  menons  les  diagonales 

AL,  al.  Par  hypothèse  les  arr«-|- 1  points  AB  '  âS,  CU  '  cJ^... 

h^'hkyKLTl'.ÎM'Tm,  US  '  m«  son  t  sur  une  droite  X  Y; 

et  il  faut  prouver  que  AN  '  an  est  aussi  sur  XY. 

Or  les  diagonales  AL  ^  al  décomposent  chaque  polygone 
total  en  un  quadrilatère ,  et  un  polygonoide  2n  cdlés  inscrili 
l'un  et  Taulre.  » 

Dans  les  deux  polygones  de  2n  côlés  ABCD HEL, 

abcd hkl^  par  hypothèse  les  2a— 1  pointa  AB'afr, 

BC'b^ UR'Û,KL'I/ sont  sur  XY;  donc  ÂLr/  est 

snrXY. 
Dans  les  deux  quadrilatères  ALMN,  almn ,  les  deux  points 

IM  '7m,  MN  *  mn  sont  SUT  XY$  mais  AL  *  a/  est  sur  XY  ; 

donc  lo  théorème  étant  vrai  pour  les  quadrilatères»  AS 'an 
sera  aussi  sur  XY. 

Donct  le  théorème  étant  vrai  pour  les  quadrilatères,  le 
sera  pour  les  hexagones,  les  octogones^  etc.,  c'esl-à-dire 
pour  tons  les  polygones  inscrits  d'un  nombre  pair  de  oOtés. 

Corollaire  L  Pour  un  système  de  deux  polygones  inscrits 
dans  la  mémo  conique  d'un  nombre  impair  quelconque, 
2it-|- 1 ,  de  cùlés  on  aura  un  théorème  analogue  à  celui  du 


S<),  en  prenant  pour  2/*+ 2**"*'  c6lé,  les  tangentes  et  des 
sommets  homologues.  Ainsi,  soient  ABG....UKL,afrc..../iA/ 
deux  polygones  inscrits  de  2/i  + 1  côtés,  désignons  mir  TA 
et  la  les  tangentes  aux  points  A  et  a;  si  les  2/i+l  points  de 
concours  des  côtés  homologues  dcstlélix  polygones ,  sont  sur 

une  même  droite  XY ,  le  point  'i*A  '  ta  sera  sur  Xï  ;  de  même 

TB  '  tb  sera  sur  XY ,  et  ainsi  de  suite  ;  on  a  donc  ce  théo- 
rème : 
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Th^b^mb:  Soient  deux  polygones  ABC... KL,  abc... M 
de  2/1  +  1  côlés  inscrils  à  la  même  conique  ;  si  les  2/i-j-l 
points  do  concours  des  côtés  homologues  sont  sur  une  même 
droite  Xï,  les  â/t  -fl  points  de  concours  des  tangentes  me- 
nées par  les  sommets  homologues  seront  sur  la  même  droite 
Xï. 

Corollaire  IL  Par  la  théorie  des  polygones  polaires  réci- 
proques, on  arrive  à  on  théorème  général  pour  les  polygones 
circonscrits  aux  coniques ,  analogue  au  théorème  généralisé 
de  M.  Plûcker,  et  que  j'énoncerai  pour  deux  quadrilatères. 

THÉOHikE  ly.  Soient  ABCD,  abcd  deux  quadrilatères  cir- 
conscrits à  la  même  conique,  si  les  trois  droites  Aa,  B&,  Ce 
se  coupent  en  un  même  point  O,  la  droite  D^  passera  aussi 
par  ce  point. 

Corollaire  III .  Le  théorème  généralisé  de  M.  Plticker, 
énoncé  sous  une  autre  forme ,  donne  un  théorème  qui  n'est 
autre  que  celui  de  M.  Finck.  (Question  53),  dans  lequel  on 
remplace  le  système  des  n  droites  concourantes ,  par  uno 
conique,  théorème  que  voici  : 

TiitoRÉiiB  y.  Soient  2/t^l  points  X, ,  X,....X2]i^t  sur  la 
même  droite;  soient  pris  un  nombre  quelconque  de  points 
A,,  B,,  C,....  sur  une  conique  située  dans  le  même  plan  que 
la  droite;  en  les  joignant  au  point  X,,  les  droites  résultantes 
coupent  la  conique  en  de  nouveaux  points  A,,  B,,  G....,  qui 
joints  eux-mêmes  au  point  X.,  donnent  des  droites  qui  déter- 
minent sur  la  conique  de  nouveaux  points  A,,  B„  C,...^  et  ainsi 
de  suite.  Çoient  ainsi  Aan^  Bi^n)  Can...  les  points  déterminés 
sur  la  conique  par  les  droites  joignant  le  point  Xan^t  aux 
points  Aan-iyB^».!,  C2ii-i....i  les  droites  A.Aa»,  B.Bjm, 
C.C21»....  concourront  en  un  même  point  Xan,  situé  sur  la 
droite  X,X2i»-i. 

Pour  démontrer  la  proposition ,  il  sulBt  de  considérer  les 

Ami.  Di  )1ati<«.  VI.  ^ 
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polygones  de  in  côtés  inscrits  dans  la  mémécôniqûè  Â.Â,A,... 
A2i»*iA2ii,  et  B.B.Bj...  B^n— iB^n. 
Par  hypothèse,  les  2/i — 1  points  A,A/  li.B,,  A, A3'  B,B,... 


A2i^tA2fi*  Bin.iB2»  ',  ou  ce  qui  revient  an  même,  les  points 
X, ,  X,...  X211— 1^  sont  sur  une  même  droite ,  donc,  d'après 
le  théorème  généralisé,  le  point  restant  A, Ain' B.B2»,  sera 
aussi  sur  la  droite  X.X2n~i  ;  ou  en  d'autres  termes,  les  droites 
A,A2i»9  B,B2ii  concourront  en  un  même  point  de  la  droite 
3^,.  ...X2ii^i\  Il  est  d'ailleurs  évident  qu'il  suiBt  de  considérer 
le  cas  Ofi  Ton  prend  deux  points  A, ,  B,  sur  la  conique. 

4.  De  la  combinaison  du  théorème  généralisé  de  M.  Plûcker, 
avec  le  théorème  de  Pascal  sur  Thexagone  inscrit ,  se  déduit 
une  démonstration  très-simple  de  la  question  109,  la  ques- 
tion 110  se  déduisant  elle-même  de  cette  dernière.  Yoici 
renoncé  de  celte  question. 

Théorème  VI.  Soit  un  polygone  de  4/7i-f  2  côtés  inscrit  à 
une  conique  j  les  côtés  opposés  donnent  2//»-f-l  points  de 
rencontre  y  si  2ni  de  ces  points  sont  sur  une  même  droite, 
le  point  restant  sera  aussi  sur  cette  droite. 

Ce  théorème  est  comme  on  voit  une  généralisatiotf  de  cdûi 
de  Pascal. 

Démonstration.  Soit  pris  pai^  exemjf^îe  fin  polygone  de  dix 

côtés  ABCflE  abcde-^  les  quatre  points  ÂB'JJ,  fiC'ïc, 

CD' cdy  hE'de sontsurunemêmedroiteXïjlepointEa' Ae 
sera  aussi  sur  XY. 

Menons  les  diagonales  Ac,  aÇ. 

Nous  décomposons  ainsi  le  décagone  en  un  hexagone 
ABGa&c,  et  les  deux  quadrilatères  opposés  Acde ,  aCDE. 

Par  hypothèse  AB'oF,  BC '^  sont  deux  points  sur  XY, 
donc  le  point  Ac  '  Ca  est  aussi  sur  XY. 

GonsidéroDS  les  deux  quadrilatères ,  et  apjrtiqfuous  le  IMo- 
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rème  deM.  Plûcker,  les  trois  points  Ac  *  oC  ,c3  '  OD ,  3e  '  DE 

soQt  sur  XY,  donc  Ae  '  oË  est anssi  sar XY. 

Maintenant  supposons  qu'au  lieu  d'élre  des  quadrilatères, 
les  Ggures  opposées  aCDE,  Acde  soient  des  polygones  d'un 
nombre  pair  quelconque  décotes  aCDE...,KL,  Aodc.Mj 
le  théorème  de  M.  Plûckcr  servira  pour  ces  polygones, 
c'est-à-dire  que^  puisque  par  hypothèse  CD'  cd,  DE' de,.,. 
KL  '  kl  sont  sur  la  droite  XY,  que  d'ailleurs  Ac  '  Ca  est  aussi 
sur  XY ,  le  point  A/  '  aL  sera  au^i  sur  XY.  Mais  alors  le  po- 
lygone ABC....KLabc,..M  aura  4+4/»— 2=4/»+2  cùlés. 
Le  théorème  est  donc  démontré. 

Corollaire.  Par  la  théorie  des  polygones  polaires  réci- 
proques» on  déduira  sans  peine  du  théorème  précédent  la 
démonstration  de  la  question  110,  ou  du  théorème  suivant. 

Théorème  YIL  Soit  un  polygone  de  4m-f~  2  côtés  circon- 
scrit à  une  conique,  les  droites  qui  joignent  les  sommets  op- 
posés forment  2m -{-i  diagonales;  si  2/7i  d'entre  elles  se 
coupent  au  même  point ,  la  diagonale  restante  passera  aussi 
yar  le  même  point. 

5.  Scholie,  Tous  les  théorèmes  précédents  sont  applicables 
aux  polygones  inscrits  on  circonscrits  aux  lignes  cono-sphé* 
riques ,  ainsi  que  nous  le  verrons  dans  un  prochain  article 
sur  la  démonstration  des  questions  116  et  117,  relatives  à 
ces  lignes. 


QUESTION  160  (t.  VI,  p.  271). 


»Aa  X.  JUI.Bt  BKOUT] 

èlère  da  collège  de  VersûHes. 


1*  Soient  2p  le  paramètre  d'une  parabole,  r,  r^les  rayons 
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yectears  menés  da  foyer  aux  extrémités  de  la  corde  nor- 
male à  la  courbe  aa  point  correspondante  r,  on  a  la  relation 

H]H]=HT- 

2""  flc  étant  Tangle  de  la  normale  avec  Taxe  de  la  parabole 
S^  d  étant  la  distance  do  fojer  à  la  normale.- 


.-f-0. 


(Georges  Ritt.) 


SolfiHm  i.x'^y  étant  les  coordonnées  dn  point  corres- 
pondant à  r,  réqaalion  de  la  normale  en  ce  point  est 

P 
Les  abscisses  x',  x^  des  points  d'intersection  de  la  normale 
avec  la  conrbe  ^  sont  données  par  Téqaation 

^y^^ix-x')J=2px, 

dans  laquelle  les'prodoitdes  racines 

2fx"={p+jfy; 
or 

r  =  :r/+|;     '^  =  *"  +  f,- 

H)  ("-!)= H)* 

2.  Vaprèi  l'équafion  (1) 

p  P+y      P-^^       2r 


donc 
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8.  Le  carré  de  la  distance  du  foyer  i  la  nomule, 

est,  d'après  iine  formule  connue, 


QUESTION  158  (t.  VI,  p.  371). 


WÂM  X.  «nai^xoirTnn« 

él4ved«  collège  dé  YtiMlUM. 


Sifg*^±l/^,  onauraaossî/^(<«+6)=rb(/!^, 
quelle  que  soit  la  valeur  réelle  on  imaginaire  de  tgb. 

Posons  tgb  =ia+^  |/~  i  «,  p  pouvant  être  nuls,  posf- 
tifs  on  négatifo  t 

Le  module  de  celte  expression  étant  Vanité,  nous  poserons 

1±PIP«\/—  1 

«+{p±l)k=7=(i±p)cosrHiDK<±P)^^:p«coifV/^d^ 
ce  qni  reyient  aux  deux  équalions  : 

a  «s  (1  ±  p)  cos<p  ±:  a  sin<p , 
p±  1  =  (1  zfc  P)  siuf  qF«eos«p. 
En  éliminant  sln^ ,  il  vient  cos^  «  0;  donc 
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et  par  sait^ 

sin  <p  =  d=  1  ; 
dooc  enfin 


QUESTION  159  (t.  VI,  p.  271). 
PAR  K.  «UU8  mojnimwL, 

éléfe  da  collège  de  Yenaillef. 


Si^  par  le  foyer  d'une  conique,  on  conçoit  analytiquement 
deux  tangentes  à  la  conique,  les  cocflBcients  angulaires  de 
CCS  tangentes  par  rapport  aune  droite  quelconque  prise  pour 
axes ,  sont  représentés  par  zî=  v/—  i ,  les  axes  étant  reclan* 
gulaires.  Soit,  par  exemple»  une  ellipse 

l'équation  générale  des  tangentes  à  celte  courbe  est 


^  =  «jr  +  V/âV+7, 
pour  la  tangente  passant  au  foyer 

ou?+V/aV  +  6'=o, 
d'où 

Soit  maintenant  une  droite  j^  r=  ^x  +  ^,  si  Y  est  rangle 
qu'elle  forme  avec  les  tangentes  passant  par  le  foyer 


et  d'après  le  théorème  précédent 

i^V  =  =tV/^.  C.Q.F.D. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  149. 

PAA  K.  BX  FB&BiOllIZi , 

élére  do  collège  de  la  Flèche. 


(i)  ûy+6V  =  a*6%  étant  l'équation  de  la  courbe;  «,  p 
les  coordonnées  du  point  de  concours  des  quatre  normales , 
les  quatre  points  donnés  sont  situés  sur  la  courbe 

(2)  c'xr— a  V  +  b'?^  =  ^• 

Éliminons^  entre  (1)  et  (2). 

(A)  c*j:*— 2a'c'ax5+a'(aV+ô'p'— c4)x«+2a<c'ax— a«a*=0* 
Soit  (3)  {y^qy+  (J^— />)'  =  '•%  le  cercle  qui  passe  par 

trois  points  quelconque  des  points  donnés.  Eliminons  y  entre 
(1)et(3). 

(B)  c*x*— 4aV>a:3+2a"(2a>'+2i'y'+RV)  j:*—  4a4R>x+ 

Dans  cette  dernière  équation 

Il  reste  à  démontrer  que  pour  des  valeurs  convenables  de 
p^q  ei^j  les  équations  (A)  et  (B)  ont  les  mômes  racines  au 
signe  près  de  Tune  d'elles.  Supposons  donc  que/?,  q^  R  soient 
des  valeurs  réellement  capables  de  remplir  ces  conditions. 
Ajoutons  (A)  et  (B),  les  derniers  termes  se  détruiront,  et  Ton 
pourra  diviser  par  x. 

+  2a*(c*«— 2R»=0. 
Betrancbons  (^}  de  (A) ,  nous  aurons  une  ^jç^uatjon  qui 
devra  être  idantj<|ue  avec  |a  précédent^. 
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Les  cquatiODS  de  coodition  d'idcnlilé  seront,  en  y  joi- 
gnant celle  qui  indique  que  les  derniers  termes  do  A  et  de  B 
sont  de  signes  contraires  t 

(1)  ♦ay+4t*î'+2c*R*-(tf'a'+6'P— cO=  2«'(*/-0>. 

(2)  4ay+46y +2c'R'+(a«a'  +  6'P-c<)  =  ^^(^^^^^>^ 

(3)  .  .  .  .  2a'(2R>-c««)  (?;;-«)  =  c'(R*—4iY+aV), 
(4) R*=46V+ûV. 

Je  dis  qu'cflcctivement  (1)  est  conséquence  des  trois  antres. 
Substituant  R*  tirée  de  (I)  dans  le  second  membre  de  1*6- 
quation  (3),  et  réduisant,  il  vient  :  R'(2/?— >)  =  c'k. 

Substituant  dans  le  second  membre  de  l'équation  (2) ,  il  de- 
vient : 

[2c*+2(R*+0]-^   ou    RX2c*+2R*+20. 

Par  conséquent  l'équation  (2)  devient,  en  remplaçant  R^  : 
2aV+2.4i^V  +  2RV=4ay+4iy+(aV  +  iT  — ^^); 

on  bien ,  ajoutant  ^a^p*  aux  deux  membres^ 
4ay  +  4iV+2c'R"— (aV+fty  -  c«)  =2tf'  (V— «"). 

Résultat  parfaitement  identique  avec  (f  ). 


ANNONCE. 


L'arithmétique  de  M.  Lionnet  et  celle  de  M.  Guilmin 
Tiennent  do  paraître.  On  en  rendra  compte. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  150. 

PAR  K.  »B  9WWLOVlL\ 

élève  do  collège  de  la  Flèche» 


Soient  p  et  jf  les  coordonnées  da  point  a;  sa  polaire  anra 
ponr  équation 

(1)   A>^  +  BV— A'B'asO; 
la  droite  qui  joint  les  pieds  des  coordonnées  du  point  a 
diamélralement  opposé ,  sera 

(2)     qjr+px+pq=0. 
Mnlliplions  ces  éqnalions  Tune  par  l'antre  »  nons  aurons  un 
lieu  qui  contiendra  les  quatre  points  byC^b^d^  savoir  : 

/;i7(Ay+B'x"--A'B')+(Ay5-A'B'î)j^+B>{î*-.A')x==0. 
La  combinaison  de  cette  équation  ayec  celle  de  Tellipse , 
donnera  un  lieu  passant  encore  par  les  quatre  points  6 ,  c, 
b\</. 

Or,  en  vertu  de  Féquation  Ay +BV— A'B*=r o, 
Téquation  précédente  se  réduit  à 

(2)    (Ay+BY)^j^+A«î(/,«-B-)r+B'/^(g«~A*)x==0, 
qu'on  peut  rendre  identique  avec 

(A' — V)xy  +  BV  —  A«px  =  o'; 
or  l'intersection  de  ce  lieu  avec  Tellipse  donne  quatre  points, 
on  les  normales  concourent  au  point  [«,  P]»  donc  aussi  les 
quatre  points  d*inlerscction  de  l'hyperbole  (2;  jouissent  de  la 
même  propriété.  D'ailleurs  les  conditions  d'identité,  savoir  : 

A'p    „(A'— y*)B>         B'g  (f*-B')A'g 

A*— B*  ""  Ay  +  By  '    A*— F  "^  Ay  +  BY 

donnent  immédiatement  les  coordonnées  «,  p  du  point  de 
concours. 
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SOLUTION  DES  QUESTIONS  U9  (p.  241),  163  (p.  272) 
etl64i;p/328)/'    * 


èléfe  du  collège  LonU  le  Grand. 

!..  I  '  ■    j 


Je  m'appuierai  sur  ce  théorème  bieo  oonna  : 

«  &i  quatre  points  d'ane  ellipse  sont  snr  an  même  cercle, 
les  côtés  opposés  da  quadrilatère  qu'ils  forment  sont  égale- 
ment inclinés  sur  les  axes.  »  La  réciproque  est  vraie,  (royex 
Géométrie  de  Bobi)ier,  lignes  courbes,  première  secUoQ, 
prop,  6.) 

Je  vais  en  effet  [prouver  que  les  droites  AB  e(  C3)  sonf  en 
lement  inclinées  sur  les  axes,  toutefois  après  avoir  établi 
quelques  lemmes  préliminaires. 

I.  Équations  donnant  les  coordonnées  des  pieds  des  nor- 
males. 

Les  résultats  de  l'élimination  de  x,  puis  de  r  entre  les 
deux  équations  ay  -f  ô'j:'  =  a*b\  *'px—  a'a^-|-c'jy =0, 
sont: 

'  •  •  'f 

résultats  qui  mettent  en  évidence  |a  ((ernière  partie  des  pro- 
priétés énoncées  (Question  163).  La  première  (mrtie  esf  mije 
en  évidence  par  l'équation  b*^x  —  c^xy-^^e^xy  =  Q  ;  car  de 
ces  équalions  on  tire  que  les  coordonnées  du  centre  des 
moyennes  distances  sont 
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D'aflkonoenes  da  cen^  de  l'hyperbole  éqailatère  sont 
--;|,^,  etc.,  etc. 

II.  Coefficient  angulaire  d'one  corde  de  l'hyperbole  éqoi- 
latëre. 

{jify)  {j^y)  étant  les  extrémités  de  cette  corde ,  le  coeffi- 
cient est 

b'^x'x"' 

Si  les  points  sont  des  pieds  de  normales ,  on  a  la  relation 

—  b*  x' +  x'  _  a*ayy 
«'  y-^y'~  b'^xx"' 

III.  ActaeUement  soient  (j/,V)  (x""/')  UV.)  U.VJ 
les  pieds  des  normales ,  il  s'agit  de  prouver  que  les  coeffi- 
cients de  AB  et  CD  sont  égaux  et  de  signes  contraires,  et  qae 


feV+x")^      b*(x.  +  x,) 


'  OU  '  


y+y     y -y: 

or 

"â'O'.-f-J'J' 
fl  reste  donc  à  prouver  qu'on  a 

y + j/'  _  .»•  (r.  -t-rJ  ,„  ftV+  J=")  _ j^.  +  r. 

y  -\-y  ~  ft*  (j:.+ -rj    «•(/ +/')  ~  X.+ x.' 

Mais  la  relation  n*  II  permet  de  substituer  à  chacun  des  deux 
membres  les  suivants  : 

en  sorte  que  définitivement  la  démonstration  du  théorème 
dépend  de  cdle  de  l'égalité  : 
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Or  a^oL^yy^^  =  6«^'x,x.j/a/',  qai  est  rendue  éTidente 
par  ce  qoi  a  élé  indiqué  au  n^  I. 


SUR  LES  BRANCHES  INFINIES  DES  COURBES  ALGËBRIQUES  (*). 


9AM  M.  mMXLLmooxmT, 

•noiw  éléT«  de  l'ISooto  Mimait. 


On  sait  que 

l»  Le  cœiRcient  an^Iaire  de  tout  rayon  vecteur  infini 
mené  par  Torigine,  doit  élre  racine  de  Féqualion  F(c)sO| 
obtenue  en  remplaçant  x  par  1,  j^  par  c  dans  les  termes  du 
plus  haut  degré  de  réquation  de  la  courbe  en  la  mettant 
sons  la  forme 

2^  SU  une  racine  y  de  Vcqualion  F(c)  =:0  correspond  une 
branche  infinie  hyperbolique  et  parabolique ,  sa  tangente  i 
rinfini  a  pour  cofficicnt  angulaire  cette  même  racine. 

3®  Si  ^  s=  6  est  asymptote  à  une  branche  infinie,  x*  manque 
dans  l'équation  et  la  plus  haute  puissance  x^  est  multipliée 
par  une  fonction  dc^  s'annulant  pour^=&  et  par  suite  de 
la  forme  (r-'^)M^)»  c'est-à*diro  que  Téquation  a  la 
forme 

Il  s'agit  de  démontrer  les  trois  ihéorèmes  suivants ,  dont  le 

troisième  est  évidemment  une  conséquence  des  deux  autres  s 

Théoremb  I.  Le  nombre  total  de  branches  infinies  parallèle 

OVoirp«8»aiT. 
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d  une  mime  Urectian  e$i  pair  pour  Umte  courbe  repréeentéepar 
une  équation  entière  et  rationnelle. 

THÉOfttes  II.  Lu  branchée  hyperboliquee  eont  en  nombre 
pair. 

THÉoRiMB  III.  Le$  branches  paraboliquei  toni  en  nombre 
pair. 

I.  Soit  prise  pour  axe  des  x  la  direction  da  rayon  yectenr 
Hifini ,  F(c)  asO  a  nne  racine  nulle  et  est  de  la  forme  e^iic) , 
oua  donc  : 

O  rrstflx^jr)  sss  ar*c'Tc(c)  +  «ÎC**^-  •  •  • 

On  peut  todjoars  supposer  q  impair  :  en  effet,  si  q  élait 
pair,  on  pourrait  molliplicr  tonte  Féqualion  par  ^,  ou  son 
égal  cxy  d*où 

et  comme  Taie  de  x,  ainsi  introduit  dans  le  lien  géométrique» 
représente  deux  branches  inflnies ,  il  est  clair  que  la  dé- 
monstration n*est  pas  altérée. 

Soit  donc  q  impair.  Si,  donnant  i  c  des  yaleurs  détcrmi* 
nées  —  A,  -f  ^*>  Aussi  petites  qu'on  veut,  on  Tait  croître  x 
à  partir  d'une  yalcur  finie ,  les  deux  premiers  termes 
x*A'it(A),  — x*/i'ir(— /i)  donnent  leurs  signes  aux  développe- 
ments correspondants.  On  voit  ainsi  qu'il  y  a  un  nombre  im- 
pair débranches  infinies  entre  les  deux  concourantes^=— A, 
j^sn-f /<,  et  comme  ce  qu*on  dit  pour  x  positif  peut  se  répéter 
pour  X  négatif,  le  théorème  I  est  démontré. 

II.  Soit  maintenant  pris  pour  axe  des  x  une  asymptote. 
L'équation  est  de  la  forme 

On  peut  toujours,  comme  plus  haut,  supposer  q  impair,  et 
delà  même  manière  op  démontrera  qae  tant  an-dessus  qu'au- 
dessous  de  Taxe  des  x  il  y  a  un  nombre  impair  de  branches 
infinies  comprises  entre  deux  parallèles  xs  ^A,  x=-|-à  ; 


Digitized 


by  Google 


par  conséquent  un  nombre  pair  de  branchés  ayani  ahe  asymp- 
tote commune. 

l>onc  le  nombre  de  branches  ayant  leur  asymptote  paral- 
lèle est  pair,  ce  qui  démontre  le  théorème  IL 

Remarque,  Il  a  été  démontré  qne  toute  asymptote  rectiligne 
est  asymptote  à  au  moins  deux  branches. 

On  ¥oit  de  plus  que  si  les  deux  nombres  dç  branches  in- 
Gnies,  ayant  Tune  un  sens  et  l'autre  le  sens  contraire,  ne 
sont  pas  égaux ,  la  différence  est  un  nombre  pair. 

Scholie  générale  sur  les  branches  infinies  des  courbes. 

Elle  se  résume  en  celte  proposition,  qui  n'a  besoin  d'ancooe 
démonstration  spéciale  : 

Soit  F(/,i<]=0  l'équation  d'une  courbe  rapportée  à  des  coor- 
données tyiiy  assujettie  seulement  à  la  condition  que  le  point 
délermiiiépar  ^,ttpasseàrin(ini  dès  qu'une  au  moins  des  coor- 
données prend  elle-même  une  valeur  inûnie.  —  Si  la  courbe 
donnée  par  l'équation  en  coordonnées rectilignes  F(x,^}  =^0  a 
une  branche  infinie  qui  ait  pour  asymptote  la  droite^=:cx+^, 
la  courbe  F(/,u) =0  a  une  branche  infinie  qui  a  pour  asymp- 
tote la  ligne  uz=ct-\-d. 

Si  ^=w,  u=p,  on  a  le  système  polaire  ordinaire,  et  à 
chaque  asymptote  recliligne  j^=ca:-J-^  correspond  la  sj^irale 
asymptotique  |)=c«4-ûÎ. 

PROBLÈME  155  (p.  243). 
PAA  K.  HUBT  (CBAHUBS-AirOUflTX}, 

Supposons  le  problème  résolu.  Menons  ËB,  HC,  BE 
(fig.  5â) ,  la  tangente  HG  axe  radicat  de  E  et  B ,  et  HP  axe 
radical  de  E  et  C ,  soit  b  le  rayon  de  B ,  c  celui  dé  G,  et  x  celui 
de  £.  Nous  aurons  : 
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Ajoatant,  il  tient  : 

HC'  — Bff=c^— 6% 

quantilé  conslante  ;  te  point  H  sera  dans  l'inlersection  de 
deax  lieux  géométriques  dont  rqa  est  le  cercle ,  et  Tautre 
une  droite  Tacite  à  construire.  H  étant  connu,  on  mènera 
HG  tangente  à  é.  Puis  menant  BG,  le  point  de  rencontre  E  de 
cette  droite  avec  A,  sera  te  centre  cherché. 

Noie,  M.  Moutier  de  Versailles  résout  le  même  proUème» 
en  remarquant  de  suite  que 'H  est  le  centre  radical  des  trois 
cercles  B,  E,  C  ;  la  solution  est  immédiate  ;  il  y  en  a  huii. 

DÉMONSTRATION 
du  Théorème  de  M.  Serret  (Question  146,  p.  216). 

9ASL  K.  OBSZAV  BOmBX, 

Répélitear  à  TÉcoIe  polytechnique. 

L'équation  du  paraboteïde  hyperbolique  étant 

les  ligues  de  courbure  seront  représentées  par  la  double 
équation  différentielle 

Oè,  otf  (irè  àîsèmeni  de  cette  èqaalion 


oxiintégttiÉt 

X  V^r^±yVrfP  =  const., 
c'est-à-dire       

J/P+T' ±:  ky -h  •• = coBrt.  j 
ce  qui  proaye  la  propoeition. 
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Note.  Voir  p.  268  ;  c'est  i  tort  qae  nous  avons  mis  coi 
particulier^  carie  théorème  n'a  lica  qoc  pour  ce  cas ,  comme 
on  pcat  le  voir  dans  le  mémoire  de  M.  Serret  {Journal  de 
mathématiques,  Xll,  p.  248,  1847). 

PROBLÈiYlE  DU  GRAND  CONCOURS  DE  1847. 
TATL  m.  j.  momtMLy 

candidat  admiaiible  à  l'Écola  normale. 

Fig.  55.  Dans  un  triangle  quelconque  PQR,  on  joint  denx 
i  deux  les  milieux  des  côtés;  on  forme  ainsi  un  nouveau 
triangle  ABC  ;  puis,  par  chacun  des  sommets  de  ce  triangle 
on  même  des  tangentes  à  la  circonférence  inscrite  dans  le 
triangle  donné  PQR. 

Ces  tangentes  rencontrent  les  côtés  opposés  du  triangle 
ABC  en  trois  points  a^  by  c,  qui  sont  toujours  en  ligne  droite. 

Démonstraiion. 

Projetons  la  figure  do  telle  sorte  qae  le  cercle  demeure  un 
cercle,  et  que  les  deux  points  a,  b  soient  transportés  à  Tin- 
fini.  (La  théorie  de  la  perspective  montre  que  cela  est  tou- 
jours possible  de  deux  manières.) 

La  droite  Aa  devient  alors  parallèle  à  Bc,  par  suite  se  con- 
fond avec  PQ.  De  môme  B&  se  confond  avec  PR ,  et  les  mi- 
lieux des  côtés  PQ,  PR  devenant  des  points  de  contact,  il  en 
résulte  que  PA  =  PB  ;  le  triangle  circonscrit  est  équilatéraL 

Or,  dans  le  cas  du  triangle  équilatéral,  le  Ihéorèoie  est 
évident ,  car  les  trois  points  de  concours  sont  à  Tinfini  ;  doac 
le  théorème  subsiste  pour  un  triangle  quelconque. 

De  plus,  une  section  conique  peut  être  considérée  comme 
la  projection  d'un  cercle  $  donc  le  théorème  s'étend  aux  sec- 
tions coniques. 

Nota.  Dans  le  prochain  numéro  nous  dosnerons  la  com- 
position couronnée.  .  ^  , 
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GRAND  œNGOURS  (année  1847). 


(  Fig.  56).  Un  triangle  PQR  étant  circonscrit  à  nn  cerde, 
onformeondeuxième  triangle  ABC,  dont  les  sommets  A,  B,C, 
sont  les  points  milieux  des  côtés  da  premier.  Des  sommets 
da  deuxième  triangle  on  mène  an  cercle  les  tangentes  Aa , 
B6 ,  Ce,  qui  rencontrent  respectivement  en  ayb,  c,  les  côtés 
opposés  à  ces  sommets.  On  demande  de  prouver  que  ces  trois 
points  a^  &,  c,  sont  en  ligne  droite. 

On  verra  si  le  théorème  a  également  lien  lorsque  ^  à  la 
place  du  ccrric  inscrit,  on  prend  une  scctioo  conique  tan- 
goiitc  noT  trois  côtés  du  triangle. 

PRIX  D*HONNEUR. 

TABL  ».  CABOH  (  ëWU^B  )  , 

Né  le  14  norembre  1839 ,  à  Glen  (  Lotret)«  éIdYe  inteiÉB  aa  collège  rojal 
Sainl-Louif ,  classe  de  H.  AMIOT. 

Après  avoir  dTectué  les  constitutions  indiquées  par  re- 
noncé ,  nous  allons  chercher  les  polaires  des  points  a^bet  c; 
si  nous  démontrons  que  ces  polaires  se  coupent  en  un  seul 
et  même  point,  il  sera  démontsé  par  là  même  que  abc  est 
une  ligne  droite. 

^appartient  à  la  tangente  An, donc  sa  polaire  passsian  point 
de  contact  I;  d'un  autre  côté,  a  se  trouve  sur  la  droite  BCs 
sa  polaire  passe  donc  parle  pôl^  de  BG.  Soient  m ,  n ,  T,  U, 
les  points  de  tangence  de  Bb ,  Ce»,  PR ,  QR  ^  B  est  le  pifle  de 
mT,  C  est  le  pôle  de  nï^  d'où  le  pôle  de  BG  est  en  D,  point 
d'intersection  des  deux  lignes  mT,  nU,  et  la  polaire  de  a 
esïBl. 
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Les  polaires  de  6  et  de  c  se  déterminent  par  la  même  série 
de  raisonnements  et  de  constructions  ;  la  polaire  de  b  est  Em, 
la  polaire  de  c  est  F/t,  Soit  H  le  point  d'intersection  de  D/, 
Em,  nous  allons  démontrer  que  F/t  passe  en  H. 

Ces  trois  droites  sont  trois  transversales  menées  par  les 
sommets  da  triangle  DEF.  Poar  qa'dles  se  coupent  en  on 
même  point ,  il  f «at  et  il  suffit  ifoi» ,  des  six  segmenta  qu'elles 
interceptent  sur  les  eôtéa  du  triangle^  le  produit  de  tiois 
fudoonqœs  non  eonflécntifi  soit  égal  au  piodnit  des  trois 
«utrea.  Tout  se  réduit  donc  à  irérifi»  la  lelatioB 
(a)  F/.  E/i.  BmrsE/.  Fm.  D/t. 

'  Nous  savons  que  la  perpendiculaire  abaissée  du  p6le  D  sur 
lapolaire  BC  passe  par  le  centre  ;  elle  est  d'ailleurs  perpen- 
diculaire à  PQ ,  qui  est  parallèle  à  BC  ;  donc  elle  passe  par 
le  point  S  de  tangencede  PQ. 

Joignons  de  même  ET ,  FIT  :  ces  trois  lignes  se  coupent  en 
un  même  point ,  qui  est  le  centre  0  du  cercle  donné  ;  donc 
les  segments  qu'elles  interceptent  sur  les  côtés  du  triangle 
DEF  satisfont  à  la  relation  de  condition  ? 

(1)      FS.  EU»  DT  ai  ES.  DU.  FT. 

On  a  d'aOleurs  »  d'apa*s  ka  propriétéa  4«  aécmlfli  dans  le 

cercle: 

FS.F/=F/».FT. 

EU.  E»=E/.E5. 

DT,Dm=D/ï.DU. 

En  nanllipliant  membre  à  membre,  Il  vient  : 

(2)  FS.  EU.  DT.  VI.  E/i.  Dm  =  FT.  ES.  DU,  Fm.  E/l  D«. 

Ci  Ton  tient  compte  delà  relation  (1)«  on  retombe  sur 
régalilé  (a)Lqu'il  s'afisaait  de  vérite  ;  donc  les  trois  polaires 
des  points  a^  b^  c^  se  coupent  un  un  mûme  points  donc  ces 
trois  points  sont  en  ligne  droite. 
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Pour  une  conique  quelconque,  la  ligne  qui  joint  le  pôle 
et  le  point  de  contact  de  la  tangente  parallèle  à  la  polaire 
est  le  diamètre  conjugué  des  cordes  parallèles  à  la  polaire; 
donc  les  droites  DS ,  ET ,  FU ,  se  coupent  eu  un  même  point, 
qui  est  le  centre  de  la  conique  (pour  la  parabole ,  le  point 
d'intersection  est  à  l'infini,  et  les  droites  sont  parallèles); 
donc  la  relation  (1)  est  satîsfatto.  En  second  lieu,  d'après  le 
théorème  de  Garnot,  des  12  segments  interceptés  par  une 
conique  sur  les  côtés  d'un  triangle,  le  produit  de  six 
quelconques  non  consécutifs  est  égal  au  produit  dessix  autres  ; 
donc  la  relation  (2)  est  encore  satisfaite  ;  donc  régalité  («) , 
conséquence  des  relations  (1)  et  (2) ,  a  également  lieu ,  et  le 
théorème  s'étend  à  une  conique  quelconque. 

O  Ce  théorème  a  également  lieu  toutes  les  fois  que  les 
points  A,  B,  C,  sont  tellement  choisis  sur  les  côtéa  du 
triangle  PQR,  qu'en  joignant  PC,  QB ,  RA,  ces  transver- 
sales concourent  en  un  même  point  If  ous  ne  ferons  qu'indi- 
quer la  démonstration. 

Dans  l'hypothèse  ci-dessus  énoncée,  si  Ton  prolonge  les 
côtés  du  triangle  ABC  jusqu'à  leur  interseclion  ayec  les  côtés 
respectivement  opposés  du  triangle  PQR,  les  trois  goints 
d'intersection  sont  en  ligne  droite ,  et  cette  droite  est  préci- 
sément la  polaire  du  point  d'intersection  des  lignes  DS ,  FT , 
FU.  Donc  ces  lignes  se  coupent  en  un  même  poini,  et  la 
relation  (1)  est  satisfaite.  La  relation  (2)  est  d'ailleurs  aussi 
satisfaite.  Par  suite ,  l'égaUté  (a)  est  vérifiée ,  el  le  théorème 
est  généralisé.  <- 

On  voit  maintenant  pourquoi,  dans  Ifliypotlièsc  particu- 
lière où  A,  B,  Cf  sont  les  points  milieux  des  côtés  du  triangle 
PQR,  les  lignes  DS,  ET,  FU ,  passent  par  le  ceoire  de  la 
conique;  car  chaque  côté  de  ABC  étant  parallèle  au  côl^op- 

I  MIT  -  Il  -  ... 

n  Ct  qnl  sait  a  été  ajouté  par  le  laqréaL 
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posé  de  PQR,  les  points  d'inlerscction ,  qui ,  à  la  Umile,  ne 
cessent  pas  d'être  en  ligne  droile,  se  transportent  à  l'inGni  ; 
le  p6le  de  cette  (Iroite,  située  à  l'infini,  sera  le  centre  de  la 
conique;  DS^  ET ,  FU,  doivent  donc  se  couper  au  centre. 


NÉCROLOGIE. 


DURVaLB. 


L'UniTersité  et  l'enieignement  ont  fait  une  porte  sensible 
dans  la  personne  de  M.  Louis-Marc-Marie  leansou-DarTille, 
licencié  es  sciences  mathématiques ,  licencié  es  sciences  phy- 
siques ,  docteur  en  médecine ,  professeur  titulaire  de  mathé- 
matiques élémentaires  au  collège  royal  de  Saint-Louis,  et 
chargé  par  alternat  de  la  troisième  division  de  mathéma- 
tiques spéciales  du  même  collège. 

Durville  est  né  à  Paris,  le  29  norembre  1805.  Après 
avoir  étudié  avec  une  égale  ardeur  les  diverses  branches  des 
sciences ,  soit  mathématiques,  soit  naturelles,  il  s'était  livré 
par  choix  à  renseignement  des  premières.  Il  subit  avec  suc- 
cès les  épreuves  du  concours  et  obtint  le  titre  d'agrégé  dans 
deux  facultés  ;  plus  tard ,  il  se  fit  recevoir  docteur  en  mé- 
decincr. 

Durville  a  peu  écrit.  Les  deux  mémoires  dont  il  a  enrichi 
nos  Annales,  Sur  les  ditmom  rationnelles  du  second  degré 
(juillet  1845)  e^  des  degrés  nipérfeur<(  septembre  suivant), 
permettent  de  jug»*  ce  qu'il  aurait  pu  faire  s'il  s'était  livré 
aux  recherches  mathématiques.  Mais  ses  préoccupations  s'é- 
taient dirigées  de  préférence  vers  les  spéculations  physiques, 
principalement  sur  la  force  expansive  des  gaz  en  général  et 
de  h  vapeur  d'eau  en  particulier.  Il  était  parvenu  à  des  sim- 
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pliflcations  notables  dans  la  oonstraction  des  locomotives  et 
autres  appareils  i  Tapeur  dont  l'industrie  fait  usage.  Ses 
idées  se  tronyaient  déjà  réalisées  sur  des  modèles  en  petit , 
Imrsque  la  maladie  et  la  mort  sont  Tenues  le  surprendre. 
L'excès  du  traTail  auquel  il  se  livrait  depuis  quelque  temps, 
pour  mener  ses  idées  à  bonne  fin,  avait  occasionné,  à  ce 
qu'il  parait,  un  affaiblissement  général  du  système  nerveux 
qui  amena  sa  fin  prématurée.  11  est  mort  le  30  mars  1847, 
dans  sa  quarante-deuxième  année,  vivement  r^[retté  de 
tous  ses  collègues,  et  de  ses  élèves  qui  l'aimaient  et  l'hono- 
raient comme  un  père. 

Il  laisse  deux  enfants ,  une  fille  et  un  fib.  M.  de  Salvandy, 
ministre  de  l'instruction  publique ,  dont  l'active  bienveillance 
pour  le  personnel  de  son  département  est  devenue  prover- 
biale,  s'est  empressé,  proprio  moiu ,  d'accorder  une  bourse 
au  plus  jeune  des  deux  enfants.  A.  J.  H.  Y. 


USAGE 

De  la  méthode  des  multiplicateurs  indéterminés  j  pour  la 
démonstration  de  quelques  propositions  de  géométrie  analy- 
tique. — •  Remarque  sur  la  méthode  à  employer  pour  dé- 
montrer  les  principaux  théorèmes  relatifs  aux  diamètres 
conjugués. 


ProfesMor   au  écoles  d'artillerie. 


io  La  méthode  des  multiplicateurs  indéterminés,  dont  on 
donne  en  algèbre  un  exemple  pour  la  résolution  des  équa- 
tions du  premier  degré  à  plusieurs  inconnues ,  et  qui  est 
d'une  si  grande  importance  dans  la  mécanique,  peut  aussi 
servir  à  la  démonstration  très-simple  de  plusieurs  proposi* 
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tioQide  géométrie  analytique,  comme  nous  allons  le  fure 
voir  par  les  exemples  suivants. 

n  Théorème  de  Peeeal  sur  l'hexagme  inscrit  danê  une  es- 
nique.  Supposons  un  quadrilatère  inscrit  dans  une  conique, 
dont  les  côtés  opposés  ayant  pomr  équation  x^=zax+b, 
yz=za'x+b'  et  y=ax+Pyy  =  ax+^\  l'équation  de  h 
courbe  passant  par  les  quatre  sommets  du  quadrilatère  sera 
évidemment  : 

(Cette  équation  renferme  un  coefficient  indéterminé  X ,  qui 
permettrait  de  faire  passer  la  courbe  par  un  cinquième 
point ,  ce  qui  prouve  que  la  forme  précédente  est  la  plus  gé- 
nérale possible).  Sur  le  côté  y=a'jc-\'l/  construisons  on 
second  quadrilatère  inscrit  dans  la  même  conique  et  désigoons 
les  équations  de  ses  côtés  opposés  par 

y^za'x-^-b^  jrssza'^x-^b"  et^=/wa7+»>  jr=:m'x-\-n\ 

L'équation  de  la  courbe  pourra  encore  prendre  la  forme  : 

(^_a'j:^i')(^— a''x— ft'')+uCr--mj:--n)(^— to'j:--ii')==:0,{2: 

et  par  une  détermination  convenable  de  X  ot  p  et  après  avoir 
respectivement  divisé  les  équations  (1),  (%)  par  i+\  et  f -fp, 
ces  équations  devront  devenir  identiques  terme  à  terme , 
puisqn'dles  représentent  alors  la  mesure  courbe  ;  cela  posé, 
en  faisant  abstraction  de  la  droite  ^=a'j:-|-y,  commune 
aux  deux  quadrilatères,  les  six  autres  droites  forment  oa 
hexagone  dont  les  côtés,  opposés  deux  à  deux,  sont  : 

^— ax— *=0,r— a"x— ^"=0,  j^— aJ>— P=0,  ^— m'x— n'ssO, 
y — «'jc — pf=0,  y-^mx — akO. 

Or,  les  équations  (1),  (2),  préalablement  multipliées  par 

■j_  .  et  T—r—  devant  rester  identiques  quel  que  $oit  x,  si 


(•)  Voir  t.  m,  p.  M4;  t.  VI»  p.  Mf. 
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on  appeUe  X,,  T.,  X,  Y,  les  ooordoiiiiées  conmniim  ftux 
côtés  opposés  des  deax  derniers  systèmes  d-dessns,  on 
aura  identiquement,  d'après  les  équations  (1)  (2),  lesrela- 
tiens  : 

C<Mnme  d'afllean  la  relatiOD  gteteale 

est  évidemment  satisfaite  par  les  (oordonnés  H,  Y,  oom« 
munea  aoxdeox  côtésoppo6ésj'sME:+6,  jrs=sa^'a;:4.A", 
il  résulte  que  les  pointa  d'intersection  dea  côléa  opposée  de 
riiexagone,*  dont  les  oo<Mrdonnéea  sont  X,Y.»  X^Y.,  X,Y„ 
sont  aituéea  sur  la  droite  dont  l'équation  est 

Remarquona  que  si  deux  côtés  opposés  d*nn  quadrilatère 
inscrit  dcTiennent  des  tangentes,  les  deux  autres  côtés  se 
confondront  arec  la  droite  qui  passe  par  les  point»  de  con- 
tact, et  Véquatlon  (1)  de  la  conique  prendra  cette  forme 
simple  (jr_ax—*)(^—fl^x  —  y)  +  X(^-cur— ?)•  =  •,  ' 
qui  peut  être  souyent  utile. 

2*  Imaginons  Inscrits  dana  la  section  conique  deux  qua- 
drilatères qui  n'aient  pas,  comme  précédemment,  le  côté 
y^alx^V  =0  commun;  mais  supposons  ce  côté  com- 
mun remplacé  par  deux  côtés  distincts  y—elx^V^=i^^ 
^  .  Ax^^sO,  les  équations  (i),  (fi)  de  la  conique  seront 
remplacées  par  les  suivantes  : 
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qui  serant  identiques  pour  desdéterminations  oonrenablesdeX 
et  de  fi.  Cela  posé ,  ocmsidéroufl  Téquation  de  la  conique 

laquelle  passera  ^  par  les  quatre  points  d'inf^rsecUon  des 
droites  dont  les  équations  sont  au  prenûer^membre  avec 
celles  dont  les  équations  sont  an  second  membre,  mais 
d'après  l'identité  des  équations  (3),  (4),  les  coordonnées  qui 
annulent  simultanément  les  deux  produits 
{jr^mx—n){y—m'x—nX  (^— «x— pKj^— a'x— p^, 
rendent  identique  l'équation  (5) ,  ce  qui  fait  que  huit  points 
d'intersection  se  trouyent  ^ur  la  conique  (5).  Maisles  inter- 
sections desoôtés  j^— o'j:— *'=  0,  y—hx—kzi^O  avec  la 
courbe,  peuvent  être  réunies  par  autant  de  cordes  que  Ton 
voudra;  d'où  résulte  ce  tbéorétoie  général  :  Si  un  polygone 
d'un  nombre  quelconque  de  côtés  {supérieur  â  sept)  est  inscrii 
dans  une  conique  j  et  si  Von  prend  deux  systèmes  distincts  de 
quatre  sommets  consécutifs ,  et  qu'on  termine  par  deux  diago- 
nales les  deux  quadrilatères  que  forment  quatre  sommets,  ces 
deux  diagonales  9  avec  leurs  côtés  opposés  dans  les  quadrila- 
tères se  rencontrent  en  quatre  points  ;  les  quatre  autres  côtés  se 
rencontrent  atmi  en  quatre  points,  et  les  huit  points  ainsi  dé- 
terminès  se  trouvent  sur  la  mime  conique  (^). 

On  pourrait ,  en  employant  pour  les  degrés  supérieurs  au 
second ,  des  équations  de  formes  particulières,  arrivera  des 
théorèmes  analogues  aux  précédents. 

S*"  Ramenons  encore  aux  principes  précédents  un  théo- 
rème bien  connu.  Supposons  que  par  un  point  quelconque  o, 
situé  dans  le  plan  d'une  conique  ou  même  deux  sécantes 
(elles  que  la  première  coupe  la  courbe  en  deux  ppints  m\  i7i", 
et  la  seconde  en  deux  points  n\n'\  on  pourra  former  un 

(*)  Voir  p.  iHi  le  (héor^me  d«  M.  PmI  Serrée  ei t  «nlérieur  «a  prisent  tra- 
Tta.  Tm. 
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quadrilatère  nini^tinl^ ,  et  en  Taisaot  varier  de  position  les 
sécantes  qui  passent  toujours  en  o,  le  lien  des  intersections 
des  côtés  opposés  mV,  m' V  da  quadrilatère,  sera  une  droite; 
En  effet,  prenons  le  point  o  pour  origine  des  coordonnées  et 
désignons  par  y-^kx = 0,  ^  —  A'jt = 0  les  équations  de  deux 
sécantes  fixes ,  et  par  ^—  oa: — p = 0,  y—  a  jc—  p'=0,  celles 
des  deux  autres  c6tés  opposés  du  quadrilatère  formé  par  les 
sécantes  ;  Féquation  de  la  conique  sera  : 

Pour  de  nouvelles  sécantes  de  position  quelconque,  l'équa- 
tion de  la  sécante  sera  : 

et  Téquation  (7)  devra  rester  identique  à  (6),  bien  que  h^  h\ 
a,  b,  a\  h\  varient  sans  cesse  ;  en  identifiant  dans  les  équa- 
tions (6),  (7)  les  ternies  du  premier  degré  et  faisant--^  =  â, 
on  aura  : 

A(ay + */i')=C,  A(W)=C',  û(6+i')=C'.  (8) 

G,  C,  C  élant  des  constantes  égales  aux  coefficients  in- 
variables et  déterminés  des  termes  du  premier  dçgré  de  l'é- 
quation (6)  ;  mais  les  coordonnées  des  points  de  rencontre 
des  côtés  opposés  du  quadrilatère  sont  données  par  des  équa- 
tions y=:^  ax-\~b,  y=:  alx  +  6' j  prenant  a,  al  dans  ces  deux 
dernières ,  les  portant  dans  la  première  du  groupe  (8)  et 
tenant  compte  des  deux  dernières  de  ce  groupe,  on  trouve 

très-simplement  — ^ =  C ,  équation  du  lieu  cliercbé. 

X  X 

4"*  Nous  ne  multiplierons  pas  davantage  les  exemples  de 
la  méthode  précédente,  qu'on  peut  employer  souvent 
avec  succès  pour  la  détermination  de  droites^  de  plans, 
de   courbes,   assujettis    à   des  conditions  particulières. 
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Si  par  exemple  on  yoBlait  faire  passer  un  |dan  par  une 
droile  dont  les  projections  auraient  pour  équations  P= 0 , 
P'=0,  et  par  un  point;  on  poserait  d'abord  P+XP'=0^ 
pour  Téquation  du  plan ,  et  ^  serait  déterminé  par  la  *con« 
ditipn  que  le  plan  contient  le  point  donné. 

Au  sujet  de  cette  méthode  élémentaire,  je  remarquerai 
que  les  questions  sur  les  diamètres  conjugués,  dont  j'ai  iiH 
séré  les  énoncés  dans  ce  recueil ,  se  démontrent  trèa-«imple« 
ment,  en  faisant  usage  des  valeurs  des  coordonnées  des  ex-» 
trémités  de  ces  diamètres.  Si,  par  exemple,  a:', y  sont  les 
coordonnées  de  rextremite.de  l'un  des  diamètres  conjugués, 

h  /t 

y=  -x'  j:"= — y  y  seront  les  coordonnées  des  extrémités 

du  second  diamètre.  Ces  valeurs  très-simples  fournissent  la 
démonstration  immédiate  d'un  grand  nombre  de  proposi- 
tions nouvelles  et  de  presque  tous  les  théorèmes  connus, 
comme  je  l'ai  fait  voir  dans  le  Journal  de  mathématiquei , 
tome  YII,  1842.  Les  auteurs  qui  depuis  ont  suivi  cette  mé- 
thode dans  leurs  traités  de  géométrie  analytique ,  auraient 
pu  ajouter,  comme  je  l'avais  fait,  sans  sortir  du  cadre  des 
éléments ,  que  la  somme  ou  la  difiërence  des  puissances  sem- 
blables it  la  plupart  des  lignes  conjuguées,  est  constante  i  ce 
qui  donne  de  l'extension  aux  théorèmes  d'Apollonius.  Âinsi> 
dans  l'ellipse,  la  somme  des  carrés  desnormalesou  dessous-nor- 
males conjuguées  est  constante.  Une  de  ces  deux  propositions 
renferme  comme  cas  particulier ,  l'invariabilité  de  la  sous- 
normale  dans  la  parabole,  parce  que,  lorsque  le  grand  axe  de 
Fellipse  est  infini,  une  des  deux  sous-normales  devient  nulle. 
Note.  La  méthode  des  multiplicateurs,  mise  en  usage  par 
Bobilier ,  est  aujourd'hui  cultivée  avec  grand  succès  en  Alle- 
magne et  en  Angleterre  et  n'a  pais  encore  trouvé  accès  dans 
nos  éléments ,  et  avec  raison.  A  quoi  cela  sert-il?  à  enrichir 
la  science  et  en  même  temps  à  en  faciliter  Taocès  ;  mais  n'é- 
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tant  pas  exigé  dans  les  examens ,  cela  ne  sert  par  oonSéqoent 
à  rien  du  tout.  Il  est  tontefois  à  regretter  que  dans  un  on- 
Yrag e  philosophique  récemment  publié,  sor  la  correspùndance 
mirt  VûlgAre  et  la  géomèirie ,  on  se  soit  contenté  de  traiter 
des  questions  depuis  longtemps  débattues  et  rebattaes,  et 
qu'on  ne  dise  pas  un  mot  des  méthodes^  par  exemple,  des 
wMHpKcatmrt,  des  i»ooédés  métamorphiques,  des  principes 
de  translation,  des  symbolismes,  des  homogènes ,  etc.,  qui 
ont  triplé  nos  connaissances  géométriques.  Existe-t-il  quel- 
que chose  de  plus  philosophique  dans  la  science,  que  les  m^- 
thodes  ?  £t  où  la  liaison  entre  les  deux  instruments  que  Tin- 
telligence  applique  à  la  quantité  est-elle  plus  manifeste  que 
dans  ces  méthodes?  Peut-être  aussi  que  le  savant  auteur  de 
tant  d'écrits  utiles  s'est  réservé  de  traiter  ces  matières  dans 
un  ouvrage  spécial,  qui  sera  accueilli  avec  faveur  par  ceux 
qui  attachent  de  l'intérêt  à  l'histoire  des  progrès  de  l'esprit 
humain  dans  toutes  les  directions.  Ce  serait  un  magnifique 
travail ,  de  reprendre  en  sons-œuvre  les  Essais  de  l'illustre 
Condorcet,  de  les  rectifier  et  de  les  compléter. 

1  ■■■■■■■■  ■  ^       .^m^g^ 

NOTE  SUR  LA  DIVISION  DU  TRAPÈZE 
Par  de$  transversales  parallèles  4  ses  bases, 

PAR  X.  B.  BXTAl.8, 

Ancien  professeur. 

Si  l'on  propose  de  diviser  un  trapèze  en  deux  parties  qui 
soient  entre  elles  dans  le  rapport/;:  q  par  une  transversale 
parallèle  à  ses  deux  bases,  que  nous  appellerons  a  eib  ^  il 
est  avantageux  de  prendre  pour  inconnue  celte  transversale 
qui  est  donnée  par  la  formule  très-simple  : 


V' 


Pi>*-\'qa\ 
P+9 
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La  constrocUon  do  cette  formiile  au  moyen  de  k  règle  etda 
compas  est  très-aisée.  II  est  dair  qae  cette  formule  donne- 
rait la  suite  de  transversales  qui  serviraient  à  divisa  le  tra- 
pèze en  n  parties  égales  $  il  snfBrait  de  faire  successivement 
/i=l,2,3...  etsr=is— 1,  n  — 2...etc. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  151  (p,  2*2). 

VA3EL  X.  GBOaGSS  aZTT. 


Supposons  m',  /n",  m"'  sur  une  ellipse;  menons  par  les 
poins  m\  m"  des  tangentes  à  celte  courbe  que  nous  suppo- 
sons se  couper  en  un  point  T  ;  joignons  le  point  m"  au  poiat 
m!",  et,  par  le  point  T,  menons  une  sécante  parallèle  à  la 
corde  m!'m"'i  cela  fait,  si  Ton  joint  le  point  m!"  au  premier 
point  m\  la  ligne  de  jonction  m"' m'  passe  au  milieu  de  la 
corde ,  interceptée  sur  la  sécante  partant  du  poiut  T  et  paral- 
lèle à  m' W.  (BrassIneJ 

Prenant  pour  axes  le  diamètre  parallèle  à  m W  et  le  dia- 
mètre passant  par  T ,  Téquation  de  la  courbe  sera 

b* 
et  la  dislance  du  centre  an  point  T  sera--;. 

Les  coordonnées  étant  pour  m'(^x'y  ),  pour  w"  (xy  ), 
pour  m!"  (  jc",  /'),  l'équation  de  m"m"'  sera 

En  vertu  de  l'équation  de  la  courbe. 
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L'équatioD  de  la  parallèle  meaée  par  T , 

^  y — a-F+y'-  ^^ 

Enfin  l'éqoation  de  ni  m"' 

L'éUminalk»  directe  entre  (1)  et  (3)  donne  poar  les  coor- 
données da  point  de  rencontre 

^ — ~W     ' 

Et  l'on  vérifie  aisément  qae  la  relation 

^^  bien— î^-:^^ — ,^    .  „  ,     ,  ^    =: —-r tt, 

est  satisfaite;  ce  qui  démontre  le  théorème. 


SOLUTION  DE  L\  QUESTION  152  (p.  242). 

PA3EL  M.  OXOAOXl  BITT. 


Prenons  nn' point  K  dans  nne  ellipse  dont  AB  est  tin  dia- 
mètre. Joignons  les  extrémités  A ,  B  de  ce  diamètre  au  point 
K,  et  prolongeons  les  droites  AK,  BK  jusqu'aui  points 
m\  m' où  elles  Yont  couper  la  courbe;  menons  aus  pdnts 
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m',  wl'  des  tangentes  à  Tellipse  qui  se  ooaperont  en  nn  point 
extériear  T.  Gela  posé,  la  droite  KT  sera  parallèle  an  dia- 
mètre conjugué  da  diamètre  AB.  (Brassine.  ) 

Soit  «V  +  ^'x^— a'è'  (1)  réqaation  de  Tellipse  rap- 
portée au  diamètre  donné  AB  et  son  conjugué  pris  pour  axe 
des  abscisses. 

ot,  p  coordonnées  du  point  donné  K  intérieur  ou  extériear 
à  la  conrbe. 

r+*  =  ^^-r,  (3) 

oc 

Équations  des  droites  AK,  BK. 

L'élimination  entre  (1)  et  (2)donne  pour  les  coordonnées  da 
point  ni. 


j:=- 


y= 


An  lien  d'éliminer  entre  (1)  et  (3)  pour  troDTer  les  coor- 
données du  point  m",  il  soffit  de  changer  dans  les  valeurs  (4), 
fr  «a  —  &  et  l'on  obtient  : 


Les  tangentes  anx  points  ni  {afy  ) ,  m"  (x'\y')  ont  poor 
éqoatioQB: 

«>y  4-  Vxx'—a'b'=z(i , 

d'où  l'on  tkc,  ponr  le  point  de  rencontrcT,  les  cowdonnées 
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•^  - —    """         /     if  i    Jtl    1 


Sabstituant  dans  ces  éqaations  les  valeurs  précédentes ,  on 
troateraî  a?«=0,  y«p; 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Au  surplus,  le  théorème  de  M.  Brassine  n'est  qu'un  cas 
particulier  de  la  Hicoric  générale  des  polaires. 


NOTE  SUR  LES  EXPRESSIONS  ^,  O'^  {voir  t  V,  p.  259 
et  t.  VI,  p.  109). 


I.  Tout  calcul  commence  par  des  opérations  sur  des 
dmnées^  et  le  calculateur  qui  fait  emploi  de  ces  données,  y 
attache  nécessairement  un  sens  dét^miné,  fixe.  Il  n'en  est 
pas  ainsi  de  certains  réiultaU  de  calcul ,  qui  représentent  des 
opérations  apparentes  dont  on  ne  peut  connaître  et  fixer  le 
sens,  qu'autant  qu'on  sache  d'où  les  résultats  proviennent. 
Ainsi  zéro  n'est  jamais  une  donnée  sur  laquelle  on  opère  en 
entrant  dans  un  calcul  ;  mais  très-souvent  le  calcul  se  ter- 
mine par  des  opérations  à  faire  sur  le  zéro»  par  exemple  une 

division  r ,  ou  une  élévation  de  puissance  0^;  dans  ces  cas, 

le  résultat  n'a  un  sens  déterminé  que  lorsqu'on  sait  d'où  les 
zéros  proviennent.  Êclaircissons  ceci  par  des  exemples* 

y 

2='-  est  l'équation  du  paraboloïde  hyperbolique.  Si 
on  fait  simultanément  a?  =  0 ,  j^  «  0 ,  s  devient  rr ,  et  cette 
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expression  signifle  dans  ce  cas  qae  z  a  une  râleur  quel- 
conque ,  c'est-à-dire  que  Taxe  des  z  fait  j[>artie  de  la  surface. 
Menons  dans  le  plan  xy  la  bissectrice /=«r;  par  cette  bis» 
sectrice  et  Taxe  des  z  concevons  un  plan  qui  coupe  la  sur- 
face suivant  une  ligne  dont  Véquation  prise  dans  ce  plan 

est  ss=:-ss  1 ,  la  section  est  donc  une  droite  paralièla  à  la 

X 

bissectrice;  si  maintenant  on  fait  xssO,  z  b,  encore  la 
forme  -;  mais  celte  fois  cette  expression,  d'après  sa  prove- 
nance, désigne  l'unité  ;  c'est-à-dire  la  parallèle  coupe  l'axe 

ffy) 

des  z  aune  distance  1  de  l'origine.  Généralement  soitz=rr^ 

F(x) 

l'équation  d'une  surface;  si  ronasimullanément/(6)=0; 
F  (a)  =  0  ;  alors  z  =  --  ;  la  droite  parallèle  à  l'axe  des  z ,  pas- 
sant par  le  point  jc  =  a, ^=6,  du  plan  xy^  est  sitaée  sur 
la  surface;  menons  par  Taxe  dos  z  le  plan  ^sso:,  il  coupe 

f(x) 
la  surface  suivant  une  ligne  ayant  pour  équation  z  =»*?7-^  ; 

A  l'on  a  simultanément/(a)  =  F(a)  =s  o,  z= --;  et  cette  va- 
leur désigne  les  coordonnées  des  points  où  la  parallèle  à  l'axe 
'  desz,  passant  par  le  point  x=a,  y=a9  rencontre  la  section. 

Soit  l'équation  delà  surface  exponentielle  z=:/(j:)P(sr); 
supposons  que  l'on  ait/(a)  =  F  (6)  =  0  ;  x  =  0^  signifie  que 
z  est  indéterminée,  ou  bien  comme  ci-dessus  que  la  paral- 
lèle à  l'axe  des  z,  passant  par  Iepointx=â,^  =  6,  ap- 
partient à  la  surface. 

Faisons  ^=•^5  «lors  z=/(x)P(«)  est  l'équation  de  la 
section  faîte  par  le  plan  y=x;  sif{a)  =  F  (a)  =  o ,  z = 0* 
désigne  les  coordonnées  des  points  où  la  parallèle  ren- 
contre  la   section;    prenons    en    particulier    l'équation 


.M. 
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Faisons  x=^=0;  s=0®,  expressicm  de  proyenance  in- 
déterminée;  faisons  ^=^9  Féqnation  ^e  la  section  est 

(-Y 

z=\p  ^/  8 /?'" ;  donc,  dans  ce  cas,  faisant  x=0^  zssO*  a 
pour  yalear  p"'. 

Sâît^eBOffe  Téipialioa  oxponeotiéllo  zssxiti  faiaant 
a:ss^=20j  s=0®  expression  indéterminée^  mais  si  dans  la 
section  z  =:x^  on  fait  u  =  6,  alors  z =0®= 1  ;  c'est  l'objet  de 
la  démonstration  soivante  d«e  an  célèbre  Pfaff ,  et  rapportée 
par  son  savant  disciple  Mœbins  (Grelle,  XII,  1.34). 

IT.  Lemme  I.  On  a  toujours  (I  +^)* >  i+(m— l}^ ,  pour 
z^positif  etiit>l..  ,  . 

LmMB  2.  m  étant  >  4 ,  on  a  3**  >>  m\ 

Noos  nous  contentons  d'énoncer  ces  lemBm« 

Soit  y=x^  y  faisons  xs  -  ;  y^  —H  faut  démontrer 


I 


.^r-  ;.•  ..1 


qne  n  >it«Aiant  indéflniikienty  n*  s'approche  del'iiiju[(é; 

i        "^ 
eomme  it>f ,  00  a  évidemment  h* >iV  (Umri^dcmc 

i  i 

^ak  »«^i >CiiMi)»î  t >«;  »*<a*«lMî»*  ent. «ovjonrs 
çoai|nriaealrQ..iet3,lfirsqiMn>l...  .     .      . 

Faisops  /»=  2*11'  où  n!'  est  an  nombre  constant  fini ,  et  m 

.  pouvant  croître  indéfiniment  ;  n   =S .     .  n'       ;  or,  pais- 
40e  m  dépaÉK. 4  «  on  a  2**  ^«'t* ,.  donc .:^  lAii'  ;-  et 4par 

"^'  '   "  JL      I  *   '  *     ' 
consêqnenl  -^<  — ,?  donc  S^'^O**'  ;  n'*'  <arî  donc 

Ak^.  nKMATiiiHI.  VI.  86 
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et/?  est  une  quantité  constante  finie  >  1  ;  donc  en  croiSBant 


n  s^approche  indéfiniment  de  Funité.  G.  Q.  F.  D, 


QUESTIONS. 

165.  f^y  +  (-)  ==<f  étant  réqpation  d'une  ellipse  î 

axes  rectangulaires;  (-J  +  (--)  =î,  est  TéquaUén  de 

la  polaire  réj^j^cogue  de  l!eoYeloppe  de  l'ellipse,  relativement 
an  cercle ^'4- j:'^c'=:tf'—6\  Tm. 

'^  '466.  Le  Itéu  géonietrtqn^  des  projections  orthogonales  du 
centre  de  la  lemniscate  de  BernouUi  sur  ses  tangentes,  a  pour 

2  3 

*qbâtiori  polaire  p'=t=  a*  cos'^.        *     .     W%«OMm. 
o  3 

.  ..  1#7.  i#  longueur  enlÀto^  â*m  qna^draut  dewtte  imûiee 

courbe  est  ^ale  à  trois  fois  la  différence  entre  l'arc  infini 

fe  i'b^pAbék  éqBil3tére  «onfespondaïUf ,  et  son  aiymptotc. 

»  i  W.  KOBKRTS. 

'  IM.'^nd  eûiikitë  étant  f appbf  tée  à-des  aies  reolaiigu- 
liâres ,  si  le  coefiScienf  anguMre  d^uile  tangaite  BH#e  par 

un  poin(  est  égale  Sf^^l,  ce  point  est  un  foyer. 

Pluckbb. 
169.  Lorsque  des  paraboles  ballistiques,  situées  dans  le 
taKme  plan,  ont  nvâne  point  de  départ  et  laénae  Vitesse  ini- 
tiale ,  elles  ont  la  même,  directrice  ;  les  sommets  sont  sur  une 
.mén^e^ellîiiiçe  el  les  foyers  sur  uAe  même  circonférence. 
(R.  WolfdeBern.) 
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(RECTIFICATIOII 

'    Relative  aune  formuh  sur  la  parabole. 

La  formale  donnée  page  213,  ligne  11^  en  descendante^  est 
fautive  et  doit  être  remplacée  par  cell«-ci  :  2nco97=/-f /'.  1 

M.  Mention  a  eu  la  bonté  de  nous  signaler  cette  erreur  de 
calcul. 


ANNONCES. 

»      •         ■  ..      !  »   ■  • 

Cours  complet  d'arithmétiqub  à  Fusage  dfis  âèYes  qui  SAdifr^ 
tinent  aux  écoles  du  gouvernement  ou  à  toute  autre  école 
spéciale.  Par  A.  Gmuim/  ancien  élève  de  l'école  nor- 
male, professeur  .à  Paris..— JprS^v-n  vu,, 34^.-*^  liB*7;- 
Chez  Carilian-Gœur^  et  Yictor  ;p%ymnt,  libraires. 

Géométrie  simplifiée^  SQJvi^  de  Notions  ^  trigonométrie, 
d'arpentage,  etc.,  ouvrage ado|^> par  l'Université.  Par 
J.  Pbrcin  ,  professeur  au  collège  royal  de  Nancy.  3«  édit., 
18&4,  in-12,  XI ,  218, 4  pi.  lith.  Paris,  Langlois  et  Leclercq, 
filiraireis. 


.,..;§IIJLUB  TBBOKEXR  IM.  (1V>me  T,  p.  242.) 

VAa  M.  KBVTZOK. 


Ce  théorème  est  démontré  et  discuté  tout  au  iDBg  dans 
l'ouvrage  de  M.  de  tafrémoire,  page  213,  quant  à  la  pre- 
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mière  partie,  et  la  seconde  partie  devient  intuitive  par  h 
démonstration  même  donnée  dans  cet  ouvrage. 

Ce  qui  n'est  indiqué  ni  à  la  page  242  des  Nouvelles  Annales 
ni  dans  Fouvrage  précédent,  c'est  que  le  point  H  peut  être 
pris  dans  l'espace,  et  la  démonstration  reste  la  même. 

Ainsi  généralisé ,  ce  théorème  mène  à  cet  autre  : 

«  Si  parle  milieu  d'une  arête  d'un  tétraèdre,  on  mène  une 
parallèle  à  Taréte  opposée,  qu'on  répète  cette  construction 
pour  chaque  arête,  on  ohtient  un  nouveau  tétraèdre  équi- 
valent et  symétrique  au  premier.  De  plus,  il  a  même  centre 
de  gravité.  » 

C'est  ce  tétraèdre  que  Monge  appelle  conjugué  du  té- 
traèdre donné. 

(Voir  Correspondance  sur  l'École  Polytechnique,  tome  I«, 
p.  I1.40,  ^  tome  II ,  p.  260  et  263.) 


DEMONSTRATION 

De  la  formule  de  M.  BrcaHne  relative  au  rayon  de  la  sphère 
i       drtonscn/e  (p.  âSS^}. 

Élév9  de  la  Flèdie. 


Je  prends  trois  axes  rectangulaires  se  croisant  à  Tua  des 
sommets  S,  et  soient  a,P,  7;  «',  ^',7'»  *"»  P'\  7";  ks  coordon- 
nées dos  trois  autres. sommets  A,  B,  C;  a\  b\  c  étant  les 
arêtes  qui  aboutissent  flQ  sommet  S ,  4ioos  aurons  les  quatre 
équations  : 

Retranchant  les  trois  dernières  de  la  première,  il  vient  : 
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a" 

-,  N  N'  N». 

a  OU  :  X=  —  :    VBB-— :  2:;=— - 

2D'  «^     2D'         2D 

N=tf-(lSVWP'')+^'*{7P''-l37'Hc^(P/-7?')» 

N''===aVP'— P'aO+fr''(P«''— «P'')+c'"(«P'--p«0. 
La  Yalcur  de  D  représente  six  fois  le  yolame  da  tétraèdre 
(Géom.  anal,  de  M.  Lefébare,  p.  449).  Ed  sotistitoant  donc 
les  yaleors  de  x^y  eix  dans  ;ia  première  des  équations  (1), 
on  aura  : 

Si  Ton  remplace  N,  N',  N"  par  leurs  yalears,  le  résultat 
contiendra  six  sortes  de  termes;  ceux  qui  moltiplient  ^% 
savoir  : 

Ceox  qui  multiplient  b'*  et  d\  qui  se  déduisent  des  pré* 
cédents,  les  premiers  en  changeant  «/,  PS  y  en  a,  p,  7,  et  les 
seconds  en  changeant  a\  f\  7"  en  a,  p,  7. 

Ceux  qui  multiplient  fèû!*b'\  savoir  : 

(»v'+p'p''4V7'0(«''+pr+r/')-K+pr-^^^^ 

Et  les  deux  parties  analogues  qui  multiplient  2a  V  et  26'V% 
et  qui,  considérées  avec  la  précédenlc,  contiennent  symé- 
triquement les  facteurs  (aa'-f-pp'477')...,  (a*+j5'7')...  Or  ces 
facteurs  s'expriment  très-simplement  en  fonction  des  arêtes  ,- 
en  efiéti  on  a  évidemment  : 

«"4.p«+^»=a'"  et  2(«a'+pp'+77')=a^+ft'*-«'. 
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Donc  en  multipliant  les  six 'parties  précédentes  par  4,  et  dé- 
signant le  résultat  par  A,  nons  aurons  R=  -j:=i\/a 

etA=C46''c'M*'"+c''+û")V*+[*^''c'«— («'*+c^-.&*)»]6'4 
+2[(é'*+c''--a')(a'"4V'--^^')--2c''(a''+é''— c')]fl'«6'' 

Développant  et  réduisant,  on  trouve ,  tontes  réductions 
faites  :      . 

A=2aV^6'i'«+2aV^£î^c«+26'V^cV•-^aV<— 6*6'*— cV*, 

OB 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  97.  {F.  t.  IV,  p.  260.) 

FAR  W.  MSBTrZOX. 


Couper  nn  triangle  par  une  transversale  »  de  manière  que 
trois  seipiienlgiioii  consécutifs  soient  égaux.  (Paounvr). 

Solution.  jÉjimiant  au  rayon  du  cerclé  circonscrit  la  dis- 
tance du  centre  de  ce  Cercle  au  centre  du  cercle  inscrit,  on  aura 
la  valeur  du  segment  triple.  On  en  obtient  encore  une  valeur 
enretranchant  cette  disUmce  du  même  rayon. 

Démonstration.  Le  théorème  de  Ptolémée  donne  immédia- 
tement l'équalion  {x  étant  la  valeur  de  ce  segment). 

2par'  —  a:{ab  +  ^<î  +  bc)  +  abedtz  0 , 

dànspaquelle  2;?  est  le  périttiètre  du  triangle  dont  a,  6,  c  sont 
lescùtés. 
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Or      fl*+tf<?+6«s=2S  (JL  +  -r^  +  -r^l  = 

^  2S(8inA+»iaB  +  ginQ  ^^•*"^2**2"'2 

liBAsinBHaC  dnAaiiiBjdaG 

^  S 

"    .  A  .  B  .   G' 
-    nn^sin-sm- 

(S  représente  la  snrfiic»  di\tei;uigl«) ,  abc  s=  4|pRr. 
Sobstitoant  oes  yalenrs  ,  l'équation  deyient  « 

^-"  .  A   'b,  C+*^°0- 
^2       2       2 

D'oà  enfin  ar«=EdtKll'— 2R^. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  70  (t.  U,  I^-  327). 


.,     j.^i 


a-+i-=(fl+t)-_Jfl6(a+6)-+'fc!ia'J'(fl+6)^-... 

A  est  entier  et  poriUf. 

Cette  formule  est  évidente  pour  les  yalenrs  1  et  2  de  ii. 
Supposons  donc  la  proposition  vraie  pour  une  certaine  valenr 
de  )»»  et  QM  yMe«r  îB^e^vt  d'wne  pnii&)  mvItiplîNiit  )« 
dent  membres  d»  réyiationtpar  g  fl-ift ,  le  i^ewiey  WQIftlya  i 
devient  alors  égal  *-ar^+fr?f -M*^*"'+*r:i',  9»  «rj^te- V 
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a«+'  +  ^"+',  en  mettantiionr  a"^  +  V^'  $a  valeur^  et  le  reste 
s'acbère  de  soi-même. 
Caroilain.  Si  dans  cette  formule,  on  fait  : 

a=co0f+V^~^*î>^?>    6=coB<p— V/^8ln<p, 
on  obtient  cette  formule  connne  : 

C0S»f=2""'(CO8fr*-f«2"^(COflf)*^*+.  .  .   . 

'12  i? 

(y<^  t.  y,  p.  283,  formole  43,  et  t.  YI,  p.  95.) 

tHiOK£llB< 

1  •  ^*  la  M*  «f  • 

1*  2« .  .  '9*  '  p* 

(»  est  entier  et  positif.) 

La  démonstration  est  idenliqiie  à  là  précédente. 
On  peut  aussi  tirer  de  là  de&.formulcs  trigonomélriques 
connues. 


DÉMOJNSTRATION^DU  TBEO&EME  de  ia  page  197. 
VA»  M.  Msxnov. 


remplété  la  flg«B^ê'40;  N  estie  poitti  ië  wnotmn  de  la 
hauteuir  partant  du  point  A  da«s  \ê  triangle  ADE,  avec  celle 
qal*abOtttit  atf  point  0  dan^letriàngie  D'CB. 
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Le  thèoràme  de  la  page  197  peat  se  démontrer  plus  sim- 
plement comme  il  suit. 
Las  denx  triangles  Bmn  et  Npl  sont  semUables,  et  four* 

lussent  la  proportion  tt  =  ^  •  d'après  le  lemme  qaenons 

AC 
avons  rappelé  (1845,  p.  655)  B/i= 2.  —  cotgB=ACco(gB. 

(Ce  lemme  apprend  en  effet  qae  Bn  est  le  double  de  la 
distance  du  centre  dn  cercle  circonscrit  à  ABC,  an  côté  AG). 
D'ailleurs TUp  :  AC  ::pK :  CE,  or,  oommej9K==:CKcotgGED, 
N/i=AGcotgE. 

Donc^=  —^  est,  dans  le  cas  actuel,  B=E«  .  .  . 
ip       cotgE      ' 


QUESTIONS  D'EXAMEN; 
Sur  te  mouvemmU  uniforme  ;  4raite$  et  eerclee. 

DaOIT£S. 

I.  Deux  molécules  décrivent  chacune  une  droKe,  d'un 
mouvement  uniforme ,  avec  des  vitesses  données  ;  on  oon- 
naît  aussi  les  positions  simultanées  des  deux  mobfles  à  un 
instant  déterminé;  il  faut  chercher  les  positions  dei  deux 
mobiles  lorsque  leur  distance  est  un  minimum. 

Solution.  1'= vitesse  du  premier  mobile;  (/'  =  vitesse 
du  second  mobile  ^  11'=^  c  plus  courte  distance  des  deux 
droites  ;  A  et  A',  deux  points  où  se  trouvent  les  dedx  mo- 
biles à  un  instant  détértnihé  ;  N  et  N',  deux  points  où  se 
trouvent  les  mobiles  après  le  temps  <,  compté  depuis  le  dé- 
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paridelaposîtioD A,  A;  faifleos AI=s»,  ATs^fNN's=s$ 
on  a  IN  =  ft4-^/;  rN'=y+f^l,-. 

où  7  eBt  l'angle  des  deux  droites. 

Faisons  z*=Ar'  +  Br+C;  A  =  P^4.t/*— âw/cosy; 

B=2p(ft — 6'cos7)+2j/(6'— 6COS7)  C=6'+6'*— 2Wco87+éP  ; 

A  est  le  carré  de  la  résaltavte  des  deax  vitesses,  prises  sui- 
vant leurs  directions  ;  G  est  le  carré  de  la  distance  AA'. 

(B  \  B* 

i+  gT- ]  \+  C—  —  ;  ainsi  z*  est  au 

minimum  lorsque  t==  —  — . 

DISCUSSION, 

l""  ^  >  0  ;   alors  z  ne  peut  jamais  (être  nul  $  donc 
4AC  — B*  >  0  ;   z  =  \X*^£±E  donne  la  distance 

minimum  ;  et  pour  ce  cas  IN  sa  *— — ;  l'N'  s=  1/  — —  ; 

^A.  aA. 

les  signes  de  6,  b\  p^  p'  déterminent  le  signe  de  B ,  et  par 
conséquent  les  positions  des  jK>ints  N  et  N'  relaiiyemenUux 
points  I  et  I'. 

£n  développant  4AG— B\  on  trouve  : 
4AC— B*  =  4sin'7[V— 6't.]*+i*[i^  +  i/*— 2W/CO87], 

où  Ton  voit  qu'en  elTet  4 AG  —  B'  est  essentiellement  positif. 

Si  7  ==  0^  les  droites.  $oat  parallèles  ;  de  même»  si  7  =  2*. . 
G'esl  le  problème  des  courrier^ ,  selon  sivC\\s  voat  dans  le 
même  sens  ou  dans  des  sens  opposés.  On  suppose  ordinaire- 
menl<£=s  0  ^,  ,      . 


Digitized 


by  Google 


2«  ^ = 0;' les  droites aont dans  im  Blême  plan;  et  an  cas 
da  Hninimimi , 

n.  La  droite  N^'  décrit  nn  hyperboloïde  parabolique ,  et 
lorsque  les  deax  droites  sont  dans  un  même  plan ,  l'enve- 
loppe de  la  droite  NN'  est  une  parabole  (P^oy,  1. 1,  p.  449)  ; 
cette  parabole  est  tangente  aux  deux  droites  données  et  à  la 
droite  AA'  :  il  suiBt  donc  de  connaître  encore  deux  autres 
positions  simultanées ,  pour  que  la  parabole  soit  entièrement 
déterminée. 

III.  Le  lieu  du  milieu  de  NN'  est  une  droite,  car  le  centre 
de  grayité  des  deux  mobiles  décrit  une  droite  (t.  II,  p.  241), 
d'où  Ton  déduit  ces  deux  théorèmes  : 

Théorème  1 .  Une  parabole  étant  inscrite  dans  l'angle  MIM'; 
M  et  M' étant  les  points  de  contact ,  le  lieu  du  milieu  d'une 
portion  de  tangente  quelconque  à  la  parabole  interceptée 
dans  l'angle  est  une  droite  passant  par  les  milieux  de  IM  et 
de  IM'. 

Théorème  2.  Une  conique  étant  inscrite  dans  l'angle  MIM', 
M  et  M'  étant  les  points  de  contact ,  si  l'on  mène  une  troi- 
sième tangente  parallèle  à  MM',  rencontrant  IM  en  N  et 
IM'  en  N'y  prenant  sur  IM  un  point  O ,  tel  que  les  quatre 
points  M,  N,  I,  0  soient  harmoniques;  de  même  un 
point  0'  sur  la  droite  IM',  une  quatrième  tangente  quel- 
conque rencontrera  les  trois  tangentes  et  la  droite  OC  en 
quatre  points  harmoniques. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  perspective  du  précédent. 

lY.  Problème,  Trois  mobiles  parcourant  trois  droites  d'un 
mouvement  uniforme ,  avec  des  vitesses  données  et  des  posi- 
tions initiales  données ,  trouver  les  positions  où  l'afre  du 
triangle  ayant  pour  sommet  les  trois  mobiles,  est  un  mini- 
mum*.   '  . .  ^ 
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SùhUion.  Même  notation  que  dessus;  soient  s,  z%  z",  les 
côtés  da  triangle  et  u  son  aire  ;  on  a  : 

remplaçant  «%  z**,  z"*,  etc.,  par  leurs  râleurs  en  fonction  de  t 
on  obtient  u*=m^+Nt^  +R^+  Sr  +?;  lorsque  le  se- 
cond membre  peut  devenir  nul,  alors  les  trois  mobiles  peu- 
vent être  sur  la  même  droite  ;  ce  cas-là  exceplé,  le  second 
membre  égalé  à  0  ne  peut  avoir  de  racines  réelles  et  M  et  N 
sont  de  même  signe  ;  il  est  d'ailleurs  évident ,  en  faisant 
le  calcul,  que  M  et  N  sont  essentiellement  positifs.  Pour 
trouver  les  valeurs  extrêmes  de  u,  on  a  l'équalion 
4Mr5-f-3N<"  4-211^  +  3  =  0,  équation  qui  a  toujours  au 
moins  une  racine  réelle  ;  il  reste  ensuite  à  discuter  si  fou 
obtient  un  maximum  ou  un  minimum. 

y.  Dans  le  cas  de  quatre  mobiles,  on  peut  se  proposer  de 
trouver  les  positions  des  quatre  mobiles  teb  que,  formant 
les  sommets  d'un  tétraèdre ,  le  volume  de  ce  tétraèdre  soit 
un  maximum  ou  un  minimum ,  <m  parvient  à  une  équation 
du  b^^  degré. 

CERCLES. 

yi.  Soit  A  le  point  do  départ  du  mobile ,  et  X  le  centre , 
T  le  nombre  d'unités  de  temps  qu'il  met  à  parcourir  les 

quatre  quadrants  d'une  vitesse  uniforme,  y='^,  la  vitesse 

angulaire;  6  =  nT  +  <,  le  temps  exprimé  en  unités  de 
temps ,  où  n  est  un  nombre  entier  positif  et  t  un  nombre 
plus  petit  que  T  ;  E  étant  l'espace  angulaire  parcouru ,  on 
aura  évidemment  £  =  ii4*  +  y^  (1). 

Soit  maintenant  une  seconde  circonférence ,  dans  le  plan 
de  la  première  ;  nous  désignons  les  quantités  analogues  par 
les  mêmes  lettres  accentuées ,  et  soit  a  l'angle  que  font  les 
deux  rayons  menés  aux  mobiles  lors  de  leur  départ  simul- 
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fané,  l'an  de  A ,  raatre  de  A';  an  bout  da  temps  d ,  on  a 
éyidemment  6= nT-|->  <= itT+  i  (2),  et  Tangle  que  f<mne- 
roQt  alors  les  deax  rayons  sera  adbV/dbW,  en  donnant 
aux  vitesses  les  signes  convenables.  D'après  cette  formule , 
on  peut  résoudre  les  diverses  questions  qu'on  peut  proposer 
sur  ce  genre  de  mouvement.  Si  les  rayons  partent  du  paral- 
lélisme ,  on  a  a= 0  ;  par  exemple ,  si  Ton  demande  après 
quel  temps  les  rayons  feront  un  angle  égal  à  fr ,  on  aura 
ft=isdbY<±W$  ensuite  il  faut  avoir  égard  à  l'équation 
indéterminée  (S)  qui  donnera  le  nombre  de  solutions  pério- 
diques. 

VIL  Deux  mobiles  parcourent  d'un  mouvement  uniforme 
deux  circonférences  situées  dans  le  même  plan  ^  on  demande 
quand  leur  distance  sera  un  maximum  ou  un  minimum. 

SohiXvm.  Soient  O  et  (y  les  centres  des  deux  circonféren- 
ces >  et  M  et  M'  les  positions  sin^altanées  des  deux  mo- 
}Mles;  00'=rf,  MO=r  et  M'0'=:r'j  MO(y=y  ;  MO'0=t', 
onaara: 

(J— rcos?  — r'cos«pT  +  ('*sin  f  —  r' sin «p')' ^  MM'*. 

Qr,  d'après  ce  qui  précède ,  f  et  /  sont  donnés  en  fonction 
de  ^  ;  on  pourra  donc  trouver  l'équation  de  condition  pow 
qu'il  y  ait  miixini^in  on  minimum* 

VIII.  Lorsqu'on  a  plusieurs  circonférences  situées  diuia 
un  même  plan  et  décrites  par  des  mobUes  d'un  mouvement 
uniforme ,  étant  données  les  positions  initiales  des  rayons  ^ 
on  pourra  trouver  les  positions  de  ces  mômes  rayons  après  un 
temps  donné,  et  résoudre  les  problèmes  sur  lés  positions  de 
ces  rayons. 

IX.  Lorsque  loat  ces  cercles  sont  concentriques ,  on  a  le 
problème  du  cadran.  La  question  suivante  a  été  proposée 
cette  année  aux  examens  de  Paris  :  Les  trois  aiguilles,  celle 
des  Jbeurcs ,  des  minutes  et  des  secondes ,  étant  sur  inidi ,  on 
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demande  fiiMd  l*iuie  de  ces  aigoîIlGi  sera  la  bissectrice  de 
raogto  formé  par  les  deux  aïoitrea.  Nous  engageons  les  étères 
à  prendre  des  exemples  uuaiértqDes  et  à  discnter  soignense* 
ment  les  signes  des  yitesses  et  la  position  des  rayons  ;  si  Pon 
voulait  le  faire  poor  le  cas  général ,  cela  eoCraliierait  à  trop 
de  loBgucnrs;  nooa  ayons  indicpié  les  moyens  de  solution. 
(Voir  t.  V,  p.  35.)  Tm. 


QUESTIONS  PROPOSEES 
au  camamn  dtadmi$mn  à  Féeole  normale  en  1847. 

SUJBT  DS  COMPQSITlOlf  OB  MATHÉMiTiQnaS. 

Première  question. 

On  donne,  sar  an  plan ,  nn  nombre  quelconque  de  peints 
Â,  B»  G,  D  ;  par  une  origine  fixe  O ,  choisie  à  volonté  snr  ce 
plan ,  on  mène  un  nombre  infini  de  droites ,  et  sur  chacune 
d'elles  on  porte  une  longueur  OM  réciproquement  propor- 
Honnèlle  à  la  racme  carrée  de  la  somme  des  carrés  des 
perpendiculaires  abaissées ,  sur  cette  droite  j  dés  dîKërents 
points  A,  B,  G,  D, on  demande  • 

f  *  Lé  lieu  des  positions  des  points  IVI  obtenus  de  cette  ma- 
nière ,- 

'  2*  S'il  est  toujours  possible,  les  points  A,  B,.P,.D  .,... 
restant  fixés ,  de  choisir  Torigine  O  ^  de  telle  sorte  que  ce 
lieu  devienne  un  cercle  ; 

3^  Examiner  si  la  courbe  chej^chéa  est.  toiijours  fermée 
pour  toutes  les  positions  du  point  0.   .       .    ^ 
.  40  Lofsqiie  cela  a  lieg,,  trouver  où  I0  point  0  doit  èUe 
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pkàûk  fcm  que,  les  points  A;  B,  C,  D  reMant  fixes ,  Taire  to- 
tale sott  la  plus  grande  possible. 

Deuxième  question. 

Exposer  k  tb^e  des  amiailés  et  discuter  le  problème 
d«v  les  différents  cas  gn'il  présente. 

3nJKT  DB  COMPOSITION  Dl  PHTSIOUS. 

!<"  Théorie  des  verres  de  diyergence 

Y  a-t-il  quelqae  utilité  à  considémr  la  cal  fictif  d'an  oljet 
yirtnel? 
â^  Propriétés  géoérfde^  d^  vapeurs. 


DISCUSSION 

.  .  .  * 

Des  valeun  générales  fournies  par  la  risolt^fon,  4e  Afrif  ^ijf|M- 
tjam  du  premier  degré  eftiretrwincw9^uc$*,    ^^ 

(  BiMlt  du  Prédi  analjtiqae  dei  traraux  de  PAcadéinie  de  Rouen ,  1842.  ) 


•  '1.  11  ioffit  de  parcourir  un  traM  #dgëbre  foor  Mre 
ifaappéy  dès  le  eommenoanent,  d'une  lacone  importante.  'On 
Iromay  en  efiét^  à  la  sotte  des  diMrentes  métbôêéà  nrftèes 
poor  la  résointien  des  équations  day rentier  4tofréy^Éie'€is- 
cttB9oacouplMallss^ileurt  générales  foomies;  Mit  pai^lme 
éqqatîon  à* une  eenle  inoemiue,  soit  par  deux  éqnatioils'  à 
4mx  incomnies  ;  mais  là  s'arrête  tyrdiaaStenent  fonte  disctis- 
aion.  .Certains  autemvpréeeKtedt^,  fl  est  trai;' quelques  té- 
marques  générales  sur  les  râleurs  fournies  pat  trois  équations 
entre  trois  inconnues,  mais  aucun,  à  ma  connaissance  du 
mcrins,  ne  donne  une  véritable  discussion  des  circonstances 
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diverses  de  oompalibillté  ou  d'ineompatifaililè  que  peat  oBnr 
un  système  de  trois  éqaations  entre  trois  incoonnes  0« 

Cette  discussion  serait-elle  donc  jugée  trop  pea  importante 
pomr  prendre  place  dans  an  traité  élémentaire?  Mais,  quand 
on  applique  l'analyse  à  la  géométrie  aux  trois  dimensions  de 
l'espace,  la  discussion  des  coordonnées  de  l'intersecttûtt  de 
trois  plans  donnés  par  leurs  équations  ^  suppose  connue  la 
discussion  algébrique  des  valeurs  générales  foiirnies  par  ces 
trois  équations  ;  et ,  pour  les  surfaces  du  deuxième  ordre,  la 
distinction  entre  celles  qui  sont  douées  de  centre  et  celles  qui 
en  sont  dénuées,  repose  entièrement  sur  cette  même  discus- 
sion. Aussi,  dans  la  plupart  des  traités  de  géométrie  analy- 
tique, admet-on  comme  prouvés,  en  algèbre,  plusieurs  ré- 
sultats dont  la  démonstration  ne  se  trouve  pas  dans  les  traités 
spéciaux.  Il  y  a  donc  là  une  véritable  lacune  qu'il  importe  de 
oombler.  C'est  dans  ce  but  que  j'ai  entrepris  ce  travail  et  que 
j'ai  rhonneur  de  le  présenter  à  l'Académie. 

Je  ferai  d'abord  observer  qu'il  ne  toe  parait  pas  possible 
d'entrer  dans  la  disoMioii  complète  de  trois  équations  à  trois 
inconnues,  en  ne  considérant  que  les  valeurs  générales  des 
inconnues ,  attendu  que  des  circonstances  fort  diflerentes 
d'indétermination,  par  exemple,  peuvent  se  tradm're  par  une 

.  mémeforme  des  incûniiues.  Aussi,  aax.valeursgénérale8  or- 
dinaires, j'ai  joint  des  ineonoues  auxiliaires ,  qui  m'ont  per- 
mis d'entrer  dans  toutes  les  particularités  de  Ift  question.  Ces 

Jnconnues  auxiitairea  ne  sont  antres.què  les  valeurs  des  eoeffi- 
cients  iudéteroiiQés  dont  ou  faiti>rdimiirettettt  usage  par  la 
méthode.d'élimination  due  à  Bezout.  TouteCoia,  j*ai  apporté 
à  cette  méthode  une  modification  indiquée  par  M.  Poulet- 
Oelisle,  qui  consiste  à  multiplier  chaque  éqoatiM  par  un 
ooelficient  iudéterminé. 
On  a  ainsi  trois  inconnues  an^iliaircs,  qui^  pour  chaque 

'(•)  V.  Uanuil  (l*algèhre ,  p.  222 ,  r  édil.  "        Titi. 
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cas,  ne  dépendent  que  de  deax  éqaations.  On  pent  donc  en 
prendre  une  arbilrairement ,  et  par  conséquent  la  choisir  de 
(elle  sorte  qae  les  autres  soient  entières.  Il  en  résulte  plus 
de  simplicité  dans  les  calculs,  et  surtout  plus  de  symétrie 
dans  la  discussion. 
2.  Soient  les  (rois  équations  générales  : 

(1)  ax-^-by+cz^zd^ 

(2)  a'x+èy-f  c'a  =  ^f, 

(3)  a"x+by+if'z=d'. 

Je  les  multiplie  respectivement  par  les  indéterminées  m, 
n ,  /?,  j'ajoute  les  deux  premières  »  et  je  soustrais  la  troisième, 
ce  qui  me  donne  : 

(4)  (am+a'/i— ^'/i)x+(6/n+y/i— 6')?)>'+(cm+c'ii— c"/?)»  =s 
=s  dm'-\'ifn — d"/?. 

Je  puis  supposer  m,  n  et  p,  déterminées  de  manière  que 
rouait; 

,r.   (  bm+b'n=b''p,   .,  ,  .    ,^ .  .    l  m  =  c'V'-b'c'' 
(5)  i        ,^        ,;' d'où  je  déduis  ï  ,.,      ,„ 

en  posant  p^bcf  — cf. 
On  obtient  ainsi  : 

_  d\dV'^Vd')'^(b(i''-'cV')'\^d\cV-'bc') 
^  a{^eb''--'bfd')'^a!{b&'—cV^^a'\cV-'bd) 

Je  puis  pareillement  supposer  qu'on  attribue  à  m,  n  et  /i 
des  valeurs  qui  annulent  les  coefficients  de  x  et  z,  et  Ton  a  : 

eùfOB%nip^=ad  — ca' 
Et  il  vient  : 

dm-^d'n-^d^p 

^^^^~bm  +  b'n^V'p 
""  b(dif — flV)  +  b'(a<f  —  caf)  +  b"{c'a  --a&y 
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Sofia,  dbfioimt  de  m,  k,  et  ^  de  manièM  i  «wder  1m 
OMOeieiiU  de  X  et  j' ,  ce  «{oi  donnae  ( 

en  posant  p=-0V  — U 
On  obtient  : 

3.  Ces  yaleors  générales  de  x,  y  et  z^  substituées  dans  les 
équations  (1),  (2)  et  (3) ,  jouissent  toujours  de  la  propriété 
de  les  vérifier  analytiqnement.  Maisi,  d'après  les  râleurs  par- 
ticulières attribuées  au3c coefficients ^x,  fr,  t^  d^ d^  b\,..  odles 
des  inconnues  x,^  et  z,  peuvent  affecter  diverses  formes, 
suivant  que  les  équations  sont  compatibles,  distinctes,  in- 
compatibles, ou  conséquence  les  unes  des  autres.  Ce  que  je 
me  propose,  dans  cette  àfaotsifc»,  c^est  d'établir  des  carac- 
tères d'après  lesquels  on  puisse,  dans  tous  les  cas,  déduire 
la  signification  des  équations  (1),  (2)  et  (3)  éss^iviMn  trou- 
vées pour  x,^  et  z,  en  y  joignant ,  au  besoin ,  celles  des  in- 
connues auxiliaires  m,  n  dp.  Je  distinguerai  plusieurs  cas  : 

Premier  ce».  Jfe  «upposeruâ^abord  qu'aucme  des  valeurs 
inconnues  auxiliaires  >n,  n  ou/?,  ne  soit  égale  à  zéro  dans 
thacutt  des  systèmes  (5),  (7)  et  (d).  Il  peut  arriver  alors  que 
tes  vdeurs  générales  ifte  ^,  >-  et  z  soient  toutes  les  trob  finies 
et  déterminées,  infinies  ou  indéterminées. 

4.  r  Je  suppiose  que  les  valeurs  de  m,  n  etj»,  déduites  des 

deux  équations  {  »—  v/  °®  vérifient  fàsamdi'M^:t^"p^ 

le  dénominateur  commun  ia  valeurs  4è  :st,y  et  z  sera  dif- 
férent de  zéro,  et  les  valeurs  de  ces  inconnues  seront  toutes 
les  trob  finies  et  déterminées.  Les  trob  équations  proposées 
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seront  dislinctes  et  eompatiblos.  Si  les  Talears  desineomraM 
sont  positives,  elles  répondront  générakm$iU  à  la  qoertioa 
dont  les  équations  sont  Ift  tradaction  algébrique  ;  à  moins , 
toutefois  »  que  cette  question  ne  renferme  quelques  conditions 
non  exprimées  dans  les  équations,  et  auxquelles  ne  puissent 
satisfaire  les  valeurs  trouvées  pour  les  inconnues,  comme 
serait,  par  exemple,  oeliede  n'admettre  que  des  valeors 
entières,  lorsque  Ton  trouveratt  pour  jt,  ^  el  s  des  nombres 
fraclionnaires.  Si  uno  ou  plusieurs  de  ces  valeurs  sont  né-^ 
gatives,  on  sait  que,  prises  toutes  positivement,  elles  con-» 
viendront  généralement ,  non  à  la  question  tdle  qu'elle  a  été 
mise  en  équation,  ma»  à  cette  question  modifiée  dans  son 
énoncé ,  ou  simplement  mise  autrement  en  équation ,  de  telle 
manière  que  l'on  obtienne  de  nouvelles  équations  diffirant 
de  edles  qu'on  a  résolues  par  le  signe  de  tous  les  termes  qui 
renferment  ceQes  des  inconnues  qui  ont  été  trouvées  né^ 
gatives. 
5.  ^  Si  les  valeurs  de  m,  n  eip,  tirées  des  deux  équations 

j  mb  +nb'=pl^  Tériflent  aw+«'««i/iis«,  et  M  vMleirt 
I    me  -f-  7tc  =pc^ 

pas  la  relation  md'\-nd'=:pd!\  les  valeurs  de  ;r,  ^  et  z 
seront  infinies  toutes  les  trois  ensemble.  Alors  les  éqpatî<»is 
(1),  (2)  et  (3)  seront  incompatibles ,  car  l'équation  (4),  qui 
peut  être  substituée  à  l'une  d'elles ,  devient,  quund  on  y  rem- 
place m,  n  et  p  par  leur  valeur 

équation  absurde  d'après  l'hypothèse.  Ainsi,  les  équations 
proposées  sont  ineompatiides  tooiim  trois  enseudiie  ;  mais  je 
dis  fu'sifes  iofU  eowipaêibUê  deux  à  énuD^  tt  fémmni,  fwr 
ecntéqueni^  Éroii  miMmm  dMnet$  chaam  de  deux  égmêimèê 
e€ÊHfn1illm el  indéimnkiétt.  Snefet,  en  ne  oonsidéraDiqw 
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les  équations  (1)  et  (2),  par  exemple,  on  eo  tirera;  après 
avoir  posé  d—Ar=*,  etcP— ^a:=^ 

kd^cV    .         bV^kV 


y  —  be^-^cV  ®*  ^  ""  bd ^cy 


Yalenrs  néoessairemeot  unies  et  déterminées ,  quelle  iine 
soit  x^  puisque  bd—cb\  qui  est  la  valeur  de  f  dans  le  ^- 
tème  (5) ,  est  supposée  différente  de  zéro.  On  verrait  de  ménie 
que  les  équations  (1)  et  (3),  puis  (2)  et  (3),  forment  des  sys- 
tèmes compatibles.  Mais  chacun  de  ces  systèmes  ne  renfer- 
mant que  deux  équations ,  et  comprenant  trois  inconnues, 
admet  une  infinité  de  solutions. 

6.  3"*  Je  suppose,  enfin,  que  les  valeurs  de  m,  n  eipj  dé- 

duites  de  I  ,        n  vérifient  aussi  à  la  fois  les  deux 

rdatiODS  am^€in=:pa!'  et  dm-\-d'ns:zpdl\  les  valeurs  de 

x^y  eiz  seront  toutes  trois  de  la  forme  -;  je  dis  que,  dans 

cette  hypothèse^  Vune  de$  équations prùposéei  ura  conséçicenee 
des  dmx  autres ,  et  que^  par  conséquent ,  le  système  proposé  se 
réduira  àun  seul  sf/stème  de  deux  équations  entre  trois  in- 
eonnues.  En  effet ,  l'équation  (4)  pouvant  toujours  être  sub- 
stituée à  (3),  par  exemple ,  on  aura ,  au  lieu  du  système  pro- 
posé, les  équations  (1)  et  (2),  et  0.j:-{-0;r  +  ^«^=0;  cette 
dernière  équation  étant  vérifiée  évidemment  par  tout  sys- 
tème de  valeurs  de  ar,^  et  z ,  qui  vérifient  (1)  et  (2} ,  est  une 
conséquence  de  celles-ci ,  et  par  conséquent ,  il  ne  reste  que 
les  équations  (I)  et  (2) ,  entre  les  trois  inconnues  x,  y  et  z. 
On  verrait ,  d'ailleurs ,  comme  au  numéro  précédent ,  qu'elles 
sont  compatibles. 

T.  Les  équations  (1),  (2)  et  (3)  peuvent  toujours  être  con* 
sidérées  comme  représentant  trois  plans  ;  les  valeurs  géné- 
rales de  X,  j^  et  z  sont  les  coordonnées  de  leur  ptÂni  d'intw- 
section.  Dans  la  première  hypothèse ,  celle  de  jt,  ^  et  z  finies 
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et  déterminées ,  les  trois  plans  se  coupent  en  un  même  point, 
lequel  est  le  sommet  d'an  angle  trièdre,  dont  les  (rois  plans 
donnés  sont  les  trois  faces. 

Dans  la  deuxième,  celle  de  Xj  jr  ei  z  infinies,  les  trois 
plans  ne  se  coupent  pins  en  un  même  point,  mais  ils  se 
coupent  deux  à  dcax,  suivant  trois  droites  parallèles  ;  ils 
forment  ensemble  un  prisme  triangulaire. 

Enfin,  dans  le  cas  de  x,x  et  s  de  la  forme  -,  les  trois  plans 

se  coupent  suivant  une  seule  et  même  droite,  laquelle  est 
complètement  déterminée  par  deux  quelconques  des  plans 
qui  la  contiennent. 

7.  Deuxième  cas.  Je  suppose  nulle  une  seule  des  yaleurs 
de  m,  n  onp,  dans  un  seul  des  systèmes  (5),  (7)  ou  (9).  Soit 
par  exemple /?=fr</  —  c6'=0»  dans  le  système  (5).  On  ne 
pourra  plus ,  dans  cette  hypothèse,  substituer  l'équation  (4) 
à  Tune  quelconque  des  équations  (1)^  (2)  et  (3).  Car  l'hypo- 
thèse/tiso  en  fait  une  combinaison  des  deux  seules  équations 
(1)  et  (â).  C'est  qu'efTectivement  ces  deux  équations  sont  suf- 
fisantes pour  faire  connaître  x;  car,  de  b& — cV=zOy  on 

y      c' 
déduit  b^=brei  c'=scr,  en  posant  t-=  -=''»  et,  par  la 

substitution  de  ces  valeurs,  Téquation  (2)  devient  a'x + 
r{bjr+cz)=sd,  laquelle,  combinée  avec  (1) ,  donne  immé« 

dr—a 

diatement  x=i :«  valeur  finie  et  déterminée.  En  effet, 

or — a 

ar^-a'^ — ^ — ,  quantité  essentiellement  différente  de 
o 

zéro,  puisqu'on  suppose  la  valeur  de/>  du  système  (9)  diffé- 
rente de  zéro. 

Les  valeurs  de^  et  z  sont  aussi  finies  et  déterminées,  car , 
si  l'on  remplace  x  par  la  valeur  précédente  dans  les  équa- 
tions (i)  et  (3),  elles  deviennent  de  la  forme  bx  +  czz=k 

et   iry^é'z  =  k\   et  l'on  en  déduit  j^=  ^^,,_^^?,  et 
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2=7-77— -777  valeurs  nécessairement  finies  et  déterminées, 

bc' — ci"  ' 

puisque  Ton  suppose  la  valeur  de  n  du  syst^e  (5)  différente 
de  zéro. 

Si ,  d'ailleurs,  on  introduit  Thypotiièse  bd=cV  et  V=  bnf 
ss  cr  dans  la  valeur  générale  des  inconnues,  on  a  d'abord 

dr[cV''^bd')+d{1)c"^cb'') 

_  (^<r— <f)(gy'~&0  ^  dr—d' 
~(ar—ûl)  {cV'-^bd')'^ ar^iji' 

Quant  à  celles  de  j^  et  z,  leurs  numérateurs  n'éfurouvent 
aucune  modification  importante,  mais  leur  dénominateur 
oonunun  devient  {ar—a!)  {bd'-^cb'')^  et  ne  peut  être  nul, 
puisque  chacun  des  facteurs  ar-^a!  ft  bc''  —cb^\  est  supposé 
différent  de  zéro. 

Ainsi ,  dans  cette  bypothése,  les  valeurs  dex^jretzyçui 
vérifient  U$  équations  (1),  (2)  et  (3),  sont  finies  et  déterminées  i 
les  équations  sont  distinctes  et  compatibles ,«  elles  représentent 
trois  plans  qui  se  coupent  en  un  même  point. 

8.  Troisième  cas.  Je  suppose  nulles  deux  des  valeurs  de 

m,  n  onpj  dans  un  seul  des  systànes  (5),  (7)  ou  (9).  Soit, 

par  exemple,  m3c0et/?  =  0  dans  (5);  de  bc^=cb'cib'cf' 

^(fb\  on  déduit  bb'de''=^cb'e'V'  ou  b(fz=cb",  et  partant, 

on  a  aussi  n=o  dans  le  même  système.  Dans  cette  hypothèse, 

Féquation  (4)  n'offre  aucun  sens,  et  la  valeur  générale  de  x 

0 
est--,  tandis  que  celle  de  j^  et  s  se  présentent  sous  la  forme 

de  jr  ou  de  oo* 

Pour  interpréter  ces  valeurs,  remontons  aux  équa- 
tions proposées  et  observons  que  l'on  a  fr'cs&r,  cesser, 

V      é  V      c' 

V'=r^b  et  c'^srr'c,  en  posantr  =  -  =  rel-r-as—  =  r'. 
^  b       c  b        c 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  (â)  et  (3) ,  le 
système  proposé  devient  : 
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(là)  ^x  +r{fy'\'çz)=a    oabien  a'a:  +  iv=rf' 
(3)  *"*+r'(Ar+<»)  =  rf"  «"jT+^Mç^rf" 

En  poMot^  pour  abréger  »  p= j^+cz. 

On  peut  éliminer  u  ou  ^  et  z,  soit  entre  (1)  et  (3),  soit 
entre  (I)  et  (3) ,  soit  enfin  entre  (2)  et  (3)  ^  on  obtieiit  ainsi 
les  trois  TBlenrs  de  s  -. 

^r^d^d" 

Lesquelles  sont  néoessairement  finies  et  déterminées.  Car 

on  a  ar — a'  =  — r ,  et  celte  quantité  ne  peu  être  nulle, 

o 

puisque  nous  supposons  la  yaleur  dep  du  système  (9)  diflé- 

rente  de  zéro.  On  verra ,  de  même,  que  les  dénominateurs 

des  deux  autres  valeurs  de  x  ne  peuvent  être  nuls. 

A-  cbacnne  de  ces  trob  valeurs  de  j:  ,  on  devra  joindre  une 
infinité  de  valeurs  dey  et  z,  astreintes  à  la  seule  condition 
de  vérifier  Téquation  en  y  et  «  résultant  de  la  substilation 
de  jc  dans  la  troisième  éqnatlon  da  système  proposé.  Ainsi  » 
e»  qvtème  se  décomposera  dans  les  trois  soi? ants  s 


rd—d! 
*y+<»s5=«'»  en  posant  p=4^a y 


«r+«=^.  en  posant  f/«;:--;p^3-2^ 
hy^cz=^\  en  posant  enfin  i/'«--.-^A___y, 
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Ainsi ,  [dans  cette  hypothèse ,  les  irais  équations  proposées 
soni  incompatibles  toutes  trois  ensemble^  mais ,  en  hs  réunù- 
sant  deux  à  deux,  on  a  trois  systèmes  de  deux  équations  com- 
patibles. Elles  représentent  trois  plans ,  qui  se  coupent  deux 
à  deux ,  suivant  des  droites  parallèles ,  et  de  plus  parallèles 
au  plan  des  (^,  2). 

9.  Il  peut  arriver  que  ces  trois  systèmes  soient  distincts, 
ou  se  confondent  en  un  scnl.  En  effet  ^  les  trois  valeurs  pré- 
cédentes de  X  seront  toutes  trois  différentes ,  ou  bieo  toutes 
les  trois  égales  entre  elles,  car,  en  galant  une  de  ces  râ- 
leurs successivement  h  chacune  des  deux  autres ,  on  trouve 
la  même  condition  : 

d'a'-'a;d''+riad"—da")  +  ,'{da'-^ad)  =0. 

Si  y  en  supposant  cette  relation  satisfaite ,  on  y  remplace  r 
et  H  par  leurs  valeurs,  on  trouve  : 

ou    c^da" '^a'd")  +  cf{adr^da")+e^{da'—ad)=:0, 

quantités  qui  ne  sont  autres  que  les  numérateurs  des  Taleors 
générales  dey  et  z.  Or ,  nous  savons  que  le  dénominateur  de 
ces  mêmes  valeurs  est  nul  j  donc  les  trois  systèmes  précédents 
seront  distincts  ou  se  réduiront  â  un  seul^  suivant  que  les  va-- 

leurs  de  y/  et  z  (8)  et  (lO)^  seront  de  la  forme  ao  oude  celle  ~. 

Dans  le  premier  cas,  on  aura  trois  droites  distinctes ,  et,  dans 
le  second^  ces  trois  droites  se  confondront  en  une  seule. 

10.  Quatrième  cas.  Je  suppose  qu'une  seule  des  valeurs 
de  m,noup  soit  nulle  dans  deux  des  systèmes  (5),  (7)  ou  (9)  ; 
soit,  par  exemple,  /7=:0  dans  (5)  et  (7),  on  aura  bc'=cV 
tiad=:ca\  d'où  résulte  ab^z=ba\  et  partant  la  valeur 
p  sera  aussi  nulle  dans  le  système  (9).  Si  Ton  pose 
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réqaation  (4)  devient  (//*+  '*'')  {ax+by  4-^*— ^)  =  0j  la- 
quelle est  identiqae,  quelles  que  soient  les  valeurs  qn'on 
attribue  kx^yoAz  puisqoe  les  valeurs  de  m  et  n,  de  chacun 
des  systèmes  (5),  (7)  et  (9),  satisfont  à  la  relation  in+nr=0. 
Si ,  dans  Féquation  (2) ,  on  remplace  a\  V  et  c'  par  les  va- 
leurs flr,  frret  cr,  on  a  riax-^-by  +  ez)=itl ^  équation  qui 
est  incompatible  avec  (1),  on  qui  en  est  une  conséquence,  sni- 

vant  que  ^  égale  on  n'égale  pas  d.  Par  suite  de  ces  mêmes 

hypothèses ,  les  valeurs  générales  de  x^  y  eiz  deviennent 

__  djU'd'-'d'b')  +  éS{bé'—cV') 
^  ~  a{b''d—à'y)  ^a^b^'-^cb") 
__  (bd^-^cbf)  [d-^dr)  d!-- dr 
""  {bd'—cl/')  (a'-ûr)  ~"  rt'  -  ar 

_d{c'a''—a!c")  +  d' {ad'— cul') 
^  ~  b{dà'-^a!c')  +6'(ac"— ca") 
_  {dr-^d)  [ca"  -  ac")  _  dr-^  d 
""  (6r—  br)  (cd'—ac")  ~      0 

_  d{Vd'--a'y')  +  d{aV'—  ba") 
*  "" c{b'a"—a'b")  +  cf{ab^'—ba") 
_  dr-^d)  (bal^—ae')  _  dr-^d 
—  (cr— cr)(W— ^lô")""       0      ' 

valeurs  toutes  trois  infinies,  si  d  est  différent  de  dr^  c'esl^- 
dire  si  les  équations  (1)  et  (2)  sont  incompatibles,  et  toutes 

trois  de  la  forme  -,  si  drzs^d^  ou  si  (1)  et  (2)  sont  consé- 
quences l'une  de  l'autre. 

Dam  le  premier  cas,  chacune  des  équaiùms  (1)  et  (2) , 
jointes  d  réquaiion  (3) ,  forment  deux  systèmes  compatibles  et 
distincts.  En  effet,  si  Ton  attribue,  dans  (I)  et  (3),  par 
exemple^  una  valeur  quelconque  à  x,  on  aura 


valeurs  nécessairement  finies  et  déterminées ,  puisque  la  va- 
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leur  de  n,  dans  le  système  (5),  est  supposée  différeale  do 
léro.  On  yerrait  de  même  que  les  équations  (â)  et  (3)  fonneiit 
un  système  compatible.  Ces  deui.  systèmes  se  réduiront  à  un 
seul,  si  les  équations  (1)  et  (2)  sont  oonséquence  l'une  de 
l'autre.  Donc,  dans  Thypothèse  présente»  let  équtUUms  (1), 
(â)  et  (3)  9e  réduiêmi  à  deux  système  de  deux  éqtêaiiomc^ 
paiiblee  ei  diiUnetee,  ou  bien  â  un  seul  9jf$téme,  SMmml  quê 
les  valeurs  générales  des  inconnues  sont  infinies  ou  indéter- 
minées. Elles  représentent,  dans  le  premier  cas ,  trois  phns, 
dont  deux  sont  parallèles ,  et  coupent  par  conséquent  le  troi- 
sième suiTant  deux  droites  parallèles;  dans  le  deuxième  cas, 
les  deux  plans  parallèles  sont  confondus  en  un  seul. 

11.  Si,  ayec  les  trois  valeurs  de/»  nulles,  on  suppose  fit=0 
dans  (5),  il  en  résulte  n=0 ,  et  les  valeurs  de^  et  z ,  tirées 
de  (1)  et  (3),  sont  infinies,  quelle  que  soit  la  valeur  attri- 
buée à  X.  Mais  on  verrait  aisément  que  les  valeurs  de  x  et  s, 
par  exemple,  pour  une  valeur  quelconque  attribuée  à  j^, 
seront  finies  et  déterminées.  C'est  qu'alors  les  intersections 
du  troisième  plan ,  par  les  deux  premiers ,  sont  parallèles  au 
plan  des^,  z.  On  verra ,  comme  au  numéro  précédent ,  que 
ces  deux  droites  sont  distinctes,  ou  se  réduisent  à  une  seule, 
et  que ,  par  conséquent^  le  syUème  des  équatùms  proposée$  se 
réduit  à  deux  systèmes^  ou  dun  seul  système  de  deux  équor 
tionsy  suivant  que  les  valeurs  générales  des  inconnues  seront 

de  la  forme  oo  ou  - . 

IS.  Cinquième  ea$.  Je  suppose  enfin  que  les  valeurs  de 
deux  indéterminées  m,  n,/?  soient  nulles  dans  deux  des  sys- 
tèmes (5),  (7),  (9).  Soient,  par  exemple,  m  eip  nuls  dans 
(5)  et  (7),  on  aura  db"  =  b'cT  et  frc'  =cb'  avec  c^af'^aV, 
et  ad  ^cd.  On  en  déduira  bé'  =^cb\  aù"=ca\  Vd'=a!b\ 
a6"=  ba"  et  abf  ssba'y  et  partant  les  valeurs  des  auxiliaires 
m,  n  eljp  seront  toutes  nulles  dans  les  trois  systèmes  (5),  (7) 
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et  (9).  Dans  ce  cas,  l'équation  (4)  devient  0.jr-|-0.y+0.z=0, 
et  n'oiEre  aucun  sens. 

Quant  aux  yaleurs  générales  des  inconnues ,  elles  se  pré- 
sentent toutes  éridemment  sous  la  forme  de  -.  Or,  on  peut 

a'     V      c'  d'       h"      c' 

poser  —5=5-.  =s  -=r  et —  =  -^  «  —  =  r',  et  si  Ion  rem- 
^         a      b       c  a         b        c  ^ 

place,  dans  les  équations  (2)  et  (3),  a\  V  et  c\  d\  V  et  d\ 
par  leurs  yaleurs  en  r  et  /,  on  aura  : 

(1)  (aX'{^by-{-cx)=d 

(2)  r{ax+l^'\'Cz)^d: 

(3)  /^(ax+6j^+cz)=£/" 

pour  le  système  proposé ,  et  Ton  voit  que  généralement  ces 
trois  équations  sont  soit  incompatibles  toutes  trois  ensemble, 
soit  deux  à  deux,  d'une  manière  quelconque.  Toutefois^  si 
l'on  avait  r<2= «i^,  la  première  et  la  deuxième  seraient  iden- 
tiques; la  première  serait  identique  avec  (3),  si  l'on  avait 

^r^=  d\  et  enfin  elles  seraient  toutes  trois  identiques  ensem- 

d!     d* 
ble  si  Ton  avait  rfs=  ~  =  --j.  Ainsi ,  dans  ce  cas,  les  trob 

r         r 

équations  seront  incompatibles  entre  elles  ou  se  réduiront  à 
deux  équations  incompatibles,  ou  enfin  elles  se  réduiront  à 
une  équation  unique  entre  trois  inconnues,  les  deux  autres 
étant  une  conséquence  de  celle-ci  ;  elles  représentent  trois 
plans  parallèles,  et  il  peut  arriver  que  deux  de  ces  {dans, 
on  même  que  tous  trois  se  réduisent  à  un  seul. 

13.  En  résumé,  un  système  de  trois  équations  du  premier 
degré  entre  trois  inconnues,  offrira  nécessairement  l'une  des 
combinaisons  suivantes  s 

l""  Ces  trois  équations  seront  compatibles  et  distinctes  lors- 
que les  valeurs  générales  des  inconnues  seront  finies  et  déter- 
minées ;  les  valeurs  des  auxiliaires  m,  n  et  /?  étant  toutes 
différentes  de  tèto ,  ou  une  seule  étant  nulle  dans  un  seul 
des  systèmes  accessoires. 
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2°  Les  trois  cqualions  seront  incompatibles  toutes  trois  en- 
semble, mais  compatibles  deux  à  deux,  et  formeront  par 
conséquent  trois  systèmes  distincts  de  deux  équations  compa- 
tibles et  indéterminées  lorsque  les  yaleurs  générales  des 
inconnues  seront  infinies,  les  auxiliaires  étant  toutes  diflë- 
rentes  de  zéro  -,  ou  bien  encore  lorsque  Tune  des  yaleurs 
générales  des  inconnues  étant  indéterminée ,  et  les  autres 
infinies,  les  valeurs  des  auxiliaires  seront  nulles  toutes  trois 
ensemble  dans  un  même  système  accessoire ,  et  différentes  de 
zéro  dans  tous  les  autres. 

3®  Une  des  trois  équations  sera  incompatible  ayec  une  des 
deux  autres,  mais  ces  deux-ci  (celles  qui  sont  incompatibles 
entre  elles)  seront  compatibles  chacune  avec  la  troisième ,  et 
partant  le  système  proposé  se  réduira  à  deux  systèmes  compa- 
tibles et  indéterminés  lorsque  les  valeurs  générales  des  in- 
connues seront  toutes  infinies,  cl  qu'en  même  temps  la  valeur 
d'une  des  auxiliaires  sera  nulle  dans  les  trois  systèmes  acces- 
soires ,  les  autres  étant  toutes  différentes  de  zéro ,  ou  encore 
deux  de  celles-ci  étant  nulles  dans  un  deuxième  système 
accessoire. 

4''  Une  des  trois  équations  sera  conséquence  des  deux  au- 
très ,  et  partant  le  système  proposé  se  réduira  à  un  seul  sys- 
tème de  deux  équations  compatibles  et  indéterminées,  lorsque 
les  valeurs  générales  des  inconnues  seront  toutes  trois  indé- 
terminées ,  que  les  valeurs  des  auxiliaires  soient  toutes  diiK- 
renles  de  zéro ,  ou  bien  que  seulement  quelques-unes  d'entre 
elles  ne  soient  pas  nulles.. 

50  Enfin  les  équations  seront  toutes  trois  incompatibles 
deux  à  deux,  ou  bien  conséquence  l'une  de  l'autre,  et  for- 
meront par  conséquent  trois  systèmes  distincts  d'une  seule 
équation  à  trois  inconnues,  lesquels  pourront  se  réduire  à 
deux  )  ou  même  à  un  seul ,  lorsque  les  valeurs  générales  des 
inconnues  seront  toutes  trois  indéterminées  9  et  qu'en  même 
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temps  les  valean  des  auxiliaires  seront  Dolles  toutes  à  la  fois 
dans  les  trois  systèmes  accessoires. 


SUR  LBS 

FOYERS  DES  COURBES  D'INTERSECTION 
De  deux  surfaces  du  second  degré. 

VAH  B.  CATAIiAir. 

Si  roo  appelle  foyer  d'ane  courbe  dans  Tespaoe,  un  point 
tel  que  sa  distance  à  un  point  quelconque  de  cette  courbe  soit 
une  fonction  entière,  du  premier  degré,  des  coordonnées  de  ce 
dernier  point  ;  on  peut  se  proposer  de  chercher  dans  quel  cas 
Tintersection  de  deux  surfaces  du  second  degré  a  des  foyers. 

Représentons  par  a,  p,  7  les  coordonnées  rectangu- 
laires du  foyer  cherché ,  et  par  x,  jr^  ^9  celles  d'un  point 
quelconque  de  la  courbe;  nous  devrons  avoir,  pour  tous  les 
points  de  la  courbe  dMntersection , 

Or^  cette  équation  (1)  peut  être  regardée  comme  une  con- 
séquence des  deux  équations  : 

lesquelles  représentent  respectivement  une  sphère  de  centre 
fixe  et  de  rayon  variable,  et  un  plan  parallèle  à  un  plan  donné  ; 
conséquemmeot ,  celte  équation  (1)  représente  une  sur-- 
face  de  révolution  sur  laquelle  doit  se  trouver  la  courbe  donnée. 

Il  faut  donc,  pour  que  rintersection  de  deux  surfaces  du 
second  degré  puisse  avoir  un  foyer,  que  celle  intersection 
soit  située  sur  une  surface  de  révolution ,  du  second  degré. 

Cette  condition  nécessaire  est  suffisants  ^  car  il  est  évident 
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qae  la  soifaoe  engeodrèe  par  une  conique  tomroant  antoar 
de  Taxe  focal,  a  pour  foyera  ceux  de  la  seetion  méridieiiiie. 
La  question  ci-dessus  est  donc  ramenée  à  cette  antre  : 
Dans  quel  cas  Vintersection  de  deux  surfaces  de  second  degré 
appartient-elk  à  une  surface  de  révolution  du  second  degré  ? 

Si  Ton  prenait  les  équations  des  deux  sorfiioes  sons  la 
fomie  la  pins  générale ,  on  arriTerait  tràs-péniblement  à  la 
condition  cherchée;  pour  simpliGer^  on  peut  supposer  que 
Tune  des  deux  équations  est  ramenée  à  la  forme 

(2)  Ax'+Ay'+AV-|-2Cr+D  =  0, 
l'autre  étant 

(3)  ax'+ay'+a''2'+»j-2;+26'»+26''ay+2«+2c>4. 

+2c"z+rf=0. 
L'intersection  des  deux  surfaces  devant  être  sitnëe  sur 
nue  surface  de  révolution,  il  doit  exister  nn  factenr  X  tel,  que 

(4)  (XA+fl)a:'+(XA'-K)/+(XA"+aV+26y«+2i'xs+ 

+26"x^+2(XC+c)a:-f  2c>-j-2c''z+(XD+</)  =  0  ,| 
représente  cette  surface  de  révolution. 

En  employant  les  deux  équations  de  conditions  connuesH^ 
éliminant  X ,  et  développant,  on  trouve 

+A'[«-«'+r(»-»:)]=..       (5) 

Telle  est  la  relation  cherchée. 

Celte  relation  étant  peu  susceptible  d'une  interprétation 
géométrique,  il  vaut  mieux  supposer  que  les  deux  surfaces 
données  se  coupent  en  effet  suivant  nne  courbe  tracée  sur 
une  surface  de  révolution,  et  prendre  pour  axe  des  z  l'axe 
de  rotation ,  ou  seulement  une  parallèle  à  cet  axe. 

(')  Analyse  appliquée  de  Leroy ,  3«  édlt.,  p.  300, 
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n  faudra  qu'il  existe  entre  les  coefficients  des  relations  telles, 
qae  l'éqaation 

(XA+a)x'+  (>A'+flV  +  (>A"  +a")z'+ ...  =0     (8) 

représattttt  une  surface  de  réfolation  autour  d'une  droite 
parallèle  à  Taxe  des  2.  Ceci  exige  que 
U.+a^}A'+4i\  XB+*=0,  àB'-f^=0,  )£''+i^'=r=0; 
dM  l'en  condut  généralement 

b  _b'  _b"  _a^ei 
B~K""F'""A=7-  ^^^ 

Si  donc  deux  surfaces  de  second  d^ré  jouissent  de  la  pro- 
priété énoncée ,  il  dcTra  arriver,  m  général,  que  les  équa- 
tions de  ces  deux  surfaces  puissent  être  ramenées  à 

Ax*+A>'+AV+2Bj^z+2Ii'xz+2B"x^+2Gr+2Cy+ 
+  2C"z  +  D=0, 

<A+*);c'+(A'+^jLr•+^V4-2lîrM-aB'»^-iB''*r+scl?+ 

+2e'y+2c"z+d=Q. 

Si,  dam  ces  formules  (9)»  trois  des  rapporto  sont  --,lequa- 

trième  rapport  est  égal  à — X  ;  et  les  deux  surfaces  jouissent 
de  la  propriété  demaudée.  Ainsi,  en  particulier, 

Sideus  suirfaee$  du  second  degré  atU  leurs  plans  priticipaux 
parallèles  chacun  d  chacun^  leur  inkrseciion  est  ToojoirRs  sur 
uns  surface  de  révolution. 

Cala  fait  yair,coBWieraéuoacéJacolri(*),q«ec*<yisJ>^ 
de  courbure  tun  ellipsoïde  a  deux  foyers,  etc. 

O  Lioarille,  XI,  337. 
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J'ai  laûsé  de  c6té  aae  circonstance  qa'il  est  bon  de  noter. 

On  sait  qu'à  une  ellipse  donnée  correspond  tonjours  ane 
hyperbole,  dont  le  plan  est  perpendîcnlaire  à  celui  de  Tel- 
lipse ,  et  qui  est  telle,  que  chacun  de  ses  points  est  un  foyer 
relativement  à  la  première  courbe;  c'est-à-dire  que  la  dis- 
t^ce  d'un  point  quelconque  de  Tellipse  à  un  point  quel- 
conque de  rhyperbole  est  une  fonction  rationnelle  des  coor- 
données du  point  pris  sur  l'ellipse.  Par  analogie ,  on  pourrait 
supposer  que  l'intersection  d'un  ellipsoïde  de  réTolution  avec 
une  surface  du  second  degré  a  des  foyers  autres  que  ceux 
de  l'ellipse  méridienne;  on  pourrait  supposer  même  qu'à  une 
courbe  quelconque  tracée  sur  un  ellipsoïde  de  révolution , 
correspond  toujours  une  courbe  focale. 

Il  est  facile  de  voir  que  ces  suppositions  ne  seraient  pas 
fondées. 

Considérons ,  pour  un  instant,  une  ellipse  et  son  hyper- 
bole focale.  Lorsque  ces  deux  courbes  tournent  autour  de 
leur  axe  commun  y  elles  engendrent  respectivement  un  ellip- 
soïde et  un  hyperboloïde  de  révolution.  Si  l'on  prend  un  point 
particulier  sur  l'ellipsoïde ,  il  aura  pour  ligne  focale  l'hyper- 
bole déterminée  par  un  plan  méridien  perpendiculaire  à  celui 
qui  passe  en  ce  point. 

Pour  un  autre  point  de  l'ellipsoïde,  non  situé  sur  le  mé- 
ridien, il  y  aura  une  autre  hyperbole  focale,  et  ainsi  de 
suite. 

Il  suit  de  là  que  si  Ton  trace  une  ligne  quelconque  sur 
l'ellipsoïde,  le  lieu  des  foyers  relatifs  aux  divers  points  de 
cette  ligne,  sera  l'enveloppe  des  hyperboles  correspondant 
à  ces  divers  points  :  or ,  toutes  ces  hyperboles  n'ont  que  deux 
points  communs,  savoir,  les  sommets  réels  de  l'hyperbolOlde. 
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ADDITIONS 

au  théorème  de  M.  Paul  Serret  (p.  359), 

VAH  S.  CATAULV. 

Je  conserve  les  mêmes  notations. 
/  Si  Ton  retranche  membre  à  membre  les  éqaations  qni  re- 
présentent (AB,  CD)  et  (abj  cd),  on  obtient 

{d)    Ay+CB"— B+B')x^  +  CV+D'y  +  E*+P=p. 

C'est  réqnation  d*ane  conique  qui  passe  parles  points  AB,ad, 
AKbc,  GD.oJ,  CD.bCy  AD.a6,  BG.afr,  AD.c^,  BC.cd. 

On  trouve  ensuite  facilement  que 

1*"  Les  points  communs  à  (c)  et  {d)  et  les  points  A,  B,  C,  D 
sont  situés  sur  une  même  conique,  représentée  par 

Ar'-f(2B'  -  B)a:r+(2C'— C)x»  -f  D^ +(2E'-E)x+F=0  ; 

2^  Les  points  communs  à  (e)  et  {d)^  et  les  points  a,  b,  c,  d 
étant  situés  sur  une  même  conique  représentée  par 

(2A"— Air'+  (2B"— B)jr:r +0^*  +(2D"— D)^+Er+F=0. 

DIVISION  NUMÉRIQUE  ORDINAIRE 
fadlUée  par  les  compléments  (Grclle ,  t.  XIII ,  p.  209, 1835). 

i .  Premier  procédé.  Soit  D  le  diviseur,  q  le  chiffre  du  quo- 
tient ^  et  R  le  reste  précédent  ;  le  reste  suivant  est  R  —  ^D; 
or,  on  a  TidenUté  R— yD=R+ j^CiO*— D)— jrlO*,  nétant 
le  nombre  total  des  cUffirts  de  quotient ,  10"-*D  est  le  com^ 
plément  du  diviseur.  Au  moyen  de  cette  identité,  pour  obtenir 
Anh.  Dit  UKtntu.  vh  28 
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les  restes»  an  liea  de  iouiiraetions^  où  n'a  qoe  des  midUiau 

à  faire,  car  la  sonstraction  de  j.lO*"  s'opère  en  effiiçant  dn 

reste  le  premier  chiffre  à  gandie ,  et  si  le  complément  est 

moindre  qae  le  diTiscar»  les  mnltiplieations  sont  aosai  moins 

pénibles. 

^   2.  Second  procédé.  On  a  encore  l'identité 

R— yD=R4-î(p.lO»-*  — D)— 2p.lO«^S 

en  prenant  par  /^  le  cbiSire  surpassant  d'une  unité  le  pronier 
chiffre  à  gauche  da  diviseur,  alors jp.lO^^i — D  a  toujours 
un  chiffre  de  moins  que  le  diviseur,  ce  qui  facilite  les  malli- 
piîcatiôns;  et  la  soustraction  de  qpiO^r-^  s'opère  à  rue  sous 
les  deux  premiers  chiflires  à  gauche  du  reste.  —Nous  sup- 
primons les  explications. 

RECTIFICATION 
d^wu  formule  diàiome  II  des  AnmUeêf  jM^ff  508, 

PAR  M.  A.  HAXXXEOOOaT, 

OnlitS"V=:(^— a:)^+....=:iim(SV+Ss|,)— 

Or,  chaque  quantité  y '^,  par  exemple,  n'est  répétée 
qu'autant  de  fois  qu'O  7  a  de  racines  dans  Téquation  en  x, 
savoir  m  fois;  do  même  chaque  x^  est  répété  n  fois  ;  donc 

2(y^+r''^....+^C»)2p+'^'''--.  +  *'^'*^^)  vaut  seulement 
mS^p-^  nS^pf  et  non  mn(S2p-t~'^2p)* 
Avant^^emiére  ligne ,  on  Ht 

mais  chaque  ^-'^  est  multiplié  seoIetBant  par  ix'"  oa  Sti  ;  donc 

5/jC*'r=S*S*i.... 
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et  par  suite 

2(y^'  +y'Jc') =»'A^  +  S'»,8k)  ; 

d'oùjeocmcliis 

S''«Pr=mS':^+/iS^-Ç(SViS.45%p-,)  +  ?2i^^  (  ) 
et  de  mène  pour  S^'^^^. 


SUR  LA  QUESTION  70*  (^oy.  p,  399), 


Si  Ton  veut  trouyer  la  somme  des  puissances  m^mei  des 
racines  oL^^,y**'  de  Féquation 

iJl  faut,  comme  Waring  Ta  montré  {Meditatùmes  algebraicœ , 
p.  1 ,  à  la  notation  près},  prendre  pour  Sm»a**+p"^»^T**+^+.•. 
une  somme  de  termes  compris  dans  la  formule 

On  doit  supposer 

f<ï+2*  +  3c+W  +  ...  +w  =  m  I 

go  ft-f.  c+rf-f ...  +  f'  =it  f  ^^ 

tf,  fr,  c,  <2...  défaut  être  positifs  ou  nuls. 

N.  B.  Si  ic =0,  m  s  a,  le  terme  doit  être  réduit  kp''  ;  M=l . 

Si  it  =  1 ,  le  terme  a  pour  coefficient  M  =  (—!)"»-«+*. 

Pour  ir  >  1 ,  on  appliquera  la  formule  (A),  en  ayant  soin 
de  donner  à  a^  6,  c...  toutes  les  valears  possibles  qui  salis- 
fbnt  aux  équations  (B). 

La  démonstration  de  Waring  revient  à  montrer  que  si  la 
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Taleor  de  S»  est  exacte  pour  les  indices  1,  2, 3...  A:  égal  m 
inférieur  à  n,  elle  Test  aussi  pour  on  indice  plus  grand ,  en 
rertu  de  la  formule 

Sjk+i  =pSk^qSk+  i  —  ... 
La  Térification  est  facile. 

Si  on  considère  l'équation  x" — ^jr-f-ff^^t  il  faudra 
dans  les  formules  de  Waring  poser  r= #=...  =  0 ;  alors, 
en  supprimant  les  racines  nulles ,  on  trouvera 

Dans  cette  formule,  il  faut  avoir  soin  de  prendre  pour  m — 2^ 
zéro  si  m  est  pair,  et  1  si  m  est  impair,  ce  qui  détermine /i. 

Si  Ton  ohange  p  en  a-fp  et  q  en  «p,  puis  a,  p,  m  en 
a^b,  n,où  aura  la  formule  lO'ieaNomelles  AmuUet,  t.  II, 
p.  337. 

Pour  l'équation  j^ — />x"  +  yj:  — r=rO,  on  trouverait 
une  formule  analogue ,  mais  susceptible  d'une  simplification  ; 
ainsi  l'on  aura  pour  un  exposant  impair  n  s  âi^ —  l 
aSf^i  +p2«-i  ^.^20-1  =p7^t  — Q2^|(;;y-r): 

Pour  un  exposant  pair 

Il  s'agit  de  trouver  la  loi  des  fonctions  entières  Q. 

On  fera  remarquer  ici  que  p=r:a+p-fy,  9=:ap+«7+P7, 

rrrapy   doUUent  /)?— r=  («+p)  (a-fy)  (p+y).  AiosI  l'OU 

aura 

On  reconnaîtra  que  la  fonction  Q^-i  est  une  fonction  enti^ne 
^  ^*i  P\  T**«*»  voici  un  moyen  particuUw  de  la  trouver  avec 
facilité. 
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Dans  le  déyeloppemcnt  de  {j:4-^  +  *)^'^''S  '^*  termes 
soDt  de  trois  espèces  ;  ils  renferment  1 , 2  ou  3  des  letlres  « , 
p ,  Y>  6^  comme  la  somme  des  exposants  est  impaire  =  2i^— I . 
un  seul  exposant  est  impair,*  ou  les  trois  sont  impairs,  de  sorlc 
que  Ton  peut  poser,  en  supposant  2(^—1=»  impair  : 

P,  Q,  R,  S  étant  des  fonctions  entières  de  j:»,^%  z*.  D'après 
cela, 

(X— ^  +  2)- =  xP  — j'Q  H- zR  —  x^zS 
(a:+^  — x7=xP+^Q  — zR  — :^2S 

d'où  il  suit  que  l'on  a  ^ 
Si  Ton  pose 

X— .^4-Z=:2p   I    d'où    l^rsa  +  V 

il  viendra 

(«+P+7r-«*+r+Y*+(«+»(='+v)(P+7).Jr5. 
en  représentant  par  S.  ce  qui  devient  S  quand  on  y  fait 

La  fonction  S  est  Tenscmble  des  termes  de  («r +>'+z)*,  qui 
contiennent  les  trois  lettres  x ,  j^,  s  avec  des  exposants  im- 
pairs 9  en  ayant  soin  de  diviser  cette  somme  par  xjrx.  Si  donc 
on  a  égard  au  coeiBcient  du  terme  x^  V ,  qui  est  égal  à 

l>2.8 n—i.n 

i.2..<ixl.2..6xl.2...c' 

a,  bf  c  étant  impairs,  on  trouvera  très-aisément  les  formules 
suivantes  : 


Digitized 


by  Google 


-^  430  — 

(a+P+7)5=a5+c5^5+5(«+P)  (a+y)  (jS+y)  [a'+f  >+/+ap+X7+P7] 

La  dernière  formule  a  été  employée  ayec  «accès  pour  dé- 
montrer rimpossibUité  de  l'équation 

On  est  ramené  à  une  éqoation  biquadratiquc 

dont  rimpossibilité  s'établit  par  une  méthode  très-élémen- 
taire» dont  je  donnerai  quelques  exemples  dans  un  autre 
article. 

L'impossibilité  des  équations  j:'-|-^'  =  z',  x^^y^s^z^ 
ne  se  prés^te  pas  aussi  facilement;  on  est  conduit  aux  équa- 
tions 

jP' +  3^' =  r' ou  4r^,  /?•— 5y*  =  r5  ou4r5. 

On  sait  les  résoudre  généralement,  mais  cela  exige  des  re- 
cherches préliminaires  assez  étendues  ;  les  formules  générales 
de  solution  conduisent  ensuite  assez  facilement  à  la  démons- 
tration de  l'impossibilité. 

Il  y  a  pour  cela  deux  modes  de  démonstration.  Le  pre- 
mier, dû  à  Fermât,  conduit  à  faire  voir  qu'étant  donnée 
une  solution  en  nombres  entiers  a,  b^  c,  on  en  déduirait  une 
autre  en  nombres  entiers  a',  b\  c*  plus  petits,  et  ainsi  de 
suite  à  l'infini ,  ce  qui  implique  contradiction. 

Le  second,  beaucoup  plus  simple,  conduit  à  faire  Toir 
que  de  l'équation  donnée,  on  en  déduit  une  autre  Ps=  Q»  qni 
est  impossible,  parce  qu'en  divisant  les  deux  membres  par 
un  nombre  convenablement  choisi ,  on  obtient  nécessairement 
des  restes  différents.  Cette  méthode  est  celle  de  non-con- 
gruence  ou  non-équivalence,  car  on  appelle  nombre?  con- 
grus ou  équivalents  pour  un  module  (diviseur  entier  positif 
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dcterminé,  ooux  qai,  dififlés  par  ce  Biûdiile,  *»iient  dm 
restes  égaux. 

Les  méthodes  employées  pomr  démontrer  VioipûisibUité  de 
réqnîvaleDt  a^-^.y^xz'^  lorsque  ii= a,  5,  7  ne  jatlent  qae 
trés-pea  de  jour  snr  le  mode  général  de.  démcmstralion.  Il 
reste  à  savoir  si  remploi  des  expressions  Imaginaires, 
formées  avec  des  racines  de  fonité  et  dites  nombres  cona- 
plexesy  dont  Tétude  est  fort  importante  d'ailleors,  est  bien 
de  natare  à  faciliter  la  démmistralion  da  théorème  de  Fermai, 
qai  a  an  sens  beaucoup  plos  restreint  qae  celai  qu'il  aurait 
si  Xjjr,  s  devenaient  des  nombres  dits  complexes  ;  le  théo- 
rème pourrait  même  avoir  liea  dans  ce  cas,  celui  de  Fermât 
étant  impossible. 

tioiê.  Le  profond  arithmologue  de  Bordeaux  travaillée  un 
traité  méthodique  et  complet  d'analyse  indéterminée  :  celle 
du  premier  degré  est  achevée  et  prête  à  paraître.  La  méthode 
réunit  la  rigueur  et  la  généralité  que  réclame  la  dignité  de 
la  science,  à  hi  clarté  et  à  la  simplicité  qu'exige  une  expo- 
sition élémentaire.  La  doctrine  des  nombres  s'est  enrichie  de 
beaucoup  de  théories  nouvelles  et  postérieures  à  l'ouvrage 
de  Legendre ,  qui  laisse  des  lacunes  que  le  traité  de  M.  Le- 
bcsgue  rempUra ,  et  dont  nous  jouirions  bientôt  si  le  savant 
professeur  avait  à  sa  disposition  les  sources  et  ressources 
qu'on  rencontre  difficilement  hors  de  la  capitale.        Tm. 


QUESTION  m  (p.  Si6). 


»Am  ai.  OM  wmmMiomvL , 

Héft  da  €aU4g6  d«  la  FMobe. 


Étant  donnés  deux  ellipsoides  sembkbles ,  concentriques, 
et  ayant  leurs  axes  prindptux  hraiologues  dans  la  même  di- 
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rectioD,  toat  cylindre  ciroonscril  au  petit  elUpsoide  coupe  le 
Tolnme  da  grand  dans  un  rapport  simple  qu'il  s'agit  de 
tronver  (Lbbbsgub). 

Je  mène  et  le  plan  xy  qni  contient  la  courbe  de  contact, 
et  le  diamètre  n  parallèle  anit  génératrices  dn  cylindre; 
il  contient  les  centres  de  toutes  les  sections  parallèles  an 
plan  xy.  En  effet ,  tout  plan  conduit  suivant  cette  droite 
coupe  l'ellipsoïde  suivant  une  ellipse;  le  cylindre  suivant 
deux  génératrices  tangentes  à  celte  courbe  et  le  plan  xy  sui- 
vant un  diamètre  passant  par  les  points  de  contact,  alors 
tout  plan  parallèle  à  ce  dernier  déterniine  une  corde  paral- 
lèle au  conjugué  de  oz^  et  qui ,  par  conséquent,  a  son  milieu 
sur  oz.  D'ailleurs  le  cylindre  perce  le  grand  ellipM^de  sui- 
vant deux  ellipses  parallèles  au  plan  xy\  car  tontes  les  sec- 
tions horizontales  se  projettent  parallèlement  i  os  suivant 
des  courbes  semblables  i  la  courbe  de  contact;  cela  résulte 
immédiatement  de  Féquation  de  la  surface 

Quel  que  soit  z ,  le  rapport  des  coeflScients  de  x*  et  y*  est 
constant* 

Considérons   aclnellement  le  demi-ellipsoïde  situé  au- 
dessus  du  plan  xy^  et  relevons  les  ordonnées  parallèles 
à  oz  de  manière  à  les  rendre  perpendiculaires  à  ce  plan  ; 
,.alors  un  cylindre,  ayant  pour  base  une  partie  quelocmque 

mais  inOniment  petite  du  plan  xy ,  sera  multiplié  par  -: — , 

sm/y 

p  étant  Tinclinaison  de  os  sur  le  plan  xy^  leur  somme  on  le 
volume  compris  entre  la  surface  cylindrique  et  celle  du  grand 
ellipsoïde  sera  multipliée  dans  le  même  rapport  ;  appelons  X 
ce  volume,  V  le  volume  modifié^  on  aura 

v=xJ-. 

siop 
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Soient  d  le  demi*diamè(re  da  grand  ellipsoïde  dirige  sui- 
yant  os,  a^  b^  les  demi-axes  de  la  courbe  du  plan  xy^  et  con- 
sidérons Tellipsolde  E,  dont  les  axes  seraient  a,  aly  c. 

Si  Ton  décrit  un  cercle  sur  2a'  comme  diamètre ,  et  si  Ton 
mène  le  cylindre  droit  B  ayant  ce  cercle  pour  base,  il  in- 
terceptera dans  rcIlipsoNe  E  un  volume  dont  il  est  facile  de 
trouver  le  rapport  avec  Y. 

Appelons  Taxe  b  prolongé  indéfiniment  Taxe  des^.  Los  y 
du  grand  ellipsoïde  et  de  la  surface  auxiliaire  E  sont  dans  le 
rapport  constant  de  a  à  6  ;  donc,  si  Ton  mène  un  petit  cy- 
lindre parallèle  à  l'axe  oy^  qui  coupe  un  élément  sur  chaque 
surface,  les  cylindres  qui  projetteront  ces  éléments  sur  le 
plan  xy  auront  des  bases  dans  le  rapport  de  a  à  6  et  même 
hauteur  ;  donc  ils  seront  eux-mânes  :  :  a  :  6 ,  donc  il  en  sera 
de  même  de  leur  somme.  En  les  appelant  Y  et  Y'  on  aura 

r=?Y=7-Ux, 

b         bsmp 

Enfin ,  si  sur  a,  conune  diamètre,  on  décrit  une  sphère, 
le  cylindre  anxih'aire  B  déterminera  dans  cette  sphère  un 
autre  volume  Y"  i  dont  le  rapport  à  Y'  est  facile  à  trouver, 
car  les  ordonnées  comprises  dans  les  deux  surfaces  sont  dans 
le  rapport  de  a  à  c.  Deux  petits  cylindres  ou  prismes, 
ayant  la  même  base  et  terminés  à  ces  deux  surfaces,  sont 
dans  le  même  rapport,  donc 

C  C    bsinp  abcainp 

Soient  a',  6'  les  demi-diamètres  conjugués  de  c',  on  sait 
que  • 

ab  =  a'A'sina;  donc  Y"=   ,,,  ,  .   "  .      X. 

abcsinocsinp 

Mais  a'b'tfsin'^inp  n'est  autre  chose  que  le  volume  du 
paraUélipipède  construit  sur  les  trois  demi-diamètres  a',  b\  c^, 
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et  Ton  8ait  qae  ce  volume  est  constant  et  égal  à  ABC ,  Af  B, 
C  étant  les  axes  principaux  de  Tellipsoïde  ; 


mais 


V"  =  jir  fl— i^l^a^ 


k  étant  le  rapport  de  similitude  (c'est  l'expression  da  ro- 
lome  d'un  segpient  circulaire  tonrnant  autour  da  diamètre 
parallèle  à  sa  corde ,  le  rayon  étant  représenté  par  a  et  l'apo- 
thème par  ka)  ^  il  Tiendra  donc 

,-àô-l['-4 


on 


Noie.  Si  l'élève  distingué  auquel  les  Nouvelles  jémaki 
doivent  tant  de  solutions  remarquables  n'a  pas  fait  ici  usage 
des  symboles  abréviateurs  du  calcul  inCnitésimal ,  c'est  sans 
doute  pour  ne  pas  sortir  de  la  voie  collégiale  ordinaire. 

Tm. 


DIVISION 

Des  figures  équivalentes  en  parUes  superposàbles  éPaprés 
M.  Gervien,  premier  Keutenanl  dans  le  â2*  régiment  (Tiii^ 
fanlerie  de  Prusse  (GreUe ,  t.  X,  p.  228  -,  1833). 


La  Théodicée  est  un  ouvrage  philosophique ,  écrit  en  boa 
français ,  par  un  géomètre  allemand ,  dans  un  temps  on  cet 
idiome  était  difficilement  manié ,  même  par  les  indigènes , 
pour  des  objets  de  cette  nature.  Au  S  214  de  la  2«  partie, 
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Lcibnttz  dit  :  a  II  y  a  une  espèce  de  géométrie  qoe  M.  lun- 
»  gins  de  Hambourg,  aa  des  plus  excellents  esprits  de  son 
»  temps ,  appelait  empirique.  Elle  se  sert  d'expériences  dé- 
»  monstratives,  et  proave  plnsieurs  propositions  d'Euclide, 
V  mais  particulièrement  celles  qui  regardent  Tégalité  de 
»  deux  figures,  en  coupant  l'une  en  pièces  pour  en  faire 
»  l'autre.  JDe  cette  manière,  en  coupant,  comme  il  faut,  en 
»  parties  les  carrés  des  deux  côtés  du  triangle  rectangle  et  en 
»  arrangeant  ces  parties  comme  il  faut ,  on  en  fait  le  carré  de 
>  rhypoténuse  ;  c'est  démontrer  empiriquement  la  47«  pro- 
»  position  du  1*'  livre  d'Euclide.  » 

Jungias  est  le  même,  je  crois ,  qui  a  signalé  l'erreur,  de 
Galilée ,  au  sujet  de  la  caténaire  ;  on  sait  que  le  célèbre  Flo- 
rentin a  le  premier  remarqué  cette  courbe ,  qu'il  croyait 
être  une  parabole  (Mecb.,  dialogue  II)  ;  mais  c'est  Leibnitz 
et  Bernouilli  (J.)  qui  ont  trouvé  l'équation  de  la  courbe. 

La  méthode  de  Jungius  ramène  la  géométrie  élémeptaire 
au  jeu  connu  sous  le  nom  de  casee-tête  chinois ^  on  trouve 
une  démonstration  de  ce  genre  pour  le  théorème  de  Pylha- 
gore ,  dans  le  Manuel  de  géùmétrie^  Je  m'en  suis  servi  pour 
faire  découvrirez  théorème  à  un  enfant.  M.  Blanchet  a  inséré 
cette  démonstration  dans  son  Legendre  commenté ,  sans  in- 
diquer la  source;  chose  naturelle,  ;  c'est-à-dire  ordinaire; 
mais  il  semble  fort  bizarre  d'avoir  fait  suivre  ce  Legendre 
modifié  d'un  autre  Legendre  tout  pur.  Que  dirait^on  d'un 
marchand  qui,  vendant  une  étoffe  brodée,  obligerait  en 
même  temps  de  prendre  l'étoffe  unie  pour  rehausser  la 
broderie.  On  répond  à  cela  qu'on  donne  le  Legendre  tint 
par-dessuâ  le  marché.  D'abord,  c'est  peu  respectueux ,  et  la 
modestie  exigeait  que  l'ouvrage  précédât  le  commentaire  ; 
ensuite ,  c'est  une  mutilation  fâcheuse  d'avoir  omis  les  notes  ; 
Ja  partie  précieuse ,  où  il  ne  s'agit  plus  du  talent  exégétique 
d'un  professeur,  mais  du  génie  créateur  d'un  géomètre.  Du 
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reste ,  ceci  ne  se  rapporte  qu'à  la  forme  de  Voayrage  de 
M.  BlaQchet ,  et  n'ôte  rien  aa  mérite  intrinsèqQe  d*aoe  pa* 
blicatioQ  utile  à  l'enseignement. 

M.  le  lieutenant  Gervien  a  résolu  ce  problème  :  étant 
donné  tel  nombre  qu'on  voudra  de  polygones  plans  équiva- 
lents,  trouver  des  parties  telles  qu'en  les  arrangeant  con- 
venablement, on  puisse  reproduire  à  volonté  l'un  quelconque 
de  ces  polygones.  Nous  donnons  ici  les  deux  premières  pro- 
positions de  cet  ingénieux  travail,  sauf  à  y  revenir.  Nous 
supprimons  des  démonstrations  Irès-facilcs. 

(Flg.  53.)  Pour  flxer  les  idées ,  soient  les  quatre  triangles 
équivalents  ACB ,  ABD,  ADE ,  AEF»  ayant  même  sommet 
A  et  des  bases  égales  ;  cinq  droits  AC ,  AB ,  AD ,  AE ,  AF, 
partent  des  points  A  ;  par  chacun  des  points  B ,  D ,  E ,  on 
mène  des  parallèles  à  ces  cinq  droites  ;  les  cbifRres  romains 
indiquent  les  parallèles  à  la  mémo  droite ,  ainsi  f^  désigne 
une  parallèle  à  la  droite  AF,  IF'  une  parallèle  à  la  drdte  AE 
et  ainsi  des  autres  ;  chaque  triangle  se  trouve  ainsi  divisé  en 
sept  parties,  savoir  en  cinq  triangles  et  deux  quadrilatères 
parties  égales'chsicune  à  chacune. 

(Fig,  54).  Les  triangles  équivalents  ABC,  ACD  ont  même 
base  AG  et  des  hauteurs  égales  BM,  DN  ;  menons  la  droite  BD, 
il  y  a  trois  cas. 

1^  La  droite  BD  rencontre  la  base  AC  entre  A  et  G  :  c'est 
le  cas  de  la  Ggure  ;  par  le  point  d'intersection,  on  mène, 
dans  l'intérieur  du  triangle  ABC  des  droites  parallèles  aux 
côtés  AD,  CD  du  triangle  ADG;  par  le  même  point,  on 
mène  dans  l'intérieur  du  triangle  ADC  des  parallèles  aux 
côtés  AB,  BG  du  triangle  ABC  ;  les  chiffres  arabes  indiquent 
les  parallèles ,  les  deux  triangles  donnés  sont  ainsi  divisés 
chacun  en  quatre  triangles  égaux  chacun  à  chacun. 

2*  La  droite  BD  passe  par  un  des  points  A,  C  ;  même  con- 
struction. 
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3"*  La  droite  BD  laisse  deux  poiots  A ,  G  da  même  côté  ; 
noavcUe  constniction  à  chercher. 

L*aateiir  allemand  indique  aussi  quelques  constructions 
pour  des  polygones  sphériques  équivalents.  Euler  a  montré 
la  décomposition  des  deux  pyramides  triangulaires  symétri- 
ques en  quatre  pyramides  égales  ;  sa  démonstration  est  suffi- 
sante pour  établir  l'équivalence  des  valeurs  dans  tous  les 
cas,  mais  elle  n'établit  la  décomposition  effective  que  pour 
le  cas  ou  le  centre  de  la  sphère  circonscrite  est  dans  Finté- 
.  rieur  de  la  pyramide.  Il  faut  une  autre  construction  quand 
le  centre  est  dehors.  Cette  construction  est  encore  à  trouver 
et  d  fortiori  celle  qui  est  relative  à  des  pyramides  équiva- 
lentes quelconques.  C'est  une  branche  de  stéréotomie  non 
exploitée  et  à  laquelle  se  rattache  peut-être  la  théorie  de  la 
cristallisation  où  le  géomètre  des  mondes  a  résolu  tant  de 
beaux  problèmes. 


SUR  LA  CONVERSION  DES  SERIES  EN  PRODUITS 

d*un  nombre  infini  de  facteurs ,  d'après  M.  Stern 

(Grelle,  t.  XII,  p.|353)  en  français. 


I.  Étant  donnée  la  scrîe 

S=i-f.A.+  A.-f  A,+A,  +  ...  (1) 

on  peut  la  convertir  immédiatement  en  un  produit.  Eu  effet, 
on  a 

Q    /4_._A  .(^+A,4-AJ  (l4-A.+A,-f-Aj  (1+A,-hA,+As+A,) 
^^^^-^^'^—ThÏ^  1+A.+A.  l-hA.-fA.4-A3      •••^^' 

«  Les  deux  expressions  sont  identiques ,  c'est-à-dire  que 
»  si  Ton  ajoute  un  certain  nombre  de  premiers  termes  de  la 
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»  série  donnée,  on  obtient  la  même  yaleor  qu'on  obtien- 
»  drait  en  calculant  la  valeur  da  prodnit  correspondant  par 
»  le  même  nombre  de  fiictenrs,  de  manière  qu'une  lérie  con- 
»  Tergente  mène  tonjoars  i  on  prodoit  ooiiTei^nt.  » 
Soit  la  série  : 

*  —  *"l"i"T"  1.2.3  +  1.2.8.4' 

on  la  convertit  par  la  formule  (2)  en  celle-ci  : 

_3    10   41    206 
^■"2-  y  40'  205 ••• 

où  le  n^  basiaar  étant  ^,  le  »+i^  est  (^dt^^, 
ft'  («+2)a  ' 

deméme,        iog«=i--î  +  l-î  +  l; 

.,  ,  ,  ^      1     5      14      94      444 

don  ^^  =  2'U'UUi'  Ui' 

Le  «*"•  facteur  étant  7,  le  n+i^  est  iî^tî^r^- 

II.  Par  les  considérations  précédentes,  on  peut  cbtnger 
vice  versa  an  produit  d'an  nombre  infini  de  facteurs  en 
série  ;  soit 


W 


a,   a,    a^        a^ 
Comparant  avec  la  formule  (2),  on  a 

d'Où  A.  =  ±^,  A,  =  -/-^., 

et  en  général    A.=  ^--^'-f*-'    fiHÉS.    formule  déjà 
donnée  par  M.  Schweins. 
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tiLÉMBNTS  D'ARtTRMih'iQnK ,  saiyis  de  la  théorie  des  logarithmes, 
par  E.  Lionnet,  professeur  de  matbématiqaes  aa  collège 
royal  Loats-le-Grand,  examinatear  suppléant  d'admission 
à  l'École  narale,  in-8*  de 320  pages.  1847,  Paris  (*). 

Les  scolastiqaes  du  moyen  Âge  ont  exploité ,  et  de  nos  jours 
exploitent  encore,  le  privilège  de  parler  sans  attacher  au- 
cun sens  précis  aux  mots,  d'établir  des  propositions  yagues 
à  l'aide  d'autres  propositions  plus  vagues  encore;  c'est  ce 
qui  a  fait  dire  à  Montaigne  :  Pour  m^mlever  un  douie,  Us 
m*m  donneni  trais.  En  même  temps  que  régnait  cette  pré* 
tendue  phiIosq>liie,  avait  cours  un  ouvrage  composé  dans 
un  esprit  diamétralement  opposé.  Tous  les  objets  y  sont  dai- 
rement  et  régulièrement  définis ,  et  on  ne  quitte  jamais  une 
proposition  sans  l'avoir  rendue  inexpugnable ,  sans  avdr 
obtenu  l'assentiment  universel.  Aussi  cet  ouvrage  a-t-il 
été  accepté  comme  le  code  de  l'intelligence;  ce  mot  doit  être 
pris  dans  le  sens  propre.  De  même  que  les  jurisconsultes 
dtent  amme  autorité  tel  article,  tel  chapitre  du  Digeste  ou 
des  Institutes,  il  suffisait  de  s'appuyer  sur  tel  théorème  de 
tel  livre  pour  se  mettre  à  l'abri  de  tonte  objection.  Cette 
haute  puissance  législative,  librement  et  universellement 
admise ,  a  fait  naître ,  et  à  juste  raison ,  une  espèce  de  culte 
pour  les  quinze  livres  des  Éléments^  culte  qui  ne  s'est  pas  ar- 
rêté seulement  au  contenu,  voire  même  à  la  forme,'  de  là  une 
morpholéUrieqa&  s'est  prolongée  jusqu'au  dix-huitième  siècle. 

(*)ChesD6fobry,llagdelelne  et  eompagnie,  roe  des  Maçont-Sorbonne ,  i. 
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Ainsi,  Spinosa  a  donné  la  forme  eadidienne  aa  panthéisme  ; 
Newton,  i  la  mécanique  céleste ,  et  Gliristian  Wolf ,  oâèbre 
disciple  de  Leibnitz,  à  tout  le  système  philosophique  da 
maître,  les  mathématiques  comprises  (*}.  On  sait  ayec  quel 
succès  Legendre  a  ressuscité  cette  forme  en  France  pour  la 
géométrie.  Ce  chef-d'œuvre ,  en  conciliant  la  rigueur  an- 
tique avec  le  goût  moderne,  a  exercé  une  grande  et  heu- 
reuse influence;  il  a  donné  naissance  à  cette  doctrine  des 
convergences  trop  peu  cultivée  dans  l'école  d'Euler,  et  sans 
laquelle  l'emploi  si  indispensahle  des  séries  deyient  souvent 
chanceux  et  quelquefois  inintelligible  C"^).  Une  méthode  qui 
avait  si  bien  réussi  devait  naturellement  exciter  le  désir  de 
l'appliquer  aussi  à  l'arithmétique.  Déjà  Eudidea  inséré  dans 
sa  géométrie  plusieurs  livres  sur  les  rapports  numériques, 
rationnels  et  irrationnels.  Il  est  vrai  qu'il  représente  les 
nombres  par  des  lignes,  et  raisonne  sur  ces  lignes  \  ce  qui 
démontre  encore  que  les  Grecs  n'avaient  aucune  idée  d'utf 
système  graphique  de  numération  analogue  à  celui  des  In- 
diens, et  cela  maigrie  l'esprit  et  l'érudition  que  l'on  a  dépen- 
sés pour  établir  le  contraire.  Nous  avons  vu  ce  que  Wolf  a 
fait  pour  toutes  les  parties  de  la  science.  L'arithmétique  dont 
nous  allons  nous  occuper ,  à  l'instar  de  celle  de  Wolf,  est 
augmentée  de  toutes  les  acquisitions  faites  depuis  le  célèbre 
philosophe.  L'ouvrage  est  divisé  en  six  livres,  précédé  de 
principes' et  suivi  d'une  théorie  des  logarithmes. 

Principes  (1-6);  contient  les  définiUonSj  k  numération 
parlée  et  écrite;  la  première  définition  est  ainsi  énoncée  t  On 
nomme  grandeur  ou  qtMniité  tout  ce  qui  peut  être  pariagé 
en  parties  aussi  petites  qu'on  voudra.  Nous  doutons  que  cette 
définition  remplace  jamais  celle  qui  est  généralement  ad- 


(*)  Biementâ  MaUieosos  ODiversc.  Haie,  I8|t. 

(**)  M.  Caochy  a  montré  des  séries  diTergentet  dont  l'emploi  eel  lègiOne. 
Coroples  rendus,  i$43,  3*semesirei  p.  tro. 
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mise ,  savoir  qne  la  grandeur  est  tout  ce  qoi  est  susceptible 
d'augmentation  et  de  diminution  \  lorsque  cette  grandeur 
contient  plusieurs  parties  égales  ou  que  l'on  croit  telles ,  elle 
prend  le  nom  de  qwmliié^  et  quand  on  fait  sur  cette  quan- 
tité l'opération  de  compter  y  elle  devient  un  nombre  y  dont 
diaque  partie  est  Vwfiité.  Ainsi,  une  droite  finie  est  une 
grandeur,  susceptible  de  devenir  qucattitéeX  nombre;  une 
population  est  une  quantité,  redevenant  nombre  par  le  re- 
censement. Il  y  a  même  des  grandeurs  qui  ne  peuvent  jamais 
devenir  guan/t/^;  telles  sont  les  irrationnelles;  les  imaginaires 
ne  sont  pas  même  des  grandeurs ,  ce  sont  des  symboles  d'opé- 
rations.  On  dit  pourtant  quantité  irrationnelle  et  même 
fiofiiftre  irralùmnely  et  sans  inconvénient  -,  c'est  que,  dans  le 
langage  ordinaire,  on  n'a  pas  bescnn  de  cette  extrême  préci- 
sion qui  tient  compte  des  moindres  nuances  qui  différencient 
des  synonymes.  Mais  dans  une  définiiion  didactique,  cette 
précision  en  est  le  mérite  essentiel.  Ce  genre  de  mérite  semble 
manquer  à  la  nouvelle  définiiion,  qui  implique  même  taci- 
tement une  sorte  de  cercle  vicieux;  n'est-ce  pas  dire  qu'une 
quantité  est  tout  ce  qui  peut  être  partagé  en  parties  plus 
petites  qu'aucune 9i4anltt^  donnée  ?  Il  s'ensuivrait  même  que  la 
molécule  atomique  des  chimistes  n'est  pas  une  grandeur. 

Dans  la  seconde  définition ,  on  dit  qu'on  donne  le  nom  de 
mathématique»  k\à  science  des  grandeurs ,  et  c'est  probable- 
ment ce  qui  aura  engagé  l'auteur  à  abandonner  la  définition 
admise  de  la  grandeur.  Le  plaisir,  la  douleur,  etc.  ^  sont 
susceptibles  d'augmentation  et  de  diminution;  donc,  d'après 
l'ancienne  définition,  ce  sont  des  grandeurs ,  et  par  consé- 
quent ,  d'après  la  seconde  définition ,  on  serait  amené  à  la 
conclusion  absurde  que  les  sensations  font  partie  des  mathé- 
matiques. Mais  celte  absurdité  tient  à  l'omission  d'un  prin- 
dpeessentiel,  de  celui  de  Yhomogénéité;  principe  qu'on  ne  ren- 
contre pasdans  l'esthétique.  On  donne  bien  le  nom  communde 

Ami.  Di  UkTwtM.  VI.  29 
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pUMr  aux  impressions  qu'éprouve  Tespril  en  lisant  Tlliade, 
es  méditant  Archimède ,  en  voyant  un  tableau  de  Itaphaël , 
en  écoutant  une  musique  de  Weber ,  etc.  ;  or  nous  n'avons 
aupun  moyen  de  comparer  ces  impressions ,  VunUé  nous 
manque,  il  n'y  a  pas  d'homogénéité,  et  les  mathématiques  ne 
s'occupent  que  de  grandeurs  homogè»e$.  Aussi  Wolf  a-t*il 
iipiit  entrer  V homogénéité  dans  l'exposition  des  principes. 

Trois  axiomes  terminent  ici  les  principes.  Le  troisième, 
souvent  invoqué  dans  l'ouvrage,  est  en  eflct  très-utile. 
Voici  rénonpé  :  Un  tout  ne  change  peu  de  valeur  lorsqu'on 
intervertit  l'ordre  de  ses  parties. 

Livre  L  (7-40)  Opprations  sur  les  nombres  entiers. 

Définitions  consécutives  des  quatre  opérations.  C'est  dans  le 
gepre Euclidien.  £st-il convenable  aux  commençants?  Lamttl* 
Uplication  et  la  division  sont  définies  d'une  manière  simple  et 
n^tprelle;  ceq?i'oq  nje  rencontra  p^  d'ordinaire,  parcequ'oo 
vise  à  une  généralité  inopportune.  Faisant  usage ,  et  avec 
infiniment  de  raison,  des  signes  algébriques,  l'auteur  in- 
dique le  sens  de  neuf  de  ces  signes  ;  on  a  omis  le  pointr  et  ks 
deux  points,  signes  Leibnitziens  si  commodes  pour  indiquer 
une  multiplication  et  une  divisjon.  On  a  oublié  la  parenthèse^ 
dont  le  sens  en  mathématiques  n'est  pas  parement  graomit- 
tical  et  annonce  une  opération  incideiife. 

Dans  la  soustraction ,  on  ne  donne  qu'un  seul  exemplQ  et 
sans  ;s^os;.ceIa  ne  suffit  pas  pour  une  opération  qui  offre  les 
premières  difficultés  aux  commençants* 

Les  théorèmes  sur  la  multiplication  précèdent  la  manière 
de  faire  cette  opération.  Cet  ordre  trôs-didacuqae  convient-il 
à  des  commençants?  Par  contre,  l'auteur  tait  entrer  dai 
exemples  numériques  dans  1  énoncé  même  des  proposiiions } 
ce  qui  n'est  pas  trés-didaclique ,  ni  fort  approprié  à  ren- 
seignement. Nous  signalons  comme  un  nwxiàle  de  pi^cîMA 
et  de  clarté  l'exposition  ordinairement  si  épjaenae  de  la  di* 
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niioii.  Tout  e»t  ranené  à  ane  simplicité  exlréme,  parce 
qa'on  soit  la  marche  DaturcUe  des  idées  sans  anticiper  sar 
les  difficaltéi  à  véoir  ;  on  donne  ensuite  tontes  les  propo- 
aitioos  de  la  théorie  des  nombres  relatives  aux  deax  dernières 
opérations. 

€e  livre  est  terminé  par  quinze  problèmes  résolus  ;  ils  se 
rapportent  à  la  règle  de  trois  et  à  celle  d'alliage;  on  rédidt 
loatea  les  questions  à  connaître  le  prix  d'ane  certaine  unUé^ 
considération  très-commode  qu'on  doit,  il  me  semble,  à 
rexaminateor  Reynaod. 

Le  prix  do  lUre  de  vin  est  donné  eu  soui  j  ce  n'est  pas  légal. 
Dans  l'exemple  XII ,  page  35,  il  est  question  de  voUurs  et 
de  gendarmes;  on  en  parle  assez  aHleora  pour  qo'll  ne  soit 
paa  nécessaire  d'en  parler  encore  enarithmétiqoe.  11  y  a  aussi 
seize  problèmes  à  résoudre  avec  les  solotions.    • 

Livre  III.  (41-75).  Propriétés  des  nombres  emiers. 

Sous  oe  titre  un  peu  trop  vaste,  ce  livre  renferme  ane 
théorie  élémentaire  complète  des  diviseinrs  et  des  multiples , 
comprenant  le  plus  petit  multiple  commun,  indispensable  dans 
raritbfoétique  des  fractions.  Il  est  question  aussi  des  con* 
gruences,  dont  on  parle  sans  les  nommer.  A  la  manièrede  Dio- 
phante,  l'auteur  raisonne  toujours  sur  des  nombres  donnés ,  ce 
qoi  amène  plus  de  clarté,  sans  mûre  à  la  généralité  des  consé- 
quences. La  proposition  relative  à  la  divisibilité  par  i  i  (p.  46), 
ne  vaut  ni  ea  ttiéorie  ni  en  pratique  œ  qu'on  donne  ordî- 
nairement. 

Six  problèmes  résolus  et  onie  à  résoudre  terminent  ce  lU 
vre;  les  sctetions  sont  simples ,  et  le  onzième ,  relatif  à  des 
mobiles,  est  un  problème  intéressant  d'analyse  indéterminée 
sur  le  mouvement  uniforme. 

Livre  111  (7(>-138).  Fractions  e$  nomhres  décimaux. 

La  dêfinitioo  de  lamoUifriication  est  embarrassante  quand  le 
multiplicateur  est  fractionnaire.  L'auteur  s'en  tire,  en  disant 
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qae  tnuUipUer  ane  quanlité  par  une  fraction,  c'est  dipiter 
ceUequaniUépar  ledénonUnaimr  de  la  fraction,  puismulUplier 
le  quotient  par  le  numérateur.  C'est  plus  loin  et  à  la  page  1 14, 
qae  rauteur,  après  avoir  défini  le  rapport^  montre  qoe  oelte 
seconde  définition  s'accorde  avec  la  première.  Les  proposa 
fions  XX  et  XXI  traitent  du  plus  grand  commun  diviseur 
et  du  plus  petit  commun  multiple  des  fractions  irrédacfiUes. 
Gda  me  parait  inutile  et  pourrait  même  être  embarrassant 
pour  des  élèves. 

Nombres  décimaux  (99}  ;  les  propositions  fondamentales  sur 
la  périodicité  sont  établies  clairement  par  rintermédiaire  des 
équations  algébriques  ;  moyen  qu'on  ne  saurait  trop  tôt  em- 
ployer ;  d'une  facilité  extrême,  telle  qu'on  pourrait,  qu'on  de- 
vrait l'introduire  dans  ces  excellentes  institutions  où  lesjeunes 
personnes  reçoivent  une  instruction  soUdc,  persistante,  et 
par  conséquent  profitable  ;  car,  la  bonté  d'un  enseignement 
doit  s'évaluer,  non  au  moment  qu'il  finit,  mais  dix  années 
après.  Quelle  en  est  alors  la  partie  restante  moyenne,  prise 
sur  le  grand  nombre  ? 

Le  corollaire  de  la  page  109  n'établit  pas  une  généralité 
sufBsamment  rigoureuse. 

L'exposition  du  système  métrique  est  précédée  de  qudqnes 
considérations  qui  appartiennent  à  la  cosmographie.  On  défi- 
nit le  jour  moyen ,  unité  factice ,  sans  parler  du  jour  sidéral , 
unité  réelle,  indispensable  pour  donner  un  sens  à  l'unité  fac-> 
tice.  Pourquoi  ne  pas  se  servir  du  mouvement  réel  au  lieu 
du  mouvement  apparent ,  et  dire  que  le  jour  sidéral  est  le 
temps  constant  entre  le  passage  du  plan  d'un  même  méri- 
dien terrestre  par  une  étoile  fixe ,  et  le  troisième  passage 
suivant  ;  lorsqu'au  lieu  d'étoile ,  on  prend  le  soleil ,  on  a  le 
jour  vrai,  dont  le  rapport  au  jour  sidéral  fixe  est  Tariable  ; 
la  moyenne  entre  un  grand  nombre  de  ces  rapporta  donne 
1o  jour  moyen. 
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La  définition  si  importante  da  mètre  est  englobée  dans  une 
phrase  ;  il  faudrait  l'en  détacher  pour  la  mettre  en  éyidenoe 
(p.  H7). 

Ce  livre  est  terminé  par  des  problèmes  utiles  sur  le  mouve- 
ment uniforme  circulaire.  (  La  fin  prochainemefU,  ) 


UNIVERSITE  DE  DUBLIN  (Foy.  p.  329). 


Prix  mathématique  de  VévèqueLaw.  Juin  1846  :  questions. 

En  1796,  John  Law,  évéque  d'EIphin,  a  donné  an  collège 
de  Dublin  735  liv.  st.  (18,529  fr.)  pour  encourager  les  études 
mathématiques  ;  les  exercices  roulent  sur  l'algèbre,  l'analyse 
appliquée  et  la  trigonométrie  sphérique.  Le  premier  prix  est 
de  25  liv.  st.  (G30  fr.)  et  le  second  de  10  liv.  st.  (250  fr.)  ; 
les  deux  professeurs  de  ce  cours  reçoivent  chacun  5  liv.  st. 
(125  fr.) ,  pour  retenir  à  dtner  les  deux  autres  examinateurs 
le  jour  de  la  distribution  des  prix.  Parmi  les  lauréats  de- 
venus célèbres,  on  remarque  Hamiilon  (William)  en  1801  ; 
Jelett  cl  RoberU  (Michael)  1838  ,  et  Roberts  (William) en 
1839. 

SiR  William  Hamilton  ,  professeur. 

1.  Si ,  dans  un  triangle  sphérique  ÂBG^  le  côté  BG  étant 
fixe ,  le  sommet  A  décrit  un  arc  AA'  infiniment  petit  sur  le 
petit  cercle  décrit  du  point  B  comme  pôle;  abaissant  du 
sommet  A  une  perpendiculaire  AE  sur  le  côté  opposé  BG, 

sinBE_ang]e  A'GA 
^■**sin  GE  ""angle  A' M' 

2.  De  là,  si  dans  deux  triangles  sphériques  ABG ,  GBD, 
situ^  dans  deux  hémisphères  opposés  relativement  à  leur 
base  commune  BG ,  on  a  ABC=DfiG  ;  et  2  tang.  BG  cos  ABC 
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=  col  AB  4-  cot  BD  i  A,  G,  D  restant  axes ,  sî  B  décrit  an 
arc  BB'  infiaiment  petit  sur  un  petit  cerele  ayant  G  poor 
pôle,  on  aura  encore  AB'G  =  DB'G. 

3.  De  là ,  mêmes  données,  et  mômes  conditions;  le  point 
£  intersection  des  deux  diagonales  AD,  BG  du  quadrilatère,  et 
les  points  G',  G"  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  G  sur 
les  côtés  AB,  BD,  sont  sur  un  même  grand  cercle. 

4.  Mômes  conditions  ;  A  et  D  étant  les  deux  foyers  d'one 
ellipse  sphérique  passant  par  B  ;  G  est  le  pôle  du  petit  cercle 
osculateur  de  TeUipse  en  B. 

5.  De  là ,  le  grand  cercle  qui  bissecte  l'angle  des  deux 
rayons  vecteurs  d'une  ellipse  sphérique,  est  normal  à  Tel- 
fipse. 

6.  De  là,  la  tangente  de* la  moitié  de  Tangle  formé  par 
deux  rayons  vecteurs  est  moyenne  harmonique  entre  les 
tangentes  des  deux  rayons  vecteurs. 

7.  Si  on  élève  au  foyer  une  perpendiculaire  à  un  rayon 
vecteur  et  qu'on  la  prolonge  jusqu'à  la  normale ,  celle-d 
sera  divisée  en  deux  segments  par  le  point  de  Tellipse  ex- 
térieurement ,  et  par  le  pôle  du  cercle  osculateur  intérieu- 
rement; les  sinus  des  quatre  segments  forment  une  pro- 
portion par  quotient. 

8.  La  projection  d'un  arc  normal  (terminé  au  grand  axe) 
sur  chacun  dos  deux  rayons  vecteurs  est  égale  au  demi-para- 
mètre de  rellipse,  c'est-à-dire  à  la  moitié  de  la  corde  qui 
passe  par  le  foyer ,  perpendiculairement  au  grand  axe. 

9.  De  là,  les  tangentes  des  quatre  arcs  :  1^  le  demi-pa- 
ramètre, 2^  la  normale,  3°  la  distance  du  foyer  au  centre, 
4<'  le  rayon  de  courbure ,  forment  une  progression  géomé- 
trique continue. 

10.  Ijd  rayon  de  courbure  est  vu  sons  un  angle  sphérique 
de  chaque  foyer;  en  général ,  Tun  de  ces  angles  est  aj|ii  et 
l'autre  obtus;  la  somme  algébrique  des  produits  qu'on  ob 
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tient  en  maltipliant  la  tangente  frjgonoméiriqne  d'un  de  ces 
angles  par  le  sinus  du  rajon  vecteur  correspondant  est  nulle. 

M.    MacCuLLAGH,    PROPBSSEnR. 

1 .  Un  point  P  se  meut  dans  un  plan  de  manière  que  sa 
distance  à  une  droite  fixe,  située  dans  le  plan,  divisée  par 
sa  distance  à  un  point  ûxe  F,  situé  hors  du  plan ,  donne  un 
quotient  constant  ;  démontrer  que  la  droite  FP  décrit  un  ^ 
cône  droit,  dont  l'axe  est  perpendiculaire  au  plan  déterminé 
par  le  point  et  la  droite  fixes. 

2.  De  là,  si  une  section  faite  dans  une  surface  du  second 
ordre  passe  par  une  directrice,  et  si  F  est  le  foyer  correspon- 
dant à  celte  directrice ,  le  cône  qui  a  ce  foyer  pour  sommet 
et  la  section  pour  base,  est  un  c6no  droit.' 

3.  Démontrer,  par  la  propriété  modulaire,  que  la  somme 
des  angles  qu'un  côté  du  cône  fait  avec  ses  lignes  focales,  est 
constante. 

4.  Démontrer,  par  la  même  propriété ,  que  les  sinus  des 
angles  que  fait  un  côté  du  cône  avec  une  ligne  focale  et  le 
plan  directeur  correspondant ,  sont  constantes. 

5.  Si  dans  une  surface  du  second  ordre  une  section  parallèle 
à  un  plan  tangent  est  un^  hyperbole,  démontrer  que  le  plan 
tangent  coupe  la  surface  suivant  deux  droites. 

6.  Trouver  Téquation  de  la  surface  polaire  réciproque 
d'un  ellipsoïde  ou  d'un  byperboloïde ,  relativement  à  une 
sphère. 

7.  Les  surfaces  qui  sont  polaires  réciproques  à  deux  ellip- 
soUes  de  mêmes  foyers  reiaiivement  à  la  même  sphère,  ne 
peuvent  se  couper. 

M.  Graves,  professeur. 
1.  L'éqnatioD  d*UD  elUpsoMe,  rapporté  à  ses  axes  princi- 
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x*      r^      z* 
paux,étant-7+-7;  +  — ==1  (1);  a>ô>c,  peut  étrera- 
a        0       c 

menée  à  la  forme  A:»(x'+^'+2'— ^•)— j:'+m'z'=0  (2), 
donner  l'interprétation  géométrique  complète  de  l'éqna- 
tion  (2). 

2.  L'éqaation  (1)  peut  aussi  être  mise  sous  celte  forme  : 

(x-.xV+y+z--r'-/"[(|-.iy-~]=0  (3); 

les  constantes  m  et  n  étant  liées  par  Téquation  — 7  +  —  =1  î 

quels  théorèmes  géométriques  sont  compris  dans  Féqna- 
tion  (3)? 

3.  Un  quadrilatère  formé  par  quatre  génératrices  étant 
tracé  sur  un  hyperboloïde  à  une  nappe ,  les  quatre  sommets 
sont  ceux  d'un  tétraèdre ,  dont  les  six  faces  étant  rencontrées 
par  une  transversale,  donnent  six  points  eu  inyolntion. 

4.  Un  hexagone  étant  inscrit  dans  une  ligne  du  3^"^  ordre, 
de  manière  que  les  trois  intersections  des  côtés  opposés  soient 
sur  la  courbe,  une  transversale  coupera  les  six  côtés  de 
l'hexagone  et  la  courbe  en  neu^  points  en  involntion. 

5.  L'équation  d'une  courbe  plane  du  3^"*<  ordre  peut  être 
mise  généralement  sous  la  forme 

a  et  p  étant  pris  arbitrairement ,  quelle  propriété  générale 
des  courbes  du  3*»«  ordre  est  exprimée  par  cette  équation? 

6.  Établir  et  prouver  la  propriété  correspondante  des  sur- 
faces du  3^»*«  degré. 

7.  Le  théorème  énoncé  en  5  donne  un  moyeu  simple  de 
construire  le  cercle  oscnlateur  en  un  point  donné  d'une  Ugpe 
plane  du  3*"^  ordre. 

8.  Étant  donnés  la  base  c  et  l'angle  opposé  G  d'un  triangle 
sphérique  ABC ,  démontrer  que  l'on  a 

sin  s'da  +  sin  sdb  =:  sin  edp  ; 
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/i  est  la  perpendiculaire  abaissée  de  G  sur  c,  s  et  s'  sont  les 
angles  adjaceofs  haeib,  dans  lesquels />  divise  G. 

9.  De  là  dériver  la  formule  pour  la  comparaison  des  fonc- 
tions elliptiques  de  seconde  espèce, 

10.  U  =8  0  étant  l'équation  d'une  courbe  plane  du  n*^  or- 
dre, trouver  Téqualion générale  d'un  diamètre  donné,  con- 
jugué à  un  système  de  cordes  parallèles  à  la  droite  jr  =  mx. 

11.  Tous  les  diamètres  de  l'ordre  n— 1  passent  à  travers 
les  mêmes  (n  —  1)'  points. 

12.  Trouver  l'enveloppe  de  tous  les  diamètres  de  l'ordre 
n — 2  et  démontrer  que  cette  enveloppe  passe  par  tous  les 
points  d'osculation  de  la  courbe  (c'est  le  nom  qu'on  donne 
aux  points  où  la  tangente  a  quatre  points  consécutifs  en  com- 
mun avec  la  courbe). 

Concours  Lloyd. 

Fondé  par  souscription  en  1839,  en  commémoration  des 
vertus  et  des  talents  de  Lloyd,  prévôt  de  l'Université.  En  1847, 
-la  souscription  se  montait  à  1 ,075  iiv.  st.  ;  rapporte  un  divi- 
dende semestriel  de  18  Iiv.  st-,  donné  en  prix.  L'examen 
roule  sur  les  mathématiques  et  la  physique. 

M.  Mac  Gdllagh,  professbur. 

1.  Si(l— 2a/>  +  a')  '  =  i +aP.  +  tf*P,+ ...  où  P.,  P, 
sont  indépendants  de  a  ;  exprimer  P^  en  fonction  de  n  et  de  p. 

2.  Si  dans  le  développement  ci-dessus,  p  est  le  cosinus 
d'un  angle,  démontrer  que  la  valeur  de  P«  est  entre  les 
limites  ±:  1. 

i  —  /i' 

3.  Si j  =  l-|-aP(i)  +  a*P(2)+...,  démon- 

{i-iap  +  af 
trer  que  P(»)  =  (2/»  -|-  1)P,. 

4.  Soit  A  un  poii\t  situé  à  une  distance  a  da  centre  d'une 
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spbëre  de  rayoa  r,  si  s  est  la  somme  des  quotieato  de  chaque 
élément  superficiel  de  la  sphère  divisé  par  le  cube  de  sa  dis- 
tance au  poîDt  A,  la  somme  étant  prise  eotre  les  valears  p 

et  p  de  cette  distance ,  Ton  a  s=— ( ;  ). 

a  \p       p  / 

5.  C  et  G  étant  les  extrémités  d'une  corde  inscrite  dans 
une  conique,  dont  F  est  le  foyer  et  P  te  point  où  la  tangente 
est  parallèle  à  la  corde ,  la  différence  des  distances  focales  FC, 
PC  est  égale  à  la  corde  GC^  multipliée  par  le  cosinus  de 
l'angle  6  que  la  corde  fait  avec  la  droite  FP  ;  démontrer  ceci 
par  la  propriété  de  la  directrice. 

6.  Q  étant  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  M , 
milieu  de  CG  sur  FP,  alors  FQ  est  la  moitié  de  la  somme 
deFCetFC. 

7.  N  étant  le  point  d'intersection  de  FP  et  GC\  on  a 

FN*  =  5^— c*;  2s  =  FC  +  FG;  2c  =  C(7. 

8.  Ensuite  si/est  la  moitié  de  la  corde  passant  par  F  par- 
rallèlement  à  CC,  j,  <î,/étant  donnés,  FP  sera  donné. 

9.  Si  n  est  le  point  où  une  autre  corde  parallèle  à  GC 
coupe  FP,  et  si  F/i,  ainsi  que  les  longueurs  *,  c,  /  sont 
données,  la  corde  passant  par  n  sera  donhée,  ainsi  que  la 
somme  des  distances  de  ses  extrémités  à  F. 

10.  De  là  si  s,  c,  /sont  donnés,  l'aire  du  segment  renfermé 
entre  la  corde  GC  et  l'arc  curviligne  GPG'  est  proportion- 
nelle au  sinus  de  l'angle  G  ;  il  en  est  de  même  de  Taire  do 
aectaur  formé  par  les  droites  FG,  FG'et  l'arc  GPG'. 

1 1 .  Dans  une  section  conique  «  le  produit/sîn  *&  est  égal  an 
demi-paramètre. 

12.  s,  Cyf  étant  donnés,  si  la  conique  est  décrite  par  un 
point  attiré  vers  le  foyer  F ,  le  temps  mis  à  décrire  l'arc  GPG' 
est  donné.  (Get  énoncé  comprend  les  trois  cas  du  théorème 
de  Lambert.) 

13.  Lorsque  le  point  P  est  au  mffieti  de  NQ.  la  courbe  est 
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une  parabole,  et  l'on  a /•  +  <?•  =$2/5;  la  courbe  est  nnc 
ellipse  ou  une  hyperbole ,  selon  que/*  -f  c*  est  inférieur  ou 
supérieur  à  2/V. 

14.  Dans  les  deux  derniers  cas,  l'aie  focal.est  donné  si 
5,  c,/sont  connus.  (Les  propriétés  précédentes  sont  à  prou- 
ver géométriquement.) 

15.  x^  y  sont  les  coordonnées  d'un  point  P  d'une  ellipse 

x"      y* 
donnée  par  l'équation  — r  +  tr  =  ^  »  soient  or',  y  les  coor- 

données  d'un  point  fixe,  dans  ce  plan.  La  longueur  d'une 
droite  menée  par  le  point  fixe  {x\  y')  parallèlement  à 
FP  et  terminée  à  la  tangente  menée  par  P,  est  égale  à 

i j — —  L  et  cette  longueur  est  proportionnelle  à 

la  distance  de  P  à  la  polaire  du  point  fixe  (x\y*). 

M.  Graves,  professeur. 

i.  j — -+  y       .}.__+ —  1=0  étant  une  équa- 

tion  en  / ,  prouver  que  si  a  >  &  >-  c  >-  etc. ,  les  limites  des 
racines  sont  a\  b\  c%  etc.;  ainsi  toutes  les  racines  sont  réelles 
et  inégales. 

2.  À%  {jt%  v'  sont  les  trois  racines  de  Téquation  en  /, 

— \-   _  ., -| — ^^  =  1 ,  exprimer  x,  .r,  «  en  fonction  de 

X,  |i.,  »,  *  et  c. 

3.  F(^)  étant  une  fonction  rationnelle  et  entière  du  degré  n 

de  A:,  décomposer  =-r-  en  fractions  partielles  ;  ontLm<^n. 

4.  De  Ta  nous  pouvons  tirer  immédiàtemeni  !a  solution  de 
ce  système  d'équations  : 
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,    5.  Développer  -7-—  dans  une  série  soi  vaut  les  paissaoces 

ascendantes  de  jr. 

C  da:         C   dx 
.    6.  Trouver  les  intéffrales  \ — r-  et  \  -n;— ,  n  étant  an 

nombre  entier. 

7.  Déterminer  sur  la  sphère  un  point  tel  que  la  somme 
des  cosinus  des  distances  de  ce  point  à  un  nombre  quelconque 
de  points  fixes  sur  la  sphère,  soit  on  maximum. 

8.  P  est  un  point  quelconque  pris  dans  le  plan  de  denx 
cercles  donnés  ;  P'  est  le  point  d'intersection  des  deux  polaires 
de  P,  relativement  aux  deux  cercles  ;  P  et  P'  sont  dits  poinU 
réâproqueê.  Prouver  que  Taxe  radical  passe  par  le  milieu 
de  PP'. 

9.  D'un  point  P  d'une  conique  à  centre,  soient  menées 
deux  cordes  Pâ,  PB  parallèles  à  deux  diamètres  ^aux,  le 
cerde  passant  par  A,  B  et  P  touche  la  conique  en  P,  et  a  pour 

rayon  —  ;  r  étant  le  demi-diamètre  auquel  une  des  cordes  est 
P 

parallèle,  et  /»  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  la 
tangente  en  P. 

10.  Déduire  de  là  la  formule  connue  pour  le  rayon  de 
courbure. 

11.  Un  côté  d'un  triangle  inscrit  dans  un  cercle  est  donné 
de  direction ,  un  second  côté  est  assuj^ti  à  passer  par  un 
point  donnée  quel  est  le  lieu  du  pôle  du  troisième  côté? 

12.  D*an  point  P  d'une  conique,  abaissez  les  perpendicu- 
laires p,  p\  p"  sar  une  corde  TT'  et  sur  les  denx  tan- 


Digitized 


by  Google 


—  453  — 
gentes  TS,  TS  menées  par  les  extrémités  ;  démontrer  qae 

Fon  a  ^4-  =  — r->  ^'y  ^'\  ^  é^nt  les  perpendicalaires  abais- 

P         ^ 
sées  da  centre  de  la  section  sur  TS,  TS',  et  sor  la  tangente 

parallèle  à  TT. 

13.  Soit  une  tangente  menée  en  P  et  des  perpendiculaires 

ic,  ;r\  n"  abaissées  sur  celte  tangente  de  S,  T  et  T,  proarer 


queir'.ft"=«\ 


//>'_îrV 


U.  Prouver  quei-ri;=— ;-;  »  étant  la  perpendiculaire 


icir 


abaissée  du  centre  sur  la  tangente  en  P. 


ANN(»ÏGES. 


Leçons  noovbllbs  de  géométrib  analytique,  précédées  des 
Éléments  de  la  trigonométrie ,  par  MM.  Briot  et  Bouquet^ 
professeurs  à  la  Faculté  de  Lyon.  Paris,  1847,  in-8*,  XX, 
439;  15  pi.  lith.  Chez  Desobry,  E.  Hagdeleine  et  C*«, 
libraires  éditeurs,  rue  des  Maçons-Sorbonne ,  1. 

On  rendra  compte  de  ces  Leçons  nouvellei ,  qui  ne  sont 
pas  des  leçons;  ouvrage  remarquable,  étant,  pour  la  forme 
et  le  fond,  an-dessus  du  niveau  ordinaire,  d'une  cote  si  basse. 

Patru. — Notices  statistiques  sur  les  travaux  publics^  les 
finances ,  l'industrie ,  le  commerce,  la  population  et  Fad- 
ministraliou  intérieure  et  extérieure  de  la  France ,  par 
Léon  Lalannb,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées.  Paris  t 
1846-47;  in-8^  J.-J.  Dnbochet  ei  0%  éditeurs,  rue  Ri- 
chelieu ,  60. 

Cet  ouvrage,  curteun  et  înstruclif,  se  recommande  aux 
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prof^çurs  p^ur  exercer  numôriqueineDt  les  élèvea  syr  de» 
données  réelles ^  et  non,  comme  presque  toujours,  sur  des 
suppositions  arbitraires  et  souvent  même  absurdes.  Outre 
4es  connaissances  pusitives  qu'acquerront  ainsi  professeur» 
et  élèves,  c'est  aussi  un  moyen  de  faire  aimer  la  sejeoce  »  eu 
en  montrant  les  applications  aux  besoios  du  pays. 

TvtsK  DB  MftcANiQo^  BT  d'astaonomie,  pféseutée  à  la  Faculté 
des  Sciences  de  Paris ,  le  25  octobre  1847,  par  M.  J.  A. 
Serrkt.  Paris,  40  p.in-4%  1847.  Bacbelicr,  lib. 
La  tbèse  roule  sur  la  célèbre  question  du  mouvement  d'un 
point  dans  l'espace  attiré  vers  deux  centres  fixes.  L'auteur 
fait  usage  de  coordonnées  elliptiques  mises  en  vogue  par 
M.  Lamé  et  entrevues  par  Legendre.  Dans  un  sujet  traité  par 
L.  Euler,  Lagrange,  Legendre,  et  Décemment  par  M.  Liou- 
ville,  le  profond  analyste  trouve  encore  à  ajouter,  à  éclaircîr. 
La  thèse  d'astronomie  s'occupe  de  la  détermination  de  la  fi- 
gure des  corps  célestes.  11  es(  tr^-agré^le  de  trouver  ici 
sous  une  forme  élégant^  tout  ce  qu'on  a  découvert  sur  cette 
importante  o^tière,  depuis  les  travaux  de  Aladaurio  jusqu'à 
l'eUipsoïde  à  axes  ioégaux  de  M.  J^cobi.  Le  toi&t  e^t  d'une 
lecture  attachanle  -,  médite  rar^  da«^  les  éçrita  dft  cefeore, 
et  qui  par  cela  même  doit  être  signalé. 


QUESTIONS. 


170.  aifc,  ABC  étâut  d^ttX  (l^iaiigles  rectiHgnes  situés 
dans  le  même  plan,  tes  qoolrcf  sonifinefs  &,  <t,  B,  C!  sont  fixes  ; 

,    .       au         tf#         ■      • 
on  a  la  relation  —-=--,  =  constante. 

Ad        Ati 

Si  )e  sommet  a  décrit  une  Ijgne  plane  aifébriqiifi^dedepié 
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pair  et  diynée  par  la  droite  bc  en  deax  parties  égales  et  symé- 
triques, le  sommet  A  décrit  une  ligne  de  même  degré. 

171.  abcd,  ABCD  éUunt  les  dettx  tétraèdres^  les  six  soiih- 
mets  6,  c,  d^  B,  C,  D  sont  fiâmes  ;  on  a  la  relation 

ab         ac     '   ad 

Si  le  sommet  a  décrit  une  surface  algébrique  de  degré  pair, 
et  divisée.par  le  plan  bcd  en  deux  parties  égales  et  symé- 
triques, le  sommet  A  décrit  une  surface  de  même  degré. 

(Jacobi.) 

172.  Étant  données  la  longueur  d'un  arc  de  cercle  et  celle 
de  sa  corde ,  déterminer  le  rayon.  (Vincent.) 

173.  Une  longueur  étant  partagée  en  m  parties  égales  par 
des  points  noirsy  et  en  n  parties  égales  par  des  points  rouges^ 
déterminer  la  plus  petite  distance  entre  un  point  noir  et  un 
point  rouge.  "  (Vincent.) 

174.  Une  équation  algébrique  ayant  toutes  ses  racipes 
réelles,  trouver  le  nombre  précis  de  racines  comprises  entre 
deux  limites  données,  par  le  moyen  du  théorème  de  Des- 
cartes.  (Jagobi.) 


DEUX  PROBLEMES 
mr  la  parabole  et  f  hyperbole  équilaêère. 

Par  quatre  points  G,  B,  D,  £  faire  passer  une  parabole.^ 

Fig.  32.  Prolongez  les  droites  CB,  DE  jusqu'à  leur  renr* 
contre  eu  A  ;  prenes  AG,  moyenne  proportionnelle  entre  AC 
et  AB,  et  demâne  AB,  mcttenoe  «Dtr«  A£^  Ai).  La  drwte 
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âM,  menée  du  point  A  au  milieu  de  GH>  sera  un  diamètre 
de  la  parabole. 

Par  quatre  poinis  C,  B,  D,  £  faire  poiser  une  kyperbok 
équilatêre. 

Fig.  33.  Prolongez  les  droites  GB,  DE  josqn'à  leur  ren- 
contre en  A  ;  prenez  les  longueurs  AG,  AH,  moyennes  pro- 
portionnelles, la  première  eulre  AC  et  AB,  la  seconde  entre 
AE  et  AD.  Sur  la  droite  MA.,  menée  par  le  milieu  de  GH, 
prenez  une  longueur  ML  =  MG ,  et  tirez  les  droites  LG,  LH. 
Ces  droites  seront  parallèles  aux  asymptotes  de  Thyperbole. 


QUESTION  DEXAMEN 

sur  les  racines  carrées  des  racines  d^une  équation  algébrique. 


Problème.  Étant  donnée  une  équation  algébrique,  trouver 
l'équation  qui  a  pour  racines  les  racines  carrées  prises  avec 
un  seul  signe  des  racines  de  la  proposée. 

Équation  du  second  degré. 

Solution,  Soit  :r'— a.x-fa.=0  l'équation  proposée, 
a,  p les  racines. 

Soit^c'  — M  +  *.=0,  l'équation  cherchée,  ayant  pour 
racines  a  et  |3,  on  a  les  relations  connues  &.*— 2&,=a.  ; 

é;=a.îd'oùfr.=  v/a.-f-2»/tf.i  6.=  \/^. 

Exemple  numérique  :  «=1  ;  p=2  ;  a,=5  ;  a,=4  :  i,=3  ; 
6.=  2. 

Équation  du  troisième  degré. 

a»' — a.j:'-ha,x— tf,=  0,  équation  proposée;  a',  p\  7*,  les 
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trois  radnes  ^  x'—fr^'+fr^-—6,=09  équation  cherchée; 
racines  a,  p,  7; 

Ona     ï««=:tf.  =  V  — 34.;Za'P»  =  fl.=fr,»  =  2frA5 

d'où  fr,=  (/a,)  éliminant  6,,  on  obiient  Féqaation  dn  qua- 
trième degré 

Exemple  numériçM  --  «si;  p=:2;  7  =  3;  a,  =  Hi 
a,a49;  ^^=3  36. 

L'éqaationen  fr.est  6.^— 986,*  — 2886. +  385^0;  d'oà 
6.=11- 

On  procède  de  même  ponr  les  équations  des  degrés  sa- 
périeors. 

ObiervaUani.  U  Si  dans  la  proposée  de  degré  m,  on  ùii 
X  =^%  la  transformée  en  j^  a  ponr  racines  les  racines  carrées  < 
des  racines  de  la  proposée ,  chacnne  prise  avec  les  deux 
signes  ;  aussi  la  transformée  est  de  degré  2ii»  et  les  termes  de 
rang  pair,  combinaisons  impaires  dés  racines,  manquent. 

2.  DansFéquation  qu'on  obtient  par  le  procédé  indiqué, 
les  coéflBcients  sont  irrationnels.  Faisant  disparaître  les  ra- 
dicaux »  on  est  ramené  au  cas  général. 

3.  On  peut  suivre  la  même  mardio  pour  calculer  une 
équation  ayant  pour  radnes  les  radnes  d'indice  donné  quel- 
conque des  racines  de  la  proposée. 


Aini.nMATiSH.?l.  30 

^by  Google 


Digitized  t 


—  458  — 

SUR  LE  XXIV*  PROBLÈME 
de   ParUhmétiqae  universelle  f). 

VAH  M.  ABXIi  T&AMSOV. 


ProblEv B.  Par  un  point  A  donné  à  égale  dieiemee  dé  deux 
droiiei  reetanguiaires  OX^  OY,  mener  une  aécanie  telle  que 
lapartie  BC  interceptée  par  ces  droites,  soit  égale  d  une  ligne 


Ce  problème,  qai  offre ,  par  la  diversité  de  ses  soIntHms, 
un  précieux  exercice  aux  coçunengaats ,  est  choiii  oomBie 
exemple  dans  les  livres  élémentaires  $  mais  il  me  semble 
qu'oo  n'en  a  pas  tiré  tout  le  parti  possible, 

Premièrement,  si  on  appelle  a  la  distance  do  point  Â  à 
chacun  des  côtés  de  l'angle  droit,  on  (roave,  pour  déter- 
miner la  longueur  du  segment  OB  intercepté  par  la  ligne 
cherchée  sur  le  côté  OX,  Téquatioç 

(a) or*— 2aj:^-f  (to'-«-^m«)j:'+2«i*x~a'irfa=<l; 

Équation  qu'on  abandonne  aussitôt  ponr  chertiiier  quel- 
que solution  plus  simple  ;  mais  c'est  bien  à  tort ,  car  celte 
équation  est  propre  à  donner  un  exemple  remarquable 
d'abaissement,  et  la  construction  des  segments  OB  est  aussi 
facile  que  celle  de  la  plupart  des  lignes  qu'on  prend  pour 
inconnues  dans  les  autres  solutions  du  même  problème. 

Remarquez,  en  effet,  que  les  quatre  segments  sur  Taxe 
OY  sont  égaux  aux  segments  sur  OX.  Or,  entre  les  deax 

O  V.  t.UI,p.iMet2«3. 
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iqpMAti  OB  et  OC,  que  donne  mie  nuAriie  potitton  de  la 
Ugne  m ,  a  y  •  une  relation  ifa'oD  a  dA  écrire  pour  former 
réqàation  (a)  ;  c'est 

OB:OG::OB-ra:a. 

Les  racines  de  Inéquation  (a)  satisfont  donc  par.  couples  à  la 
condition 

.  c'est-à-dire  à  Téquation  aéap ^a  (jZ+j:'')-  —  Ou,  ce  qui 
retient  au  méme^  on  est  assuré  que  l'équation  («)  admet 
deux  diviseur  de  la  forme  x'  ^  /ix  -j-  ^p. 

On  yérifie  cette  indication  en  identifiant  le  premier  mem-^ 
bre  de  (a)  au  produit 

et  on  trouve,  en  eSst,  qu'il  suffit  de  poser  p  +/>'  ^%cl^  avec 

|i|p^«^iii*  ;  de  sorte  que  p  tip'  sont  racines  4a  l'équa* 

tion 

a*  — fitfz  — in"  =  0, 

d'où  on  lire  p  =z  a-^  V/a*  +  /ii*îet/>'=3:tf  +  l/tf'-|- w*. 
Ainsi  deux  des. segments  OB  sont  racines  de  Féquation 

et  les  deux  autres  de  Féquation 

.      x'— (a  +  \/a'  +  m«)x  +  a(a  +  ka*  +  /n')  =  0. 

Maintenant'  je  vais  rappeler  sommairement  les  solutions 
dans  lesquelles  le  choix  de  rinconnue  conduit  à  une  équa- 
tion du  second  degré  seulement. 

1"*  Solution  de  Pappus^  c'est  celle  que  M.  Fontes  a 
étendue  au  cas  d*un  angle  quelconque  dans  sa  deuxième  con- 
iiruetion.  {Nouv.  Ann.,  t.  VI,  p.  18i)  f). 

(*)  Pâi^QS  donne  dtui  MteUotts  ;  «■•  |iar  It  «ioiMhto  u  l'nnirt  ptr  finisr» 
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2*  CMMièrasQliitkHi  de  NewUm.  On  prend  pour  incoo* 
nue  la  distanoe  entre  Je  point  A  et  le  milieu  de  BC  ;  Yoir  tont 
les  traités  élémentaires. 

S""  Denxiéme  de  Newton.  Ou  milieu  de  BG  on  abaisse  une 
perpendiculaire  snr  la  bissectrice  de  l'angle  droit.  Appe- 
lant^ la  distance  entre  l'origine  O  et  le  pied  de  cette  per- 
pendiculaire; b  la  demi-longueur  de  BG ,  et  e  la  distanoe 
OA  ;  la  valeur  de  x  dépend  de  l'équation  extrêmement 
simple 

f^  +  ey^br 

à  lacpieUe  on  parvient  en  exprimant ,  au  moyen  des  quan- 
tités e  et  >',  la  distance  de  A  au  milieu  de  BG  ;  et  substituant 
cette  expression  à  la  lettre  x  dans  les  équations  de  la  solu- 
tion précédente,  n"*  2.  .  * 

V  Solution  de  M.  Gergopne,  rapportée  dans  le  livre  de 
M.  Girodde,  étendue  par  M.  Foulés  au  cas  de  l'angle 
oblique. 

J'ignore  si  les  deux  solutions  suivantes  ont  déji  été  don- 
nées quelque  part. 

S""  Si  on  prend  pour  inconnue  le  rayon  du  cercle  inscrit 
au  triangle  formé  par  les  deux  c6tés  de  l'angle  droit  et  la 
sécante  BG  9  on  trouve  l'équation 

âor'  -j-  2ar  (m  —  a)  —  a*ni  s=0 , 

et  on  pourrait  former  également  l'équation  relative  i  f  un 
des  trois  cercles  ex-inscrits. 

6*  Enfin  on  peut  prendre  pour  inconnue  la  distance  s 
entre  l'origine  et  le  point  D,  où  le  cercle  circonscrit  ren- 
contre la  bissectrice.  —  Celte  manière  de  résoudre  le  pro- 
blème doit  être  remarquée  comme  comprenaat|  avec  une 

seelion  d'ane  hyparboto  éqoilalére  «l  d'an  eereto;  lans  mentionner  le  cas  oè  le 
peint  ett  enr  «ne  biMeottiee  (lir.  lY,  piep.  XXUl  et  XXX).  Tn. 
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égale  facilité  »  le  cas  d'on  angle  qaelconqoe  0.  —  On  arrite 
trés-aisément  à  l'équation 

'  2sin*e 

en  appelant  e  la  distance  OA. 


NOTE 

Swr  la  dmtUm  Itun  trapèze  dam  le  rappwt  de  m  4  n  par 
une  parallèle  aux  ba$e$. 

FA&  m.  KÉmi  Avn, 

•  Proretseur, 
AiidMi  élire  de  l'Ecole  poljleobnlqve. 


UtL  solution  de  ce  problème  indiquée  par  M.  Rivais  ^ 
page  387  de  ce  volume,  conduit  aux  conséquences  suivantes, 
remarquables  par  leur  généralité. 

l""  Soit  b  la  base  d'un  triangle  T,  x  la  parallèle  à  &  qui 
partage  la  surface  T  dans  le  rapport  de  m  à  /t ,  et  ^  le  triangle 
qui  est  une  de  ces  deux  parties  : 

T— /:/::6*— x*:x*::  m:«, 
d'où  x'=-^6*, 

expression  indépendante  de  tous  les  autres  éléments  du 
triangle. 

Donc ,  tous  les  triangles  qni  ont  b  pour  base,  ont  leurs 
surfaces  partagées  dans  le  rapport  de  m  à  n  pat  une  droite 

parallèle  à  la  base  et  de  longueur  b  \/  dans   cha- 
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cm  de  des  triniigleg ,  qaels  que  soient  et  I9  bi^uteiir  et  to 
angles. 

^  Si  b  est  la  base  d*un  triangle  quelconque ,  face  latérale 
d'ane  pyramide  quelconque ,  en  inscrivant  dans  ce  triangle 

latéral  une  droite  parallèle  à  6  et  de  longueur  b\/  — —^ , 

et  menant  par  cette  droite  un  plan  parallèle  à  la  base  de  la 
pyramide,  ce  plan  partage  la  surface  convexe  de  la  pyra- 
mide dans  le  rapport  de  m  à  n.,  puisque  tous  les  triangles 
latéraux  sont  tous  partagés  dans  le  rapport  de  m  à  n. 

y  Si  b  est  le  rayon  de  base  d'un  c6ne  quelconque,  si  Ton 
coupe  ce  cône  par  un  plan  pacallèle  à  la  base»  et  donnant 

pour  section  un  cercle  de  rayon  b\/  — ; —  ;  ce  plan  par- 

tage  la  surface  convexe  du  cône  dans  le  rapport  de  m  à  n; 
puisque  les  surfaces  convexes  des  deux  cônes  semblables  sont 
entre  elles  comme  les  carrés  des  rayons  des  bases. 

4"»  Si  6  est  la  base  d'un  triangle  quelconque,  fSKe  laté- 
rale d'une  pyramide  quelconque ,  en  inscrivant  dans  ee 
triangle  latéral  une  droite  parallèle  à  6  et  de  longueur 

b  \/         .     ,  et  menant  par  cette  droite  un  plan  parallèle 

à  la  base  de  la  pyramide  y  ce  plan  partage  le  volume  de  la 
pyramide  dans  le  rapport  de  m  à  n;  puisque  les  volumes 
de  deux  pyramides  semblables  sont  entre  eux  comme  les 
cubes  des  arêtes  homologues. 

S"*  Si  b  est  le  rayon  de  base  d'un  cône  quelconque,  si  l'on 
coupe  ce  cône  par  un  plan  parallèle  à  la  base ,  et  donnant 

pour  section  un  eerde  de  rayon  b  V/  ^  ,  ce  plan  par- 
tage le  volume  du  cône  dans  le  rapport  de  m  à  n ,  puisque 
les  volumes  des  cônes  semblables  sont  entre  eux  comme  les 
cubes  des  rayons  des  bases. 
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6*  Soient  a  la  base  inRrieare  d'un  trapèze ,  b  la  base  su- 
périeare ,  x  la  sécante  parallèle  aax  bases  et  partageant  la 
surface  dû  trapèze  dans  le  rapport  de  m  à  n  ;  soient  enfin 
A,  By  X  les  triangles  de  bases  a^b^x  formés  en  prolon- 
geant les  côtés  non  parallèles  du  trapèze 


a-X:X::û*— x*:x* 


X:X-B::a:':x'-.6^ 

m 


',|a— X:X— B::a*— *":j^*-ft"::w:». 


D*où 


expression  indépendante  de  tous  les  éléments  du  trapèze 
autres  gue  les  bases  parallèles. 

Donc  tous  les-trapèzes  de  mêmes  bases  a^bonX  leurs  sur- 
faces partagées  dans  le  rapport  de  ma  n  par  une  droite  pa- 
rallèle à  ces  bases  et  de  longueurV/  — ^  b^A — %^a* 

dans  chacun  de  ces  trapèzes,  quels  que  soient  et  la  hauteur  et 
les  angles. 

T  Si  un  trapèze  quelconque  de  base  A,  6  est  la  face  laté- 
rale d'ua  tronc  de  pyramide  quelconque ,  en  inscritant  dans 
le  trapèze  latéral  une  droite  parallèle  aux  bases  a,  fr  et  de 


longueur  \/  — ; — 6*  H r~"^'»  ®t  menant  par  cette 

\     m-j-/»         m-^w 

droite  un  plan  parallèle  aux  bases  du  tronc  de  pyramidei 
ce  plan  partage  la  surface  convexe  du  tronc  de  pyramide 
dans  le  rapport  de  m  à  n,  puisque  tous  les  trapèzes  laté- 
raux sont  partagés  dans  le  rapport  de  m  à  n. 

8"  Si  A ,  é  sont  les  rayons  des  bases  d'un  tronc  de  cône 
quelconque,  si  Ton  coupe  ce  tronc  de  cône  par  un  plan  pa- 
rallèle aux  base^  et  donnant  pour  section  un  cercle  de 


rayon  \/     7    ^H — ^^%  ce  plan  ïarlage  là  suri^o*- 
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coQTexe  du  tronc  de  cône  dans  le  rapport  de  ma  n,  puisque 

les  surfaces  convexes  des  cônes  semUables  sont  entre  elles 

comme  les  carrés  des  rayons  des  bases. 

9^  Sia,  b  sont  les  bases  4'un  trapèze  quelconque,  face 

latérale  d'un  tronc  de  pyramide  quelconque,  en  inscrivant 

dans  ce  trapèze  latéral  une  droite  parallèle  aut  bases  a,  b 

»   /  — ^ 

et  de  longueur  \/  — r— *^H ï— ^*»  ^^  menant  par 

\      m-f-n  m-|-/» 

cette  droite  un  plan  parallèle  aux  bases  du  tronc  de  pyra- 
mide 9  ce  plan  partage  le  volume  du  tronc  de  pyramide  dans 
le  rapport  de  m  à  n\  puisque  les  volumes  des  pyramides 
semblables  sont  entre  eux  comme  les  cubes  des  arêtes  ho- 
mologues. 

10.  Soient  a,  b,  les  rayons  de  bases  d'un  tronc  de  cône 
quelconque,  si  l'on  coupe  ce  trône  .de  cône  par  un  plan 
parallèle  aux  bases ,  et  donnant*  pour  section  un  cercle  de 


rayon  \  /  — r—  6  H — «r—  a*:  ce  plan  partage  le  volume 
y     m-f-n      '  m+n     '       r       «^       o 

du  tronc  de  cône  dans  le  rapport  de  m  à  n  ;  puisque  les  vo- 
lumes des  cônes  semblables  sont  entre  eux  comme  les  cubes 
des  rayons  des  bases. 


NOTE 

$ur  le  nombre  de  racines. réeUe$  contenues  entre  des  limites 
données,  à  Vaide  du  théorème  de  Descartes  (Question  174, 
p.  455). 

FAa  M.  088ZASI  80WWST, 

RépëUlear  A  l'Ecole  Polytechnique. 


On  sait  que  le  théorème  de  Descartes  fait  connaître  immé- 
diatement une  limite  supérieure  du  nombre  des  racines 
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réelles  poeitiTes  d'ane  équation,  et  même  le  nombre  exact  de 
ces  racines  quand  l'éqnalion  n'a  ancnne  racine  imaginaire, 
le  même  théorème ,  appliqué  à  la  transformée  en  — x  d'une 
équation,  peut  aussi  donner  nue  limite  supérieure  ou  le 
nombre  exact ,  dans  le  cas  de  la  réalité  de  toutes  les  racines, 
du  nombre  des  racines  réelles  négatives  de  cette  éqnation.C'est 
ce  que  l'on  montre  dans  tous  les  traités  d'algèbre;  mais  ce 
qui  n'est  pas  snflBsammeni  connu ,  c'est  qu'on  peut  déduire  dn 
seul  théorème  de  Descartes  une  limite  supérieure  du  nombre 
des  racines  réelles  d'une  équation  comprises  entre  deux  nom- 
.  bres  donnés  a  et  6 ,  et  même  le  nombre  exact  de  ces  racines 
quand  l'équation  proposée  n'a  aucune  racine  imaginaire;  or 

il  suffit  pour  cela  de  considérer  la  transformée  en  j^== r» 

'  qui  évidemment  a  autant  de  racines  réelles  positives  que 
hi  proposée  en  a  de  comprises  entre  a  et  b.  Cette  re- 
marque, que  Ton  doit  à  M.  Jaicobi  f),  est  d'une  grande  im- 
portance. On  voit,  en  effet,  qu'elle  permet  dans  un  grand 
nombre  de  cas  d'éviter  l'emploi  du  théorème  de  M.  Slurm  ; 
du  rcsle  la  transformée  en  y  9l  une  forme  assez  simple  :  en 

effet,  der=—: — r  on  tire  x=z  "^   '  ■  =&-^ ^.^   et  si 

f{pc\  =  0  est  l'équation  proposée ,  on  obtient  pour  la  trans- 
formée 


."p 


'«i-V,+(îzl%=i>.wi+ 


1.2.3       •'^  '   '  1.2 

,"-2/"(&)j.,/"W.,-]  ,  - 

^-r;T.2-''+ï:2:3'''J+  •=®' 

n  étant  1«  d^é  de  l'éqaalion ,  et  <f  la  différence  a—b. 

^— ^—  I       ■     ■  ■  ■  m  ■  ^    ■ 

OCrelle,XiIl;i4M835. 
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Une  autre  reitiarqae  que  j*ai  cotisigfoée  il  j  a  quelques 
années  dans  les  tableaux  polytechniques  publiés  par  M.  Blum, 
c'est  que  lorsque  l'équation  proposée  n'a  pas  de  racines  ég:ales, 
si  l'on  suppose  aeib  sufiQsamment  rapprochés  l'un  de  l'autre, 

la  transformée  en^  =    _    Gnit  par  se  trouver  dans  l'un  de 

ces  deux  cas  :  on  de  ne  plus  avoir  que  des  permanences ,  on 
de  ne  plus  aroir  qu'une  variation  ;  de  là  résulte  que  le  théo- 
rème de  Descartes  ou  plut6t  la  conséquence  que  M.  Jacobi 
en  a  déduite,  suffit  pour  conduire  d'une  manière  complète 
à  la  séparation  des  racines  •  pour  cela  étant  donnée  une  équa- 
tion/(j:)=:0,  on  prend  tous  les  nombres  entiers  compris 
entre  les  limites  extrêmes  de  l'équation,  et  n  et  n+ï  étant 
deux  consécutifs  de  ces  nombres,  on  cherjche  par  la  trans- 
formée en  ^s-— — ^  combien  ils  comprennent  an  pins 
X — n 

de  racines  réelles  ;  supposons  que  l'on  trouve  i,  on 
prend  a  <  1  d'une  manière  quelconque  et  on  cherche  de 
même  combien  il  y  â  an  pins  de  racines  entre  n  et  n-f-oc, 
et  entre  n+aei  n-^-i-^  supposons  que  l'on  trouve  if  pour 
les  deux  limites  n  et  n-{-a,  on  prend  a'.<Za  d'une  ma- 
nière quelconque  et  on  cherche  de  même  combien  il  y  a 
an  plus  de  racines  entre  n  et  n-\'a\  et  entre  n-f-a  €t 
n+a  ;  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  l'on  tombe  sur  une' 

transformée  en  yr=i——  qni  ne  présente  que  des  perma- 
nences ou  une  seule  variation ,  auxquels  cas  les  deux  limites 
a  et  6  ne  comprennent  aucune  racine  réelle,  on  en  com- 
prennent une  seule. 

Qnant  à  la  propriété  de  la  transformée  en  j^  s 7 , 

d'après  laquelle  a  et  b  étant  suffisamment  rapprochés,  le 
nombre  des  variations  du  premier  membre  est  0  ou  i  ,  on 
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rétaUil  simplenieni  eonme  il  tait  :  faboiis  ^  b  fr  -f  ^9  œ  qd 

donne  ^= — 1  +    ,  et  supposons  d'abord  que  les  deux 

limites  a  et  6  ne  eomprennent  ancnnê  racine  réelle  de  l'éqnar 
tion,  je  dis  que  si  S  est  suffisamment  petit,  toutes  les  racines 
de  ia  transformée  en  y  différeront  aussi  peu  qu'on  voudra 
de  —  I ,  lo  degré  de  petitesse  de  la  diflïhrence  entre  les  racines 
et  — 1  étant  mesuré  dans  le  cas  où  ces  racines  sont  imagi- 
naires par  celui  du  module  de  cette  différence.  En  eflfet,  con* 
aidéi*ons  d'abord  les  valeurs  de  y  qui  correspondent  aux 
valeurs  réelles  de  x  et  qui  sont  évidemment  réelles.  Si  nous 
désignons  par  •  un  nombre  positif  et  déterminé  plus  petit, 
I*  que  toutes  les  différences  obtenues  en  retranchant  a  suc» 
cessivement  de  toutes  les  racines  réelles  de  l'équation  pro- 
posée qui  sont  supérieures  à  a ,  et  2®  que  toutes  les  différences 
obtenues  en  retranchant  de  b  successivem^it  toutes  les  ra- 
cines inférieures  à  6>  les  valeurs  de^  oonsidéarées  différeront 

de  —  1  de  moins  que  -  ;  or  ^  finit  par  devenir  aussi  petit  que 

l'on  veut  quand  on  resserre  les  limites.  D'ailleurs  c  peut  être 
supposé  oonstent ,  donc  les  valeurs  réelles  de^  finissent  par 
être  constemment  aussi  peu  différentes  de  — 1  qu^on  le  vent. 
Donnons  maintenant  à  ^  les  valeurs  imaginaires;  soit 
«+Pl^— 1  l'une  de  ces  valeurs,  la  valeur  correspondante 
de^  sera  j^=— 1  ^ ::^.  Or,  si  on  appelle  c'un 

nombre  déterminé  et  positif  pjus  petit  que  la  valeur  absolue 

de  tons  les  coefficients  de  V^^-i  dans  les  racines  imaginaires 
de  l'équation  proposée ,  la  différence  qui  existera  entre  la 
valeur  de  y  considérée  et  —1  aura  nn  module  plus  petit 

que  -;.  Or  -7  peut  devenir  aussi  petit  qu'on  le  voudra 

en  resserrant  suffisamment  les  limites  a  et  b-,  donc  les  va- 


Digitized 


by  Google 


—  468  — 

leurs  imagiDaires  de^,  comme  les  valeurs  réelles,  finissent 
par  être  constamment  ansst  peu  difléreDtes  de  —1  qu'on  le 
veut  ;  on  conclut  aisément  de  là ,  en  se  rappelant  les  relations 
qni  existent  entre  les  coefficients  et  les  racines  d'une  équa- 
tion, et  les  propriétés  élémentaires  des  modules  des  exprès*, 
dons  imaginaires ,  que  les  coefficients  de  la  transformée  en  j^ 
ftiissent  par  être  constamment  aussi  peu  différentes  qu'on  le 
veut  de  ceux  d'une  équation  qui  a  toutes  ses  racines  égales 
à —1 ,  c'est-è-4ire  de  (j'+l)*=0  (m  est  le  degré  de  l'équa- 
tion proposée,  et,  par  suite,  delà  transformée).  D'ailleurs 
cette  dernière  équation  n'a  évidemment  que  des  permanences; 
donc  lorsque  a  et  6  se  rapprochent  indéfiniment  en  ne  com- 
prenant aucune  racine  de  l'équation  proposée,  la  transfinrniée 

enj^=    finit  par  ne  plus  avoir  de  variations. 

Supposons  maintenant  que  a  et  by  en  se  rapprochant , 
comprennent  toujours  une  et  une  seule  radne  réelle  de 
l'équation  proposée,  je  dis  que  la  transformée  en  ^  finira 
par  avoir  constamment  une  seule  variation' ^  en  eflet,  dans  ce 
cas,  nous  avons  toujours  dans  la  transformée  en  j^  une  racine 
réelle  positive ,  c'est  celle  qui  correspond  à  la  valeur  de  x 
comprise  entre  a.et  b\  et  quant  aux  (m  —  l)  autres  racines , 
elles  se  rapprochent  indéfiniment  de  —  1 ,  comme  dans  l'autre 
cas,  de  manière  à  en  différer  d'aussi  peu  que  Ton  veut  ;  sup- 
posons a  et  6  assez  près  l'un  de  l'autre  et  le  produit  des  fac- 
teurs du  premier  degré  correspondants  à  ces  dernières 
racines  assez  peu  différent  de  ^y-\'\T''\  pour  que  dans  ce 
produit  les  coefficients  soient  A""  positifs,  et  2^  tels  que  le 
rapport  de  l'un  quelconque  d'entre  eux  au  précédent  aille 
toujours  en  diminuant  à  mesure  qu'il  se  rapporte  à  un  terme 
de  rang  plus  élevé ,  propriétés  qui  ont  lieu  y  comme  l'on  sait , 
dans  (^+1)*"':  Je  dis  qu'à  partir  de  ce  moment  la  trans- 
formée en  ^  ne  présentera  qu'une  variation  ;  en  effet ,  soit 
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le  produit  des  facteurs  du  premier  degré  correspondants  aux 
valeurs  de  y,  très-peu  différentes  de  —  1 ,  et  «  la  valeur 
positive  de  jr  qui  correspond  à  la  valeur  de  x,  comprise 
entre  ^  et  6 }  si  nous  multiplions  ^(^)  par  ^ — a,  le  produit 


-a 


-A.« 


sera  le  premier  membre  de  la  transformée  en^.  Or  ce  poly- 
nôme a  au  moins  une  variation ,  puisque  les  termes  extrêmes 
ont  des  signes  contraires  j  du  reste  il  n'en  a  pas  plus  d'une , 
car  si  A^^-A^^a  est  le  premier  coefficient  négatif  de  ce 

polynôme ,  on  aura  a>-T-^  9  mais 
A«_* 

donc  on  aura  aussi 

a^^*±!  a-^:^      ^^éazl 

on  bien 

A^— A.a<0,  A^— A,^^<0, ...  A««,— A„i-«oi<0; 

.  ce  qui  prouve  que  tous  les  coefficients  qui  suivent  le  premier 
coefficient  négatif  sont  aussi  négatifs,  et  par  conséquent  que 
le  polynôme  ne  présente  qu'une  variation;  nous  arrivons 
ainsi  au  résultat  énoncé. 

Je  dois  dire,  en  terminant,  que  la  démonstration  qui  pré- 
cède est  analogue  à  celle  que  M.  Vincent  a  employée  pour 

.  prouver  que  le  théorème  de  Fourier  conduit  toujours  à  la 
séparation  des  racines ,  lorsque  le  rapprochement  des  limites 
se  fait  pdr  la  méthode  de  I^igrange.  (Lionville,  I,  341, 1836.) 
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ÉLÉMimiTs  D'ARiTHif  ÉTiooB  )  suivis  de  la  théorie  des  logarithmes, 
par  E.  Lioonet,  proresscur  de  mathématiques  au  collège 
royal  Louis-le-Grand,  examinateur  suppléant  d'admission 
à  TÉcole  navale ,  in-S""  de  320  pages.  1847  y,  Paris  H. 

(Fiii,T0irpage4M.) 

Liv.  ly  (139-171).  Racines  carrées  et  racines  ctAiqiAes. 

Les  deux  opérations  sont  décrites  ayec  une  grande  simpli- 
cité. Toute  proposition  sur  les  carrés  est  suivie  immédiate- 
ment de  la  proposition  analogue  sur  les  cubes  ,  ce  qui  rend 
la  marche  plus  rapide.  Est-elle  appropriée  à  l'élat  moyen 
intellectuel  des  commençants?  On  lit  (p.  146]  :  La  racine 
carrée  d'un  nombre ,  d  moins  d'un  autre  nombre ,  est  k  plus 
grand  multipk  du  second  nombre  dont  le  carré  soit  contenu 
dans  k  premier.  Cette  définition  est-elle  claTire  ?  N^est-iJ  pas 
préférable  de  s*en  tenir  à  la  définition  générale  des  approxi- 
mations, où  Ton  dit  qu'une  quantité  est  approchée  de  sa  va- 
leur  exacte  »  à  moins  d'un  nombre  donné ,  lorsque  la  diQ6-. 
rence  pour  excès  ou  défaut  est  moindre  que  ce  nombre  ? 

Le  problème  III  (p.  167)^  où  Ton  donne  un  critérium 
pour  reconnaître  si  un  nombre  entier  est  un  carré,  au  moyen 
du  nombre  de  ses  diviseurs,  est  curieux.  L'auteur  indique 
aussi  comme ,  à  l'aide  des  deux  premières  opérations  radi* 
cales,  on  peut  extraire  les  racines  d'indice  2**  .3%  m  et  n 
étant  les  nombres  entiers. 

(*)  Ghei  DeMbry,  Magdeleine  «t  oompagiiM,  rue  def  Maçoni-Sorbonne ,  i. 
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.  LW.  V  (IT^Md).  PraporiUm$  U  prognitimm. 

Qui  nous  dâi?rera  de»  Grecs  et  des  RomainsP  disait  le 
spirituel  auteur  de  la  Gasirmomie.  Les  proportions  et  les 
progressions  sont  les  Grecs  et  les  Romains  de  rariliunétique. 
Oopeutendireautant^aTec  plusderaison  encore.  Ce  n'estpas 
qu'il  y  ait  eu  progrès,  car,  au  moyen  âge,  on  distinguait  des 
rapporté  par  donsaîBes,  et  on  leur  donnait  des  noms  rébarba- 
tifs à  rendre  jaloux  nos  nomenclaleurs  chimiques.  Le  temps^ 
ce  grand  déblayeur  des  mauvaises  choses,  a  presque  tqut  en- 
IcYé  et  a' encore  trop  laissé.  Une  page  d'écriture  algébrique 
suflBrait  pour  expédier  facilement  ce  qu'on  nous  donne  péni- 
blement par  la  méthode  discursive  en  trente  pages.  L'auteur 
s'est  conformé  au  préjugé  généralement  établi  qu'on  raison - 
demenlmalhémàlique  est  d'aqtant  plus  solide, plus  profond, 
qu'il  est  plus  étendu,  plus  long.  C'est  le  contraire  qui  est 
Vrai  :  les  plus  courts  raisonnements  sont  toujours  les  plus 
profonds,  pénétrant  plus  dans  Fessence  du  sujet. 

Des  applications  nombreuses  de  la  règle  de  trois  directe  et 
inverse  et  des  règles  d'intérêt  terminent  ce  livre.  On  définit 
l'intérêt  (p.  210)  ce  que  rapporte  tin  capital  pendant  un  cer- 
tain temps. 

Il  serait  peut-être  plus  convenable  d'assimiler  l'intérêt  à 
une  location ,  et  définir  l'intérêt  :  le  loyer  d'une  somme  payé 
au  prêteur  par  l'emprunteur. 

Le  Lilavati  contient  ce  singulier  exemple  :  Une  esclave  de 
seize  ans  coûte  Z2ni8chas,  combien  une  esclave  de  vingt  ans? 
Réponse  :  23  3/4  nichas,  raison  inverse.  (Sect.  YI,  §  76.} 

Liv.  yi  (239-288).  Problèmes  et  théorèmes  divers. 

Nous  signalons  ici  avec  une  vive  satisfaction  un  perfection* 
nement  notable  dans  l'enseignement  élémentaire.  Quittant 
la  voie  battue ,  Tauteuir  rédige  un  complément  aux  théories 
arithmétiqi)es,  et  qui  est  aussi  un  acheminement  ou,  selon  le 
langage  philosophique  des  Allemands ,  un  propédmtique  à 
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la  théorie  des  nombres  ;  doetrine  inalheiireiisc»ient  néglige 
malgré  sa  haute  importance  dans  rinstracUon»  qn'a  fait  res- 
sortir un  des  esprits  les  plus  lucides,  les  plus  éleyés  de  notre 
siècle,  le  célèbre  créateur  des  couples.  Voici  les  matériaux 
renfermés  dans  cette  partie  dernière  et  la  plus  précieuse' de 
l'ouvrage  : 

10  Numération  et  trois  opérations  dans  un  système  de  base 
quelconque  $ 

2**  Limite  du  nombre  d'opérations  dans  la  recherche  du 
plus  grand  commun  diviseur  {Nouf>,  Annales^  t.  lY,  p.  617)  ; 

3^  Proposition  sur  les  carrés  magiques  [Nauv.  Annales  y 
t.  II,  p.  446); 

40  Propositions  diverses  sur  les  diviseurs  .d'im  nombre  ; 

5<»  Théorème  de  Fermât  ;  théorème  de  Wilson; 

60  Quatre  propositions  sur  les  résidus  quadratiques.  Il  est 
probable  que  c'est  pour  la  première  fois  que  ce  mot  est  pro- 
noncé dans  un  traité  français  d'arithmétique.  Il  est  à  regretter 
que  l'auteur  n'y  ait  pas  joint  la  loi  de  réciprocité  de  Legendre» 
si  facile  à  démontrer  par  la  méthode  de  M.  Dirichlet. 

11  serait  peut-être  convenable  d'at^cher  le  mot  reste  uni- 
quement à  la  soustraction,  et  de  réserver  le  mot  résidu  pour 
le  dernier  reste  de  la  division.  Il  existe  ici  une  apparence 
de  lacune.  Les  résidus  linéaires  ont  occupé  Fauteur  dans  les 
livres  précédents  ;  il  eb  a  traité  sans  les  nommer.  Les  con* 
gruens  rentrent  dans  les  résidus  linéaires.  Pourquoi  éviter 
d'employer  des  expressions  qui  Ont  acquis  droit  de  cité  ? 

7^  Arrangements  et  conMnaisms.  Très-bien.  Hais  pour- 
quoi s'obstiner  à  ne  vouloir  pas  indiquer  la  jnanière  de  for- 
mer les  combinaisons ,  avec  la  certitude  dé  n'en  oublier  au- 
cune ?  Cette  formation  est  pourtant  très-utile  pour  éclairctr 
la  théorie  des  déterminants,  qu'on  rencontre  maintenant  dans 
toutes  les  parties  de  la  science  ; 
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8»  ProbabilUéi.  Ce  sont  quelques  appUcatioiu  da  sqjel 
précédent;  car  oo  sait  que  le  calcul  des  probabilités  est  fondé 
snr  les  coefficients  binomianx  on  oombioatoires.  On  donne  ici 
qaelqaes  problèmes  snr  les  enjeux  et  snr  la  loterie.  Il  semble, 
ponr  éviter  des  méprises,  qa'il  aurait  fallu  dire  un  mot  de 
Ye^érance  moràh^  où  Ton  a  égard  à  la  fortune  et  à  la  position 
respective  des  joueurs.  De  là  l'immoralité  du  jeu  de  la  Bourse, 
où  des  hommes»  comparativement  pauvres  et  ignorant  les 
causes  perturbatrices  qui  agissent  sur  les  fonds,  jouent  con* 
tre  des  banquiers  millionnaires  connaissant  parfaitement  ces 
causes  et  les  faisant  natlre  au  besoin.  Il  7  a  opportunité  à  in- 
culquer de  bonne  heure  ce  genre  d'enseignement  dans  l'es- 
prit de  la  jeunesse. 

Ce  livre  est  suivi  par  une  théorie  des  logarithmes,  donné 
ayec  la  rigueur  et  les  développemepts  désirables,  et  qui  ter- 
mine Touvrage. 

Le  Fart  quœ  eentiai  d'Horace  étant  le  devofar  de  tout  écri- 
vain, nous  avons  hasardé  quelques  observations  critiques; 
d'autant  plus  volontiers  qu'on  pourra,  si  elles  sont  fondées, 
y  avoir  égard  dans  les  fréquentes  éditions  qu'obtiennent 
facilement  les  bons  ouvrages  élémentaires,  composés  par  des 
professeurs  à  classe  nombreuse  (*).  Nous  ayons  vu  qu'une 
sévérité  didactique  était  la  tendance  dominante  de  cette 
arithmétique;  celle  de  M.  Guilmina  une  tendance  purement 
pédagogique.  Conçue  dans  cet  esprit,  l'exécution  doit  être 
différente,  comme  nous  le  dirons  prochainement. 

COLLÈGE  ROTâL  DE  LA  FLÈCHE. 

Le  succès  éclatant  que  vient  d'obtenir  cet  établissement 
d'éducation  publique,  sonble  digne  d'être  consigné.  Sur 

(*)  La  fdoonde  Milion  Ytont  d«  paraître. 

AmU.  m  II4THSH.  VI.  31 
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quatre  élèves  présentés  à  l'éeole  polyteehn^ne,  trds  oiilété 
admis,  savoir  : 

1*  Gros  de  Perrodil  (Perdinand-Vietor) ,  égé  de  17  aiis^ 
première  année  de  spéciales,  f  de  la  promotion. 

2^  Laboissière  (Adrien- Jean-Marie) ,  âgé  de  17  ans,  pre- 
mière année  de  spéciales,  38<»e  de  la  promotion. 

Desbautschamps  (François-Léopold),  àgéde  17  ans,  5d^ie 
la  promotion. 

Le  ministre  de  la  gaerre  a  adressé  une  lettre  de  félidtâ- 
tion  an  général  commandant,  et  une  autre  à  M.  Bonfils, 
professeur  de  ces  jeunes  gens ,  qui  conservent  à  Técole 
polytechnique  les  boorses  qu'ils  avaient  au  collège. 

Ce  brillant  résultat  est  une  preuve  surabondante  que  le 
talent  d'enseignement  mathématique  n'est  pas,  et  fort  heu- 
reusement, concentré  dans  la  capitale. 


NOTE 
Sur  la  géométrie  analytique  de  la  sphère. 


L' Allemagne  possède  depuis^  plus  d'une  dizaine  d'années 
«ne  tphérique  emalytique;  tel  est  le  titre  traduit  d'un  ou- 
vrage du  professeur  E.  Gndermann,  de  Munster.  Les  courbes 
tracées  sur  la  sphère  sont  représentées  par  des  équations 
comme  celles  qui  sont  tracées  sur  un  plan.  Ainsi  les  grands 
cercles  sont  donnés  par  des  équations  linéaires,  les  coniques 
par  des  équations  du  second  degré  à  six  termes  ;  de  sorte 
qu'un  problème  étant  résolu ,  ou  lin  théorème  étant  démontré 
sur  des  courbes  planes,  peut  être  transféré  sur  les  courbes 
analogues  qphâriques  ;  les  coordonnées  sont  certaines  fone^ 
tions  trigonométriques  des  distances  sphériques  des  points 
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MX  nfétH  «0oritaM(iP»  tf 011»  r»ppek>ii9  ce  Uiu  9ênê  qu'w 
l|C4Mil0ÛHPpt#BMd»  (P'  80, 15  jooF.  mi,  p.  783),  qiM 

géomi^  ipUnpiê.  Uo  c^rl^io  sy^lâme  de  ooordoonécs  perr 
nurt  4i  iw'tar  d'une  manière  aDiforme  ton»  le»  probléoMU 
»ir  le»  fipoiqiie»  »phârÎ4iie»*  C^mmimiree  :  AUl.  Caiwbj, 
!>taMdet,  Uovftfle. 


M.  PHILIPPE  KORALEK. 
S^useripium. 


M.  Philippe  Koralek,  né  en  Mém,  éièwe  de  r^oole  |k>- 
lyUrhniqne  d»  Vfene,  fossèèi  vmïoMbêéê  peur  icalooler 
le  logarilhme  d'an  nombre  entier  de  l  à  10  millions;  k 
logarithme  d'une  ligne  trigonométriqne  d'an  arc,  degrés, 
minâtes  et  secondes,  avec  sept  décimales  exactes,  en  quel^ 
que$  mitmiei^  de  même  le»  opérations  invenses  ;  c'est  oe  q«'il 
a  fait  en  séance  pabliqae  à  Vienne,  comme  il  est  constaté  par 
les  jonmanx  ém  pajs ,  et  pliMienr»  fois  en  «otre  présence  à 
Paris.  Ce  jenne  homme  a  quitté  son  pays  natal ,  le  régime 
par  trop  paternel  du  Spielbecg^  pour  venir  respirer  l'air  de 
la  liberté  en  France  ;  mais  cet  air,  pas  plus  que  celui  de 
l'atmosphère,  ne  donne  à  vivre.  Désirant  Se  faire  con- 
naître et  se  créer  une  existence,  M.  Koralck  a  donc  adressé  à 
TÂcadémie  des  sciences  un  mémoire  contenant  la  description 
de  sa  méthode.  On  saitque  les  rapports  académiques,  lorsque, 
par  exception,  ils  sont  faits,  rapportent  quelque  honneur,  et 
même  rien  du  tont  quand,  selon  la  règle,  ils  ne  sont  pas  faits. 
Tonlefoi»  il  êtaii  permis  ici  d'espérer  un  ïowr  de  fmuuTj  car 
le  rapporteor  désigné ,  illustre 
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sidas,  oonDQ  par  sa  respectueuse  soumîssiaa  mx  paroles 
de  rÉcritare,  pouvait  se  rappeler  celles-d  :  F'tmê  aimerex 
V  étranger  y  car  wm$  aoex  éU  vom-mêinM»  étrangers  en  Egypte. 
Devant  viser  à  d'antres  moyens,  le  jeune  Bohème  a  tradoit  de 
l'allemand  on  onvràge  èlémentaire,  composé  par  Joseph  Sa- 
l<^on ,  professeur  à  l'école  polytechnique  de  Tienne,  sons  le 
titre  :  Recueit  de  problèmes  et  théorèmes  sur  la  planimé-'' 
trie^  etc.  Il  contient  217  problèmes  résolus  et  235  théorèmes 
démontrés,  qni  offrent  aux  professeurs  des  exemples  intéres- 
sants et  aux  élèves  d'utiles  exercices  parfaitement  gradués. 
Mettant  son  espoir  dans  la  générosité  française ,  l'auteur 
publie  par  voie  de  souscriplion.  On. aura  ainsi  l'occasion 
d'acquérir  un  bon  ouvrage,  tout  en  faisant  une  bonne 
action. 

Prix  de  la  souscription  :  5  fr. 

On  sonscrilchex  M.  Bachelier,  libraire,  quai  des  Augus- 
tins. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  N»  169,  p.  394  (*), 


FA»  u.  vBXAmm  m  xomvao, 

éléfe  en  ipécUles. 


Soit  O  l'horizontale  passant  par  le  point  de  départ,  et  OY 
la  verticale  du  même  point,  »»  la  vitesse  initiale  et  a  son 
angle  avec  OY  ^  les  projections  du  mouvement  sur  ces  deux 
droites  seront  : 

(i)  y=çtsïua-^ 

(2)  Jr  =  P/COSa, 

o  On  Si»  ptM  49  tel ra  la  fliort. 
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I  désignant  le  temps  compté  à  partir  da  départ  du  mobijie  ; 
l'élimination  de  i  entre  ces  deux  équations  donnera  la  tra- 
jectoire décrite  par  le  centre  de  gravité  da  mobile ,  qui  aéra 

elle  représente  nne  parabole  dont  l'axe  est  parallèle  à  OY.  Si 
on  change  x  en  x+^>  y  ^y+^j  1^  coeiBcients  de  oc"  et 
de^"  seront  les  mêmes  dans  la  transformée  qnels  que  soient 
h  eiki  donc  cette  coorbe,  rapportée  à  son  sommet,  aura 
poor  équation  t 


JfL 


fjr«Oj 


Le  sommet  sera  le  point  pour  lequel  la  Taleor  de  j<,  pijse 

dans  réqnation  (1),  sera  maximnm,  c'est-à-dire  lorsqu'on 

aura  : 

t^sinoe 

v9maL=igt  ou  /= ; 

g 

en  portant  cette  ralear  dans  les  équations  (I),  (S),  on  aura 
pour  les  coordonnées  du  sommet  : 

(») 

En  éliminant  a  entre  ces  deux  équations ,  nous  aurons  le 
lieu  des  sommets  ;  divisant  membre  à  membre,  il  yîent  : 

Y_tga 

iY* 
d'oîi  rin  2  zz=. 


X'+Y" 
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IWtAttf  cette  taleor  dans  (4) 

En  sapprimant  la  aoIation^s^O,  qai  ne  satisfait  pas  à  k 

éqoation  d'anc  ellipse  dont  Taxe  des  >^  est  on  axe  de  symé- 
trie, ce  qu'on  poavait  prévoir;  car  en  donnant  à  a  les  Ta- 
lenrs  «,  et  180*  — a,,  on  doit  obtenir  deux  paraboles  égales 
et  symétriquement  placées  par  rapport  à  OY.  Pour  avoir  la 
partie  de  OY  interceptée  par  la  courbe ,  il  faut  dans  l'équa- 
tion (6)  faire  x  =0;  la  diSrencedea  dem  nkmûéfty  mm 
la  valeur  cherchée. 

(/  $^ 

Ou  troaveainsi  jrs?=0,  j' as— ,  d'où  fr«B  m 

Pour  avoir  la  demi-longueur  a  du  d^ixième  axe^  nous 
ferons  y^r^^  et  la  valeur  trouvée  pour  x  sera  a,  d*oà 

Si  à  la  valeur  de^  prise  dans  Téquation  (4),  on  ajoute  là 
valeur  — — — ,  quart  du  paramètre,  on  aura  l'ordonnée  con- 

^     ^     j     1      j.       *  .      «^(COS'a+sin'a)         •  ^^  _ 

•tante  de  la  directnee-^ '       ■  ■  ou  g*  i  oett«  valeur 

étant  indépendante  de  a,  toutes  les  paraboles  proposées  ont 
donc  même  directrice. 

Quant  aux  foyers»  ils  ont  mémesabscisses  que  les  sommets 
correspondants ,  et  leurs  coordonnées  sont  égales  à  celles  de 
ces  mêmes  sommets,  moins  le  quart  du  paramètre;  en  se 
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reportaal  au  jûmn  (4)  et  (5),  od  yoU  qm  Im  oootdonttéei 
cherchées  soot  .- 

P^COSâoc 


•r= 


él6f  «Bl  aa.canré  et  ajoalant  : 

équation  indépendante  de  a;  elle  représente  donc  le  lieu  des 

foyers.  Ce  lieu  est  un  cercle  dont  le  centre  est  an  point  de 

pi" 
départ ,  et  dont  le  rayon  est  égal  à  -- ,  yalenr  qne  Ton  i 

trouvée  déjà  poor  l'ordonnée  de  la  directrice  et  le  petit  axé 
de  relHpse;  ced  TaU  toir  qne  les  trois  lignes  sont  tangentee 

an  point  f  j:=d  ,  jrsst-^X  On  pooTait  prèroir  que  tes  troie 

lieux  se  rencontreraient  en  ce  point;  car  si  on  lance  le  pro- 
jectile verticalement,  il  décrira  une  ligne  droite  dont  la  lon- 

gueur  calculée  directement  sera  — ,  Celte  ligne  étant  la  limita 

dé  toutes  les  paraboles  proposées  ^  lorsque  le  paramètre  dé- 
croît indéflniment ,  son  extrémité  doit  être  la  limite  des  posi- 
tions des  sommets  et  des  foyers  de  toutes  les  paraboles  pro- 
posées, et  se  trouver  sur  la  directrice  ainsi  que  nous  l'avons 
vérifié.  On  peut  remarquer  que  Tellipse  et  le  cercle  ont 
même  tangente  verticale-»  ainsi  toote  parallèle  à  la  verticale 
coupant  Tune  des  deux  courbes  en  deux  points  rencontrera 
aussi  l'autre  en  deux  points. 

Nous  avons  fait  voir  que  d'après  la  nature  de  la  question , 
les  soumets  et  les  foyers  étaient  symétriquement  placés  par 
rapport  à  l'axe  des^.  Il  suffira  donc,  pour  prouva* que  tous 
les  points  des  deux  lieux  satisfont  k  la  qoestioD,  de  démontrer 
que  ceux  qui  sont  sHoésk  droMe  de  l'axe desr  satisfont  A 
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la  seule  inspectIOD  de  la  yaleor  (4),  cm  reoonnatt  qae  ror- 

domiée  da  soiniiiet  peut  varier  entre  0  et  -- 1  comme  l'or- 

•  ^ 

donnée  des  différents  points  de  l'ellipse;  donc  tons  les  points 

de  l'ellipse  peuvent  être  occupés  par  des  sommets.  Imagir 

nons  ane  parallèle  à  qy^  coupant  l'ellipse  en  deux  points  M, 

M'  ;  ces  deux  points  seront  les  sommets  des  deux  paraboles 

qui  auront  leurs  foyers  sur  le  cercle  et  sur  la  droite  MM'. 

Celle  qui  passe  en  M' a  son  foyer  au-dessus  de  l'axe  des  j:  ^ 

attendu  que  l'on  a  M'P  <  7-  ;  quant  à  celle  qui  a  son  sopunet 

en  M»  son  foyer  est  placé  en  N  au-dessous  de  l'axe  desx, 
parce  que  la  distance  MP>  distance  du  sommet  à  la  directrice, 

est  plus  petite  que  r^.  La  droite  MM'  étant  quelconque,  fl 

est  démontré  ainsi  que  tons  les  points  du  cercle  peuvent  être 
occupés  par  les  foyers. 

Note.  M.  Paul  Serret  a  donné  une  solution  plus  courte  du 
même  problème.  Il  reste  à  démontrer  que  l'enveloppe  de 
toutes  ces  paraboles  est  une  parabole. 


SUR  LES 

PREMIERS  THÉORÈMES  DE  LA  STÉRÉOMÉTRIE , 

Diaprée  M.  Koppe ,  profesteur  à  SiBU  en  fTesiphalie. 
{Crelle,  XIV,  70,  1805  ) 


Dans  la  planimétrie  d'Euclide,  les  propositions  sont  ar- 
rangées avec  un  tel  art,  que  l'une  est  toujours  une  consé- 
quence des  propositions,  précédentes;  de  telle  sorte  qu'au- 
cune interversion  de  rang  n'est  possible.  Cette  impossibilité 
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dlminne  à  mesure  qoe  Ton  avance ,  et  aitivé  anx  plans ,  on 
a  déjà  acquis  ane  telle  richesse ,  qu'on  pent  admettre  plu- 
sieurs ordres  de  succession  pour  asseoir  les  premiers  fonde- 
ments stéréométriques.  Au  premier  abord ,  la  marche  la 
plus  simple  parait  élre  de  considérer  les  lignes  dans  l'es- 
pace, ensuite  la  position  des  lignes  et  des  plans ,  puis  la 
position  des  plans  dans  l'espace.  C'est  aussi  la  marche 
adoptée  par  Eudide.  Toutefois,  comme  la  position  mu- 
tuelle des  lignes  dans  l'espace  «  ou  envers  un  plan,  ne 
pent  s'établir  solidement  qu'à  l'aide  d'intersections  de  plans, 
ces  déductions  impliquent  une  sorte  d'inconséquence.  C'est 
ce  qui  a  engagé  M.  Koppe  à  renverser  Tordre  suivi  et  à 
commencer  par  la  considération  des  plans.  Il  procède  ainsi, 
mais  nous  supprimons  les  démonstrations  que  les  lecteurs 
trouveront  facilement. 

1.  Principe.  La  position  d'un  plan  est  déterminée  par  trois 
points  non  en  ligne  droite,  par  une  droite  et  un  point  hors 
de  la  droite,  par  deux  droites  qui  se  coupent,  par  deux 
droites  parallèles. 

2.  Deux  plans  ne  peuvent  avoir  que  ces  trois  positions 
possibles .-  ils  sont  parallèles,  se  coupent  suivant  une  droite, 
ou  coïncident.  La  même  chose  pour  une  droite  et  un  plan. 

3.  Définition.  L'angle  dièdre  est  l'espace  inGni  renfermé 
entre  deux  plans  qui  se  coupent.  Entre  deux  angles  dièdres 
peuvent  exister  les  trois  relations  de  grandeur;  angles  ad- 
jacents, opposés  au  sommet;  l'angle  dièdre  droit  est  celui 
qui  est  égal  à  son  adjacent;  deiix  plans  sont  perpendiculaires 
lorsqu'ils  forment  un  angle  dièdre  droit. 

4.  Delà  suit  que  tous  les  angles  dièdres  droits  sont  égaux, 
conmie  dans  la  'planimétrie  et  autres  conséquences  sur  les 
angles  adjacents  et  les  angles  opposés  par  le  sommet. 

5.  Premier  théorème.  L'intersection  de  deux  plans  perpen- 
diculaires sur  un  troisième  est  perpendiculaire  sur  les  deux 
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droites;  rjuteneettoii  desdenx  plans  a?ec  le  troMèoiey  se 
démontre  par  superposition. 

6.  Deusciêmû  théorème.  Si  de  deux  plans,  le  premier  est 
perpendiculaire  à  un  troisième  plan ,  et  si  la  droite  d*inter* 
section  des  deux  plans  est  perpendiculaire  sur  l'intersectiM 
du  premier  et  du  troisième  plan ,  cette  droite  d'intersedioft 
sera  aussi  perpendiculaire  sur  l'intersection  du  second  et  da 
troisième  plan,  et  ce  second  plan  est  aussi  perpendiculaire  sur 
le  troisième;  se  démontre  aussi  par  la  superposition. 

7.  Troiriêtne  théorème.  Si  l'intersection  de  deux  plans  est 
perpendiculaire  sur  les  deux  intersections  de  ces  deux  plans 
par  un  troisième  plan ,  les  deux  plans  sont  perpendiculaires 
sur  ce  troisième  plan .  Par  superposition. 

ObiervaHon,  On  peut  fllire  précéder  ce  troisième  théorème 
aux  deux  premiers  ;  on  évite  ainsi  de  parler  de  plans  per- 
pendlcnlaires  avant  d'en  avoir  montré  la  possibilité. 

8.  Lorsqu'une  droite  est  perpendiculaire  à  deux  droites 
menées  par  son  pied  dans  un  plan ,- elle  est  perpendicnlaire 
à  toute  autre  droite  menée  par  son  pied  dans  le  même  plan. 
Conséquence  des  théorèmes  deuxième  et  troisième;  on  peut 
toutefois  démontrer  aussi  ce  théorème  par  la  superposition. 

9.  Définition.  Une  droite  est  perpendiculaire  sur  un  plan 
lorsqu'elle  est  perpendiculaire  à  toutes  les  droites  menées  par 
son  pied  dans  le  plan. 

10.  Une  droite  est  perpendiculaire  sur  un  plan  lorsqu'elle 
est  perpendiculaire  à  deux  droites  menées  par  son  pied  dans 

.  le  plan  (8). 

a)  Si  deux  plans  sont  perpendiculaires  sur  un  troisième ,  la 

droite  d'intersection  est  perpendiculaire  sur  ce  troisième 
plan  (5). 

b)  Deux  plans  étant  perpendiculaires,  une  droite  menée 

dans  ru  des  plans  perpendicolatremeDi  à  l'intersection 
commune ,  est  perpendiculaire  h  Tautre  plan  (0). 
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é)  Toat  phB  pMBSDl  par  «m  AroH»  perpendlealftlre  à  an 
weoB^  plan  est  perpendicolalre  à  ce  plan  (7). 
ii.  a)  Deax  droites  perpendiculaires  sur  un  plan  sont 
parallèles  (4). 

b)  Si  de  deux  droites  parallèles  Tune  est  perpendkulairesnr 

un  plan^  l'autre  est  aussi  perpendiculaire  sur  ce  plan  (10). 

c)  Deux  droites  parallèles  i  une  trotsième  sont  parallèles; 

deux  angles  plani^à  côtés  parallèles  sont  è^aux  ou  sup- 
plémentaires. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  168, 
Proposée  dans  le  dernier  numéro. 

FABL  St.  XinSfl  MOVTIBa, 

Une  ooniqve  étant  rapportée  à  des  axes  rectanculairea»  si 
to  coefficient  angulaire  d'une  tangente  meoé^  par  un  poîiA 
est  égal  à  {/ — 1 ,  ce  point  est  un  foyer. 

1.  GûBiqiMi  à  centre*  «y-f  frVa;^!^^^;  TéquatUm  gé- 
nérale de  la  tangente  est 

2,  Parabole:  y^^i^x;  la  Ungoute  a  pouir  équatîM  gé* 
nérala  ; 
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3.  Le  même  théorème  s'applique  aux  normales. 
Coniques  à  centres.  L'éqoalion  générale  des  normales  est^ 

jr=:aX± 


Parabole.  ^==«x--«fi^-.Xlh 

«=K^;  y=K^(x-  |j;    donc,  etc. 

SUR  LES  COMPOSITIONS 

données  dam  les  examens  de  concours  powr  VÉeoU 
'  polytechnique. 


On  ne  derrait,  ce  me  semble ,  ni  répéter  d'ane  année  à 
Fantre  une  même  question ,  ni  donner  comme  problème  une 
chose  connne. 

Or,  à  rÉcole  polytechnique,  la  question  pour  la  sixième 

n 
série  en  1»7  est,  sauf  la  construction  d'un  lieu  y = — — r-, 

la  même  que  celle  pour  la  huitième  série  en  1846. 

Que  dire  de  cette  question  sons  le  n^  Y  :  Généralisation  des 
formules  trigonométriques?  On  en  conclura  sans  doute  que, 
sous  peine  de  compromettre  ses  élèves,  un  professeur  ne 
peut  s'éloigner  de  certainst)uvrages  et  employer  la  méthode 
si  simple  et  si  générale  de  Coriolîs.  Laplace  avait  donc  tort 
de  conseiller  les  méthodes  générales? 

Ces  réflexions  s'appliquent  également  aux  compositions 
pour  les  autres  Ecoles  du  gouvernement. 
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ver le  lieu  des  sommets  et  celai  des  foyers i M 

lUBË  (  Eugène  ) ,  professeur. 

Propriété  des  ellipses  homofocales. tao 

UBBSGUfi,  professeor  A  la  focalté  de  Bordeaax. 

Vérification  de 

oAe— «  [o|/4a^~4S4.  ék  4«>  —  A»  -»•  el/és^-^J 

•te 
d'oAflM  ■  .  '  — : 

4K  p  (p-a)  (p-6)  (p-c) S$0 

Démontrer  que  si  »  est  entier  et  positif,  on  a 

12  p 

LBNTHÉRIG,  neveu ,  professeur. 

Génération  des  surfaces  da  second  ordre,  par  les  tignet  da  second 
ordre. .^ i 

•  LORNAT  CD.  de). 

Solution  de  la  question  n*  169,  sur  les  paraboles  hallistlques 4T6 

*  Non  anagrammatiqae. 
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M  ABBB  (AHitMe). 

Note  ior  les  eïpreiilonf  -g,  j^ M 

MBNTION ,  éléte  di  ooUége  Loais-le-^rand. 

A\  B,  G,  D  qnatr*  point!  d'ane  cIHpMy  el  tels  que  let  nensaleteft 
ees  points  se  renoontrent  en  un  même  point;  Taisant  passer  une 
eirconrérence  par  trois  quelconques  A,  B,  G  de  ees  points, elle 
eoopera  l'ellipse  en  un  point  U  diamétralement  opposé  à  D m 

SI  d'un  point  donné  dans  le  plan  d'une  ellipse  on  mène  quatre  nor- 
males, les  pieds  de  ces  normales ,  le  point  donné  ei  le  centre  de 
rellipse  sont  sur  une  même  hyperbole  équilaiére ,  dont  les  asymp- 
totes ont  mêmes  directions  que  les  9iXe$  principaux  de  Tellipse  :  le 
point  de  moyenne  distance  des  pieds  des  normales ,  les  centres  de 
l'hyperbole  et  de  l'ellipse  sont  sur  une  même  droite  eonjuguée  dans 
rellipse  au  diamètre  qui  fait  a?eo  le  petit  axe  on  angle  égal  i  celai 
que  Tait  a?eo  le  grand  axe ,  le  diamètre  qui  passe  par  le  point 
donné.  .  •  .  • SIO 

A,  B,  G,  D  étant  quatre  poinu  pris  sur  une  ellipse ,  tels  que  les  nor- 
males en  ces  poinu  contergent  ?ers  le  même  point  ;  a^  +  Mi 
«•  aa6i  étant  Téquation  de  l'ellipse ,  les  cordes  AB ,  CD,  sont  con- 
juguées relativeuient  à  Thyperbole  «syt— Wci«»«i6t.. . m 

Note  sur  la  question  154  page  24s,  généraliution  de  ce  théorème.  . .  S9S 

Couper  un  triangle  par  une  transfersale,  de  manière  qne  trois  seg- 
ments non  consécutifs  soient  égaux I9t 

Note  sur  ce  théorème;  quatre  droites  situées  dans  an  même  plan 
forment  quatre  triangles  ;  dans  chacun  d'eux  existe  on  point  de 
rencontre  des  trois  hauteurs;  les  quatre  points  de  rencontre  sont 
slloés  sur  une  même  droite. • êêt 

MOOTIER  (Jules),  élè?e  an  collège  de  Versailles. 

D'on  point  D,  d'an  diamètre  FDB.  d'un  cerele ,  on  mène  nne  eèeanls 
quelconque  BDA,  an  cercle ,  en  A  et  B  en  lui  mène  les  tangentes 
AC,  BG,  et  on  Joint  D,  G,  démontrer  que  Ung  ADB.  tang  EDG— 
oonsiante • I0i 

Soit  OMP  an  triangle  dont  le  sommet  fixe  0  est  sar  une  droite  lixe 

OL  sitaée  dans  le  plan  des  triangles ,  on  a  OP  •«  t ,  MP^l^iTeee 
(MOP— sOlfP)  cosMOL  le  lieu  des  points  M  est  une  leraniseate  el 
la  tangente  en  M  passe  par  le  centre  do  eerelo  eirconscril  an 

triangle  Olf  P. m 

1"  Soient  2p  le  paramètre  d'une  parabole,r*etr'  les  rayons  rectears 

menés  des  foyers  aux  exuémités  d'une  eordo  nomialo  à  la  courbe 

an  point  correspondant  A  r,  on  ■  la  relation 

K)H)-Hy 

p 
s*  l'angle  •  de  la  normale  et  de  Paie  est  cos  >«  «-^ 

s*  la  distanceddtt  foyer  à  la  normale  an  point  correspondant  â  r  est 

^,r{r-iy.. ^ Ml 

SI  ungo-F+l/^— ion  atang(«4A)-«4l^~iq«elle<|Mtoil  la 
▼alenr  réelle  on  imaginaire  dn  Ung  ê Ml,  et) 
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SI  parle  foyer  d'âne  eeniqne  on  conçoit  analjUquement  deux  tan- 
gentes à  la  eoniqoe,  les  eoefficients  angulaires  de  ces  tangentes 
par  rapport  à  one  droite  qoelconqoe  prise  pour  axe,  sont  repré- 
sentés par  +  K  —  i.les  axes  étant  rectangulaires •  .  3M 

Étant  données  quatre  eirconrérences  A»B,  C,  A  dans  un  même  plan 
décrire  une  cinquième  £  ayant  son  centre  sur  A,  touchant  B  de 
sorte  que  ses  axes  radicaux  par  rapport  A  B  et  G  se  coupent 
sur  D 3TS 

MaRSNT(J.)>  dÇGIermont-Ferrand. 

L'enveloppe  des  bases  de  tous  les  triangles  recUlignes  qui  ont  an 
angle  commun  et  même  périmètre  est  un  cercle;  mémo  tbéorém» 
pour  les  triangles  spbéYiques M 

Connaissant  un  point  elle  centre  d'une  hyperbole  équilatére  trouver 
le  lieu  du  sommet  et  (fu  foyer 1T6 

mSVENGLOSKl  (G.-fiO,  répétiteur  du  collège Saint-Uuis. 

Note  sur  les  annuités S 

P£RR0D1L  (Ferdinand-Vietor-Gros  de),  élève  du  eollége  de  U  FMelie,  ad- 
mis le  i«r  à  l'école  polytechnique. 

Développée  de•te^.èV-<«^.ft)«. 27S 

A,  B,  G,  D  sont  quatre  points  pris  sur  une  ellipse  et  tels  qve  les  nor- 
males en  ces  poinu  se  rencontrent  en  un  même  polni;  faisant 
passer  nue  cireonférenee  par  trois  queleonques'  A,  B,  G  de  ces 
points  elle  coupera  l'ellipse  en  un  point  U  diamétralement  op- 
posé AD S6V 

Soit  •  un  point  pris  hors  d'une  ellipse  et  6  e  la  corde  polaire  de  ce 
point.  Soit  af  un  pointeur  le  même  diamètre  que  •  et  •*  égale  di- 
stanoe  du  centre;  abaissant  de  ce  point  les  perpendiculaires  é  p, 
•'  g  sur  les  axes  principaux,  la  droite  p  9  prolongée  coupe  l'ellipse 
en  deux  points  fr*,  e*  ;  les  quatre  normales .  qui  passent  par  fr,  0, 
V^&  M  rencontrent  en  un  même  point. S69 

Propriétés  des  polygones  et  des  polyèdres  inscriptibles  ;  expression 
du  rayon  de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre 896 

Étant  donnés  deux  ellîpsoTdes  semblables  conoentriques  et  ayant 
leurs  axes  principaux  homologues  dans  la  même  direction ,  tout 
cylindre  circonscrit  au  petit  ellipsoïde  coupe  le  volume  du  grand 
dans  un  rapport  simple  qu'il  s'agit  de  déterminer  (  Prob.  i44,  t.  VI, 

p.  319  ). ■ 4SI 

RUT  (Georges). 

Supposons  trois  points  m',  m",  in'"  sur  une  ellipse,  menons  par  les 
points  m^,  m"  des  tangentes  A  celte  courbe  que  nons  supposerons 
se  couper  en  un  point  T,  joignons  le  point  m"  au  pbint  wf"  et  par 
le  point  T  menons  une  sécante  parallèle  A  la  corde  m"  m'".  Cela 
fait,  si  on  Joint  le  point  m'"  au  premier  point  m',  la  ligne  de  Jonc- 
tion «^"  m^  passe  au  milieu  de  la  corde  interceptée  sur  la  sécante 
partant  du  point  T  et  parallèle  A  m'*  m"\  Cette  proposition  tait 
trouver  le  centre  d'une  ellipse  quand  on  connaît  trois  points  de 
cette  courbe  et  deux  tangentes  en  deux  des  points  donnés  .  .  .  SM 

Prenons  un  point  K  dans  une  ellipse  dont  AB  est  un  diamètre.  Joi- 
gnons les  extrémités  A,  B  de  ce  diamètre  au  point  K,  et  prolon- 
geons les  droites  JkK,  BKJasqn'anx  points  m',  m"  où  elles  vont 
eouper  la  courbe  ;  menons  aux  pointa  m',  m"  des  tangentes  A  l'ai- 

ARN.  on  llATHiM.  VI.  32 
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Kpie  qai  m  boiiperoMt  m  an  point  ntèffatir  f  ;  cali  pMé,  la 
droite  KT  sera  parallèto  tu  dtaifeéiro  craiikgaé  da  dimètro  AB.  .  389 

RISPIL»  ^léve  de  t'éeoïe  bormftlé,  maîDlenantAgrégé. 

La  surface  d'an  cylindre  oblique  i  base  circulaire  egl  équiVatente  A 
feeiie  d'un  réclanglb,  dont  un  côté  serait  le  diamélre  du  cercle,  et 
râutre  côlé  la  circonrérence  d'une  ellipse  dont  les  axes  sont  la  hau- 
teur et  l'arête  du  cylindre.' ' lo 

Forme  remarquable  que  petit  prendra  l'équation  qui  donne  la  somme 
des  puissances  semblables  des  termes  d'unb  profroMlon  arithtnè- 
Uque. »s 

RITAUI  (B.)(  aiwlen  profBSsear. 

Division  d'un  trapèze  en  parties  daAs  un  rapport  donné  par  des 
«droites  parallèles  aux  bases SBT 

SSRBET  (Paul),  éléTO  en  mathématiques  i  Avignon,  mainlenant  A  Paris. 

Conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'un  poijgoDO  de  »o6lés 
soit  circonscrit  k  une  conique 21 

fitoit  Va  îAÉtMA  d%  Il  drottés  convergeâtes  an  poiht  û  et  (H—t)  points 
Xi,  X. ...  X«.x  en  ligne  droite,  le  totit  dans bn  iiiéme  plan;  prenei 
sur  oAi  la  première  du  faisceau  arbitrairement  les  points  At,  Bf,  %  ... 
en  nottbfls  quelconque;  du  point  Xc  comme  oentre  ^rdjetei  ces 
l^lnts  sur  la  foeonde  droite  du  faisceau  en  A*^  B»,  G»; ... .  Ba  point 
Xè  comme  centre  pro)otea  ces  demièfes  siir  ia  troisièmo  ligne  du 
faiseoali  en  As,  Bv  Gi, ...  et  ainsi  de  tliito ,  soient  A^  B^Ok't  •••  les 
dernières  projections  obtenues  du  point  X«-i  comme  centre  sur  la 
A^"*  du  faisoeau;  tes  droites  Ak  A^,  B.  Bn,  G.  G^^ ...  ooneonrent 
tentes  en  un  même  poinl  situé  sur  la  droite  Xi  Xn^. 

9o6i«^8  «(si  X,  Irestani  flioon  soppoee  qu^  X,  déortfo  nfeie  co- 
élqoe,  quel  sera  te  lieu  décrit  par  le  point  des  conedu^  des 
draftek  A,  A„,  Bi  Biii  Cl,  Cw ; H 

Concours  général  de  1S46  en  mathématiques  spéclâtés 64 

Gènéràliâailon  de  la  composition  4  de  l'école  Polytechnique  [  t.  T, 
p.  509  ]  et  démontrée  t.  V.  p.  648 104 

Quatre  droites  situées  dans  le  mémo  plan  forment  quatre  triangles, 
dans  chacun  d'eux  existe  un  point  de  rencontre  des  trois  kiauteurs  : 
les  quatre  points  de  rencontre  sont  situés  snr  une  même  droite.  .. .  196 

Note  sur  un  nouvel  indice  de  l'existence  do  racines  imaginatres  dans 
une  équation. 9Bt 

Propriétés  des  polygones  inscrits  dans  une  conique  ei  comme  consé- 
quences, solutions  des  problèmes  I08, 109,  iio  de  p.  lia,  t.  Y.  .  .  .  8S6 

SBRRIT(J.  A.) 

Si  une  droite  est  asymptote  d'une  branche  dé  courbe  algébrique,  elle 

l'est  également  d'une  secondé  branche '» ttl 

bdncours  général,  1847,  dé  mathématiques  spéciales. soi 

SOULE  (Gharies  Xavier),  élév»  de  l'iiMttteOoki  Barbet,  admis  le  f  S*  i  Péeole 
Pdyteohniqne: 

Biaeauêliqoe  dans  le  eati  d'une  surface  Hftfractânté.  .  ; i86 

'  SDCHBT ,  professeur  au  collège  Oharlemagne. 

Théorèmes  rèfaUfii  adx  propriétés  tecaleé  de«  oétoiqdts.  ..;:;...  890 
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e.  TBRQCEM,  rédacteur.  T" rli'  .7  '^-'h^ 

Théorémei  sar  lef  divisions  en  moyenne  et  eitréme  raison  dans  les 
coniques  et  sur  les  ccrdct  passant  pn  un  poinl  Aie  et  divisées  en  . 

raison  domée 98 

Note  sur  cet  article.' 181 

Si  dans  l'éqaation  d'une  ligne  do  second  ordre  on  aii^DE— 2BF— o 
menant  par  l'origine  une  droite  quelconque;  le  coefllcient  angu- 
laire de  cette  droite,  moltipiié  par  le  coefficient  angulaire  de  la 
droite  qui  va  de  i'origine  au  pèle  de  la  première  droite,  est  un  pro- 
duit constant. .  .  .' SS 

.     ^  SinA      SinB      SinC  ^,^  .     _.     ,. .  ^ 

De  — — — T— — déduire  «*«-&> +ca— 3  ^ccos  A ;  .  .   34 

û  0  e 

Note  historique  sur  la  notation  cartésienne  des  exposants 95 

Théorie  des  rapports  projectifs  sinussiqnes,  segmeniaires ,  triangu- 
laires, pyramidaux;  involutions  projeciives 68 

Note  historique  sur  le  bitfôrae  de  Newton  »  les  exposante  négatirs  et 

frvetidmiairas 8S 

Théorie  des  exposants  de  nature  quelconque , 108 

Décomposition  des  fractions  rationnelles;  d'après  M.  Liouville.  ...  137 
Note  sur  une  classe  d'équations  do  premier  degré  ;  d'après  M.  Chélinl.  129 

Note  sur  le  ttitboréme  de  Fermât;  démontré  par  M.  Lamé isa 

DémoDstraiioD  d'un  théorème  de  M.  Ghasles  sur  les  rayons  recteniB  et 

les  polaires  des  coniques 163 

Problème  sur  les  directrices  dans  les  coniques 184 

Lien  des  milieux  des  cordes  de  direction  donnée  interceptées  entre 

deux  coniques. , 203 

Résoudre  a  sinff +6 cosx^c. 305 

Propriétés  des  normales  et  des  développées  des  coniques 205 

Solutions  de  quelques  questions  sur  l'origine  des  coordonnées  dans 

les  coniques 211 

Note  sur  l'algèbre,  de  M.  Laisné.  .  .  .- 540 

Note  sur  une  note  relatife  à  l'enveloppe  d'une  droite  de  longueur 

constante  inscrite  dans  un  angle  donné 38i 

Formation  des  nombres  premiers  les  uns  par  les  autres  ;  d'après  M.  le 

professeur  Scheri[ 293 

Théorie  de  l'élimination  par  les   foflctions  symétriques;  d'après 

M.  Liouville. . .  .  '. ,395 

0 
Note  sur  les  expressions  —  et  o* 391 

Solution  géométrique  du  problème  de  Malfatti ,  inscrire  dans  un 
triangle  trois  cercles  tangents  deux  à  deux  et  aux  celés  du  triangle,.  346 

Note  sur  le  mouvement  uniforme  ;  droites  et  cercles 4ot 

«        Division  numérique  hciliiée  par  lès  compléments  (Crelle) 435 

Division  des  figures  équivalentes  en  parties  superpoubles  (Crelle).  .  434 

Conversion  des  séries  en  produits  d'un  nombre  infini  de  facteurs 
(Crelle) 487 

Arithmétique  de  M.  Lionnet  ((lomple-rendu) 439 

Etant  donnée  une  équation  algébrique,  former  réquafion  dont  letf 
racines  sont  les  racines  quarrées  prises  avec  un  seul  signe  des  ra- 
cines de  la  proposée 458 

Notes  addiiives  A  divers  et  sur  divers  articles.  8,  53,  174,  189,  i98,  304 
217,  231,  280,  331,  380,  370,  277,  328,  341,  350,  375,  378,  388. 
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Ptg. 
TRAN80N  (Abel). 

DlTisaan  «ommensumblet  da  fécond  degré se» 

Sur  le  XXIV*  problème  de  r«rilhmétiqtte  aniTonelle 4M 

VACHETTE  (À.),  licenelé  éf  fdenees  melliématiqaeB,  etlieenoié  es  Kienoee 
physiques. 

Note  inr  les  reciaes  égales sis 

Problèmes  sar  les  progressionf  par  quotlenls m 

YINMSOM  (Foarnier),  professeur  à  Versailles. 

Sunt  donné  un  polygone  régulier,  trouver  le  lieu  d'un  point  situé 
dans  son  plan,  tel  que  le  produit  des  distances  de  ce  point  au 
sommets  du  polygone  soit  égal  à  une  quantité  donnée  K.  .  .     .  .  .   ei 

Une  parabole  ayant  un  foyer  fixe  touche  constamment  une  conique 
de  mémo  foyer;  si  on  mène  par  ce  foyer  une  ligne  qui  fasse  un 
angle  constant  arec  l'axe  delà  parabole,  le  lieu  du  point  d'inter- 
section de  cette  ligne  avec  la  parabole  variable  est  une  eonchoide 
du  cercle  (limaçon  de  Pascal) 13S 

VREHULST  (P.  F.),  membre  de  l'Académie,  professeur  d'analyse  à  Pécole 
militaire  de  Belgique.  • 

Leçons  d'arithmétique IM 

BoetiflcattonsrelaUves  à  quelques  passages  de  cette  arithmétique.  .  .  STt 

VIEILLE  (Jo^es),  professeur. 

Note  sur  an  point  de  la  théorie  générale  des  équations. tu 

VlNaDtT(AJ.H.),  professeur  au  collège  Saint-Louis. 

Nécrologie.  Durville. . Sta 
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sian  Bonnet à4 

Suite  du  mémo  article las 

Fin  du  même  article 3iS 
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Troarer  les  conditions  néoessaireu  et  saffisantes  pour  qu'une <éqaation  ad- 
mette un  nombre  donné  de  racines  égalels  entre  elles  [Suite  de  l'article 

t.  I,  p.  90]  ;  par  M.  Gerono s T5 

Suite  et  fln  dii  même  article IIS 

Note  snr  la  décomposition  des  fraction»  rationnelles  (d'après  M.  LiouTille); 

par  M.  Terquem. '. # •' 12T 

Étant  donnée  une  équation  f(x^  »  0  dans  laquelle  i!  y  a  deux  rannes,  dont 
la  somme  est  égale  k  une  quantité  donnée  a,  déterminer  ces  racines;  par 

M.  Jules  Vieille , .  .  IT4 

Note  sur  un  nouvel  indice  de  Texistence  d^s  racines  imaginaires  dans  une 

équation:  pat* M.  Paul  Serret 200 

Noie  sur  les  racines  égales;  par  Itf.  A.  Vaclietto 3fS 

Élimination  par  les  Fonctions  symétriques  (d'après  M.  Liou ville);  par  M.  0. 

Terquem M5 

Diviseurs  commeniarables  du  second  degfé  ;  par  M-  Aboi  TsfiniOB sq^ 

Note  sur  le  nombre  des  racines  réelle?  contenues  entr^  deux  limitf  s  flop- 
nées;  par  M.  0.  Bonnet .  t ^ 

IV.  Oéométrie'élènwntabo. 

Note  sur  la  méthode  des  isopérimètres  ;  par  M.  Bellion  / 27 

Théorie  des  rapports  proj^ctifs,  sinnsiiqqeÇt  s^9men^ires ,  triangulaires, 

pyramidaux,  involulions  projeciives;  par  M.  0.  Terquem 68 

Un  point  étant  donné  sur  un  cône  de  révolution ,  prouver  le  rayon  de  la 

section  circulaire  passant  par  ce  point,  problème  Faisant  suite  h  çelqi 

du  T.  V.,  p.  651  ;  par  M.  B \  .    M 

Note  sur  la  symétrie  des  angles  trièdres;  par  M.  Barbet •  \^ 

Programme  de  la  symétrie  plane  et  de  celle  de  l'espace  ;  par  M.  Dostor.  .  .  106 
Propriétés  des  polygones  et  polyèdres  inscriptibles,  expression  dq  rayon  4f 

la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre,  rayon  de  courbnre  des  courbofà 

double  courbure;  par  M.  E.  Brassine tl6  * 

Note  sur  cet  article;  par  M.  de  Perrodil IM 

Rectification  d'un  arc  de  cercle  ;  par  M.4. 0.  Dostor.  .• ^f 

Problème  de  Malfatti  :  à  un  triangle  donné,  inscrire  trois  cercles  tangents 

entre  eux  et  aux  côtés  do  triangle;  par  M.  Zornow H* 

Diriser  un  trapèze  dans  des  rapports  donnés  par  des  sécanteo  parallèles  à 

ses  bases;  par  M.  Riirals 919 

Note  sur  cet  article;  par  M.  Léon  Anne lOi 

DlTision  dvs  figures  équivalentes  en  parties  ioperposables  (d'oprès  M.  Oe»- 

vien,  premier  lieutenant  dans  le  22*  régiment  dlnfanteriodo  Prusia); 

par  M.  0.  Terquem 414 

Prâmiers  théorèmes  de  la  stéréométrie ,  par  Koppe 4io 

V.  Tngonométrî*  rMtîlîgne  9%  trigonométrie  ip)i^brf(|««. 

Démonstration  des  analogies  de  Neper;  par  H.  J.  Cortazar 2l| 

VI.  Oéométrie  aaalytiqae  à  deux  dlmennons. 

Conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'on  polygone  de  m  côtés  soit 
circonscrit  A  une  conique ,  et  en  particulier  le  pentagone ,  par  M.  Pavl 
Serret '  :  •  •  •' *• 

Note  sur  les  tangentes  des  coniques  et  sur  les  sommes  des  nombres  figurés  ; 
par  M.  Brassine '.  .  i2o 

Étant  donné  un  point  dans  le  plan  d'une  ooniqoe  a?ec  sa  polaire,  par  rap- 
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port  à  eette  conique,  si  l'on  mène  par  le  point  une  eorde  aneleonqne  et 
an  rayons  vectears  da  même  foyer  anx  extrémités  de  lit  eorde,  la  somme' 
•Igébriqaeqael'OD  obtient  en  dirisant  chaque  rayon  rectear  respectivement 
par  la  distance  de  l'extrémité  de  la  cordée  la  polaire  est  constante  ;  par 

M.  0.  Terquem 102 

ÉUnt  donnée  réqnatlon  générale  d'une  conique  dans  son  plap,  l'anglo  dea 
«xés  étant  quelconque,  quelles  sont  les  relations  entre  les  coefllGianta 

lorsqu'un  des  axes  est  une  disectrice;  par  M.  0.  Terquem 184 

Par  un  point  B  donné  A  é^alf»  ftislancf  de  deux  drqites  formant  un  angle 
quelconque,  mener  une  sécante  telle  que  la  partie  Interceptée  entre  ces 

deux  droites  soit  égale  A  une  (igné  donnée  M;  par*!!.  Fontes IBO 

Note  sur  les  normales  et  les  développées  des  coniques  ;  par  M.  0.  TprqiNni.  Ml 
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quem  tu 

Note  sur  cet  article Iti 

Si  une  droite  est  asymptote  d'une  branche  de  courbe  algébrique,  elle  Yêêi 

également  d'une  seconde  branche;  par  M.  J. -  A.  Serreu SiT 

Ëtant  donnée  une  sérje  d'ellipses  homofocales,  quelle  est  la  courbe  qui  passe 
par  tous  les  points  de  ces  ellipses  où  les  normales  sont  parallèles  A  une 

droite  donnée?  parH.  Eugène  Jubé.     390 

Propriétés  des  normales  des  coniques;  parM.Bel)ion 9St 

Si  d'un  point  pris  dans  le  plan  d'une  hyperbole  on  abaisse  des  perpendlco- 
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point  est  pris  sur  la  courbe,  ce  sera  la  normale  en  ce  point;  par  M.  So«t-  %n 
Menons  du  centre  de  l'ellipse  A  sa  circooféreoce  différents  rayons,  prolon- 
geons chacun  d'eux  d'une  longueur  constante,  et  cherchons  le  lien  des  ex- 

Uémilés;  par  M.  J.  Dieuger 9t4 

Note  sur  l'enveloppe  d'une  droite  de  longueur  constante  inscrite  dans  un 

angle  rectiligne  quelconque;  par  te.  le  docteur  Joachimslhal MO 

Note  sur  cet  article;  par  M.  Terquem Sft 

Discussion  de  la  courbe  représentée  par  «iyt.|i(|f+«t— ^xy  cos  9)—  opétant 

l'angle  des  axes  coordonnés  ;  par  M.  de  Bouteiller. 28S 

Hexagramme  de  Pascal ,  par  M.  Haillecourt 960 

Étant  donnés  un  point  o  et  sa  polaire  par  rapport  A  qno  ponique  dont  les  in- 
tersections avec  la  polaire  sont  f,  g,  trouver  le  point  de  rencontre  A  des 

deux  normales  sans  se  servir  des  points  f^  g\  par  M.  Joachimsthal 8T3 

Sur  les  branches  infinies  des  courbes  algébriques  ;  par  M.  Haillecourt.  .  .  .  tT2 
Usage  de  la  méthode  des  multiplicateurs  Indéterminés  pour  la  démonstra- 
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la  méthode  A  employer  pour  démontrer  lea  prlnclpau  théorèmes  relatiCs 

aux  diamètres  conjugués  ;  par  M.  E.  Brassine 181 

Addition  au  théorème  de  M.  PanISerret,  par  M.  B.  Gaulan 4S8 

Sur  le  XXIY*  problème  de  l'arithmétique  unlverielle 488 

Par  quatre  points  faire  passer  une  parabole  ou  une  hyperbole  éqnllalAnf 
Bolution  de  la  question  180,  par  M.  D.  de  Lomay 488 

yfl«  Oèométii»  aii«]ytS4|ao  A  troSa  dnneiiaioiio. 

Noto  8ur  la  génération  des  surfaces  du  second  ordre  par  les  lignes;  par 

M.  teulbéric,  neveu 8 

Rayon  de  courbure  des  courbes  A  double  courbure  ;  par  M.  1.  Brassine.  .  .  298 
Noie  8|}r  1^8  ipbéres  taoggntes  A  quatre  plans  donnés;  par  |(.  E.  CaUlan.  .  281 
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Note  sar  les  foyers  des  ooarbos  d'inteneecion  de  deu  farCtoet  da  second 
degré;  par  H.  E.  CataUn 491 

▼m*  Phyiîqiie  ■uithéiiiatiqiM. 

De  le  dUeftvsliqiie  dans  le  cas  d'ane  surface  rèfracunte  plane;  par 
M.  SoQlé IM 

IX.  Ooleol  îafiBÎtésÎBMl. 

Note  snr  l'éqnation  dUrérentlene^4.A('----^+.  .  .  .A«y-«;  par  M.  J. 

Dienger. , 1S4 

GonTersion  des  séries  en  prbdnitsd'an  nombre  inflni  de  facteurs  (d'après 
M.  Stem 43y 

SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉES. 
I.  Algèbre  élémentaire. 

Étant  donnée  l'éqnation 

«*«-«[•  |/4a:i«igi  +  |  1/ 4«i-»9  +  €  l/îïCrS], 
en  tirer  la  ralenr 

abc  ,  Pmm'^-^^+^ 

«l/p(p-«)(p-6)(p-c)  * 

[Prob.  69,  t.  Il,  p.  S2T  ];  par  M.  Lebesgne.  : Sit 

Démontrer  que 

»  est  entier  et  positif  [  Prob.  70,  t.  II,  p.  327];  par  M.  Mention 3M 

Noie  snr  le  mémo  article;  par  M.  Lebesgne ttl 

n.  Géométrie  élémentaire. 

L'enveloppe  des  bases  de  tons  les  triangles  reetilignes  qni  ont  un  angle 
commun  et  même  périmètre  est  un  cercle  :  même  propriété  ponr  les 
uiangles  spbériques;  par  M.  Cabusai^de  Bajor  [Prob  137,  t.  V,  p.  «7i].  .    ts 

Solution  du  même  problème;  parM.  J.  Murent M 

Soit  un  faisceau  de  n  droites  convergentes  au  point  0  et  (»— 1)  pointe  Xi, 
Xa ...  Xh-^i  en  ligne  droite,  le  tout  dans  un  même  plan;  prenes  sur  oAila 
première  du  faisceau  arbitrairement  les  pointe  At,  Bi,  d,  etc.,  en  nombre 
quelconque  ;  du  point  Xi  comme  centre ,  projetés  ces  pointe  sur  la  seconde 
droite  du  faisceau  en  A„  B»,  Ct,  etc.  ;  du  point  X«  comme  centre ,  projetés 
ces  dernières  sur  la  troisième  ligne  du  faisceau  en  As,  Bi,  G3,  etc.,  et  ainsi 
de  buiie. 

Soient  An,  Bm,  Cn,  etc.,  les  dernières  projeettons  obtenues  du  point  X«.( 
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Pag. 
oomme  eentre  sor  It  «i**"'  da  faisceau  :  lei  droites  At  A«,  Bi  B«,  G.  G»,  etc., 
ooncoorent  en  an  même  point  situé  sur  la  droite  Xi  X,r-i. 

2«Si  11*3  et  si  X,  restant  fixe  on  suppose  que  X«  décrive  une  conique,  quel 
sera  le  Heu  décrit  par  le  point  des  concours  des  droites  A.,  A^, ...  Bt  B^. 
[Prob.  53, 1. 1,  p.  520];  par  M.  Paul  Serret 46 

itant  donné  un  polygone  régulier,  trouTer  le  lieu  d'un  point  situé  dans  son 
plan,  et  tel^ue  le  produit  des  distances  de  ce  point  aux  sommets  du  po- 
lygone soit  égal  A  une  quantité  donnée  [Prob.  iSo,  t.  V,  p.  512];  par 
M.  Vanuson.  .  .' ^ . 91 

Etant  donnée  une  progression  arithmétique  de  i»  termes  dont  la  raison  est 
égale  au  premier  terme;  élevant  chaque  terme  au  quarré,  le  tiers  de  n 
fois  le  quarré  du  dernier  terme  est  toujours  entre  la  somme  de  tous  les 
quarrés  et  cette  somme  moins  le  quarré  du  dernier  terme;  démontrer 
cette  propriété  par  la  géométrie  [Prob.  i2i,  i.  V,  p..202];  par  M.  B***.  .  .  179 

Quatre  droites  situées  dans  le  même  plan  forment  quatre  triangles,  dans 
chacun  d'eux  existe  un  point  de  rencontre  des  trois  hauteurs;  les  quatre 
poinu  de  rencontre  sont  situés  sur  une  même  droite  [Prob.  toi,  t.  IV, 
p.  370];  par  M.  Paul  SerreU 196 

Note  sur  cet  article  par  M.  Mention 400 

Etant  données  quatre  circonférences  A,  B,  G,  D,  dans  un  même  plan, 
décrire  une  cinquième  circonférence  E  ayant  son  centre  sur  la  circon^- 
renée  A,  touchant  la  circonférence  B,  de  telle  sorte  que  les  axes  radicaux 
de  cette  circonférence  E,  par  rapport  à  B  et  G,  se  coupent  sur  un  point  de 
la  circonférence  D  [Prob.  155,  t.  VI,  p. 243];  par  M.  Huet  (Gharles-An- 
guste) 374 

Solution  do  même  problème  ;  par  M.  Moutier.  . 375 

Gouper  un  triangle  par  une  transversale  de- manière  que  trois  segments  non 
consécutifs  soient  égaux  [Prob.  97,  t.  IV,  p.  200];  par  M.  Mention 399 

m.  Tri^BOinèfrie. 

Si  tang  •  «•±  K  ^on  aura  aussi  tang  (a+b)  — + i/  ^  quelle  que  soit  la 
valeur  réelle  ou  imaginaire  de  6  [Prob.  158,  t.  VI,  p.  271];  par  M.Jules 
Moutier 365 

XV.  Oéoméfrie  «iuJyti4|ae  A  deux  dimensSons. 

Une  parabole  ayant  un  foyer  fixe  touche  constamment  une  conique  de 
même  foyer  ;  si  on  mène  par  le  foyer  une  ligne  qui  fasse  un  angle  constant 
avec  l'axe  de  la  parabole,  le  lieu  du  point  d'intersection  de  cette  ligne  avec 
la  parabole  variable  est  une  conchoïde  du  cercle  (Limaçon de  Pascal) 
[Prob.  138,  t.  V,  p.  672];  par  M.  Vannsoo. 122 

Connaissant  un  point  et  le  centre  d'une  hyperbole  èquilatère,  trouver  le  lieu 
du  sommet  et  du  foyer  [Prob.  Ms,  t.  VI,  p.  i34];  par  M.  MurenL  ....  176 

Solution  cfu  même  problèpie;  par  M.  John 195 

Soit  OMP  un  triangle  dont  le  sommet  fixe  0  est  sur  une  droite  fixe  04,  si- 
tuée dans  le  plan  du  triahgle,  on  a 

OP-i;  MP-V/?;  cos(MOP-2  0MP)»cosM04. 

Le  lieu  des  points  M  est  une  lemniscate,  et  la  tangente  en  M  passe  par  le 
centre  du  cercle  cireonscrit  du  triangle  OMP  [Prob.  124,  t.  V,  p.  376];  par 

M.  Moutier ' * 221 

Quatre  points  étant  placés  harmoniquement  sur  une  droite,  une  circonfé- 
rence qui  passe  par  deux  points  conjugués  coupe  orthogonalement  la  cir- 
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comme  diamètre  [Preb.  $%,  t.  Il,  p.  SST],  voir  C.  III,  p.  3l;  p^f  M.  P,  A.  G. 

Colombier '.  tn 

Trouf  er  la  développée  de  «l«t + b^yt  »  (40t  +  yi)l  qai  est  le  lien  g^métri<|ae  ' 

des  projections  orihogooales  du'  centre  dîne  ellipse  sur  ses  taogenl«l 

[Prob.  I4T ,  t  VI,  p.  ttê];  par  If.  de  Perrodil \m 

Propriétés  des  polygones  inscrf  ta  dans  ane  conique  et  comme  cosséquentes  ' 

solutions  des  Ibéoréroes  lOS,  lo» ,  iio,  p.  iilt,  t.  V;  par  M.  Paul  Serrel.  }»5 
l*8oieni  sp  le  paramétre  d'une  parabole,  rr*  les  rayons  Tectenrs  menés  du 

foier  aui  «extrémités  d'une  corde  normale  à  la  courbe  au  point  corref-  ' 

pondant  à  r,  on  a  la  rtlation 


(,.L)(,.1)_(,.!)', 


2*  L^Qj^Ip  u  de  U  normale  êjpe  Ta^p  est  donqé  P4f  cofU-^^  ; 

s»  Le  distance  d  du  foyer  à  la  normale  du  point  cofrespopd^pt  é  r  aet  dén- 

née  par4*T  fr— ^  J 

[Prob.  K^D,  |. v|.  Q.  2U]\  par)}.  Jules  MQuUeF 1» 

8i  p4f  It  («Vf  r  4'opt  coniffve  an  oançoit  a»«ly UquanMl  dtax  tasiMiea  à  ta 
co^lqntt  )e«  coeilciequ  angulaire!  de  ofn  tangentes  par  capport  à  «ne 

droite  quelconque  prise  pour  axe,  sont  représentés  par  + 1^  — ï,  les  axes 
étant  rectangulaires  [Prob.  159,  t.  yf,p.  27i];  par  M.  Jules  MouUer.  |i| 

A  ,B ,  G ,  D  sont  qaatre  pointa  pris  sur  une  ellipse,  et  tels  que  les  normales 
en  eeê  points  se  renconlrent  en  un  même  point;  faisant  passer  une  cir- 
courérence  par  trois  quelconques  ABC  de  ces  quatre  poinu ,  celte  circon* 
férence  coupera  l'ellipse  encore  une  fois  en  un  point  D',  diam'étralement 
opposé  au  point  D  [Prob  149,  t.  Tl,  p.  SU]  ;  par  M.  de  Perrodil m 

Solution  <lu  même  problème  par  M.  Mention Sn 

Soient  •  un  point  pris  bors  d'une  ellipse,  ot  ée  la  corde  potairo  de  ce  point. 
Soit  •'  un  point  sur  le  même  diamètre  que  n  et  è  égale  distanw  du  cintrut 
abaissant  de  ce  point  les  perpendiculaires  o'p,  tfq  sur  les  axes  principanif 
la  droite  pq  prolongée  coupe  reiiipse  en  deux  pointa  fr',  e'  ;  les  quatre  nor 
maies  qui  pussent  par  k,  p,  6',  (f*  se  repcoptrept  en  un  v^f  p^nf  [Prob. 
150,  t.  TI,  p.  242];  par  M.  de  Perrodil ' 999 

Si  d'un  point  donne  dans  le  p^^^  d'une  ellipse,  on  mène  quatre  normales* 
les  pieds  de  ces  normales ,  le  point  donné  et  le  ceptr^  ((e  l'elUpse  son| 
sur  une  mémp  hyperbole  équilatére,  dont  les  asymptotes  opt  menées  di- 
rections que  les  è^w  principaux  de  retlipse  :  le  point  f|e  moyenne  dis- 
tance des  pieds  des  normales,  les  centres  de  l'hyperbole  et  de  rdlipse, 
sont  yur  une  fpême  droite  conjuguée  dans  l'ellipse  sq  di^m^frQ  W\^  ^>U 
^Tec  le  petit  4XS  aq  sngle  égal  A  celui  que  fait  avec  le  f^apd  ^xe  le  dia- 
mètre qui  passe  par  le  point  donné  [Prob.  163,  t.  VL  p.  i^i]-.  nar  ¥•  Mcn- 

«»° :.'.7......«i 

A,  B,  C,  D  étant  quatre  points  pris  sur  une  ellipse  tais  que  1m  Bormatas  en 
ces  points  couTcrgent  Tcrs  le  même  point  a*yt+  6«x>  —  otftt  étant  l'équa- 
tion de  l'ellipse,  les  cordes  AB,  CD  sont  conjuguées  relativement  à  l'hy- 
perbole oiy*— 6*âBt~a^6i  (axes  rectangulaires)  [Prob.  164,  t.  TI,  p.  S2S]; 
par  M.  HenUon STO 

Supposons  trois  pointa  mf ,  m",  «">  sur  une  ellipse  ;  menons  par  les  pointa 
m',  m"  des  tangentes  A  cetta  courbe,  que  nous  supposerons  eo  couper 
en  un  point  T;  joignons  le  point  m"  au  point  m"' ,  et  par  le  point  T  mê- 
pons  une  sééaniè  parallèle  A  ta  corde  iH' W^  $  oèta  fait,  si  l'oê  Joint  U 
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Pif. 

poiDtm"'  «a  prvmier  point  m\  la  ligne  de  jonction  m'"  m' ptfte  «n  milien 
de  la  corde,  iitereepléo  tur  l«  iée«&to  paruni  da  point  T  et  parallèle  à 

Celte  propofition  fera  Irower  le  centre  d'ane  ellipse  lonqo'on  eonnalUa 
trois  points  de  celle  courbe  et  deox  Uniienies  en  deux  des  points  donnés 
[Prob.  isi,  t.  VI,  p.  249]  ;  par  M.  Georges  Ritt US 

Prenons  on  point  K  dans  une  ellipse  dont  AB  est  son  diamètre.  Joignons  les 
exlrémliés  A,  B  de  ce  dlamèire  an  point  K,  et  prolongeons  les  droites  A^ 
BK  Jusqu'aux  poinU  m',  m"  où  elles  vont  cooper  la  courbe;  menons  au 
points  mf.  M"  des  ungentes  à  l>l|ipse,  qui  se  couperont  en  nn  point  ei- 
térieor  T.  Gela  posé,  la  droite  KT  sera  parallèle  au  diamètre  conjugué  du 
diamètre  AB  [Prob.  iss,t.  VI,  p.  342]  ;  par  M.  Georges  Ritl. US 

▼.  Oéomèirie  analyti^iaf)  è  frols  4îfP9i|Sf^Bf  •  ' 

La  surface  d'un  cylindre  oblique  k  base  circnlaire  est  èqolTalenle  à  celle 
d'un  rectangle  dont  un  cùié  serait  le  diamètre  du  cercle,  et  Paotre  côté 
la  circonférence  d'une  ellipse  ayant  pour  axe  la  banteo'r  et  Tarète  do  ej- 
lindre  [Prol).  1^4,  t.  V,  p.  671];  par  M.RIsp^l ......'. l( 

Même  Ibéorèroe  par  M.  Gabossi  de  Bajor 102 

Dans  on  paraboloïde  hyperbolique  dont  les  paraboles  principalts  ¥»t  ég|l«s 
et  dont  les  plans  directeurs  sont  perpendiculaires  entre  eux,  la  somme  ou 
la  différence  des  distantes  des  divers  points  d'uqe  mèque  ligne  de  coof  bure 
à  deux  génératrices  rectilignes  fixes,  est  consunte  fProb.  146,  t.'vi, 
p.  tisj;  par  H.  B.  CaUlan 98| 

De  tentes  les  pyramides  ayant  même  angle  polyèdre  au  sommet  el  mé^e 
bauteur,  la  plus  petite  en  Tolume  a  ponr  centre  de  gravité  de  se  base  le 
pied  de  sa  hauteur  [Prob.  46, 1. 1,  p.  5i9]  $  par  M.  B.  GaUlau .  SS8 

Dans  un  paraboloïde  hyperbolique  dont  les  paraboles  prinsipeles  seni 
égales,  la  somme  ou  la  différence  des  disUnces  des  divers  points  d'une 
même  ligne  de  courbure  à  deux  génératrices  rectilignes  fixes  est  con- 
sume [Pro)>.  H6,  y  VI,  p.  216}  ;  par  M.  Ossian  Bonnet S7S 

Étant  données  deux  ellipsoïdes  semblables,  concentriques,  et  ayant  leurs 
axes  principaux  homologues  dans  la  mémo  direction ,  tout  cylindre  cir- 
conscrit du  petit  ellipsoïde  coupe  le  volume  du  grand  dans  un  rapport 
simple  qu'il  s'agit  de  trouver  [Prob.  i4i,  t.  VI,  p.  2i6];  perV.  (|e  Perrodil.  {Si 

QUESTIONS  DTXAMEN. 
I.  Algèbre  élémentaire. 

Théorie  des  exposants  de  nature  quelconque.  [Composition  u,  t.  V,  p.  to4]: 
par  M.  0.  Terqoem |M 

Trouver  quatre  nombres  en  progression  par  quotient  ou  bien  en  proportion 
par  quotient  quand  on  connaît  leur  somme,  celle  (je  leurs  carrés  el  celle 
de  leur  quatrième  puissance;   par  M.  A. Tachette m 

Résolution  de  quelques  systèmes  d'équa(ions  pouvant  se  rsmener  è  des 
équations  du  second  degré  par  un  choix  convenable  d'inconnues  auxi- 
liaires; par  M.  Hoet 271 

ZX«  Algèbre  supérieure. 

Étant  donnée  une  équation  algébrique,  trouver  l'équation  qui  a  pour  racine 
les  racines  carrées  prises  avec  un  seul  signe  des  racines  de  la  propofée  ; 
par  M.  O.  Terquem J  416 
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m.  Oéoméirîe  élémenUire. 

ËUnt  donnés  dans  nn  plsn  an  cercle  et  aoe  dreile  AB  qal  ne  rencontre  pas 
le  cercle ,  de  chaque  point  M  de  la  droite,  on  mène  deux  tangentes  au 
cercle  et  on  joint  les  points  de  contact  par  une  corde  qui ,  prolongée ,  ra 
rencontrer  AB  en  un  point  M'  ;  on  a  donc  pour  chaque  point  M  on  seg- 
ment MM' .On  demande  s'il  y  4i  dans  le  plan  un  point  0  d'où  l'on  voie  |our, 
an  angle  droit  dans  tous  ces  segmenU;  on  demande  ensoite  s'il  y  en  a  hors 
du  plan ,  et  enfin  s'il  y  en  aura  quand  la  droite^ncontrera  le  cercle. 
[Concours  d'élémentaires  1846];  parM.  Droueu t6l 

Dans  on  triangle  quelconque  PQR  on  Joint  deux  à  deux  les  milieux  des 
cdtés;  on  forme  ainsi  un  nouveau  triangle  k^fi;  puis  par  chacun  des 
sommeto  de  ce  triangle  on  mène  des  tangentes  à  la  circonférence  inscrite 
dans  le  triangle  donné  PQR.  Ces  tangentes  rencontrent  les  côtés  opposés 
du  triangle  A,B»G  en  trois  pointe  a,b,e  qui  sont  en  ligne  droite.  [Concours 
de  spéciales,  1847];  par  M.  J.  Bonnel .' tn 

Solution  couronnée  du  même  problème  ;  premier  prix,  M.  Caron  Jnles.  ...  877 

TV,  Trigonométrie  reotflîgne. 

A,B,G  étant  les  trois  angles  opposés  respectivement  aux  cètés  ajb^  d'un 

sinA 
triangle,  déduire  la  formule  a>  —  6<+^  •—  26ecosA  de  l'égalité— ^- 

sinB     sinC         „  ^  « 
—  "jT*"*  "T"  »  P*'  *•  0.  Terquem ^  •   H 

])\in  point  D  d'un  diamètre  FDE  d'un  cercle,  on  mène  une  sécante  quel- 
conque BDA  au  cercle ,  en  A  et  B  on  lui  mène  les  tangentes  AC,  BC  et  on 
joint  D,G.  Démontrer  que  tang  ADB.  tangEDC  =  constante.  [T,  V,  p..  703, 
composition  ii  ];  par  M.  Mouiter lOi 

Résoudre  l'équation  sin»+ftcos-a;-«e[T.  V,  composition  o,  p.  708];  par 
M.  Terquem 20S 

V.  Oéomèlrie  analytâ^iae  à  deux  dîmensîotts. 

Théorèmes  sur  les  divisions  en  moyennes  et  extrêmes  raisons  dans  les  co- 
niques et  sur  les  cordes  passant,  par  un  point  fixe  et  divisées  en  raison 
donnée;  par  M.  0.  Terquem.  .  •  i ÎS 

Note  sur  cet  article 181 

Si  dans  l'équalion  d'une  ligne  du  second  ordre  on  a  n— DE— 2BF—0,  me- 
nant par  l'origine  une  droite  quelconque,  le  coefficient  angulaire  de  celte 
droite  moiliplié  par  le  coelficienl  angulaire  de  la  droite  qui  va  de  l'origine 
au  pOle  de  la  première  droite  est  un  produit  constant  ;  par  M.  0.  Ter- 
quem  83 

Étant  donnée  une  ellipse,  si  on  lui  circonscrit  des  recUngles  tels  que  ABCI), 
on  sait  que  tous  les  sommets  sont  situés  sur  un  même  cercle  concentrique 
à  l'ellipse.  Soit  MNPQ  le  quadrilatère  formé  par  la  jonction  des  points  de 
contact,  on  propose  de  montrer  : 

10  Que  les  deux  celés  consécutifs  MN,  et  NQ  sont  également  inclinés  sur 
la  tangente  AB  qui  passe  par  le  point  N  qui  leur  est  commun, 

2o  Que  leur  sommeMN+MQ-est  consUnte  quel  que  soit  le  rectangle. 

8**  Que  toutes  ces  droites  telles  que  QM  ,  MN  sont  toujours  tangentes  A  une 
même  ellipse  décrite  des  mêmes  foyers  que  la  proposée  [Question  du  con- 
cours général  de  1846]  ;  par  M.  Paul  Serret 64 

Même  question;  par  M.  Drouels 159 

Généralisation  de  la  composition  4 ,  t.  V,  p.  509,  et  démontrée  t.  V,  p.  618; 
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par  M.  Paal  Samu 104 

Quand  deax  eoarbet  do  Mcond  dêtsré  ont  un  foyer  eomman ,  ai  l'on  mène 
de  ce  point  deux  rayons  reclenra  am  extrémitéa  d'an  diamètre  quel- 
conque de  l'une  des  courbes ,  la  somme  on  la  différence  de  ces  rayons  di- 
visés respectiToment  par  les  rayons  de  la  seconde  courlte,  dirigés  suivant 
les  mêmes  droites  que  les  premiers,  est  constante  [Composition  s,  t.  V , 
p.  702]  ;  par  M.  Gérono iSO 

Lien  des  milieux  des  cordes  de  direction  donnée  iniereeptées  entre  deux 
coniques  [Composition,  i3,t.  T,  p.  los]  ;  par  M.  0.  Terquem 202 

Un  triangle  PQR  étant  circonscrit  i  un  cercle,  on  forme  on  second  triangle 
ABC  dont  les  sommets  1,B,C  soient  les  points  milieux  des  cétés  du  pre- 
mier. Des  sommets  de  ce  second  triangle  on  mène  au  cercle  les  tangentes 
Aa,Bè,Ce,  qui  rencontrent  en  ajb^e  les  cétés  opposés  k  ces  sommets  :  on 
demande  de  prouver  que  ces  trois  points  a,ft,e  sont  en  ligne  droite,  on 
▼erra  si  ie  théorème  a  égalemeni  lieu ,  quand  k  la  place  du  cercle  inscrit, 
on  prend  une  section  conique  Ungenie  aux  trois  côtés  du  triangle  PQR 
[Concours  général,  it47]  ;  par  M.  J.-l.  Serret^  .  .  .  ' Soi 

Questions  sur  le  mouvement  uniforme;  droites,  cercles,  etc.;  par  M.  OL 
Terquem ' 40i 

VZ.  KéUung«B« 

Note  historique  sur  la  notation  cartésienne  des  ei^osants  ;  par  M.  ÉUenne 

de  la  Roche ^  .  .  .  .  i S5 

•  Note  historique  sur  le  binôme  de  Newton ,  les  exposants  négatifs  et  fraction- 
naires; par  M.  0.  Terquem S5 

LeUre  sur  le  théorème  de  Fermât,  démontré  par  M.  Lamé  ;  parM  O.Terquem.  isa 

Nécrologie  de  M.  Durville  ;  par  M.-l.-J.-H.  Y *.....: 880 

Notions  essentielles  d'algèbre  élémenuire  de  M.  A.  Laisnè  ;  par  M.  0.  Ter- 

*    quem : 248 

Blémento  d'arithmétique  de  M.  E  Lionnet;  par  M.  0.  Terquem 438 

Collège  royal  de  la  Flèche ,  en  i84T 4TS 

Note  sur  la  géométrie  analytique  de  la  sphère 474 

ArilhBsètlqne  de  M.  Verhnlst 284 

Arithmétique  de  M.  Lionne! S68 

Arithmétique  de  M.  Guilmin 385 

Géométrie  simpliflée  de  M.  y  Percin \  .  .  S8S 

Leçons  de  géométrie  analytique  de  MM.  Briot  et  Bouquet 4S3 

Notice  statistique  sur  l'administration  intérieure  et  extérieure  delà  France; 

par  M.  LéonLalanne 4&3 

Thèse  de  mécanique  céleste;  par  M.  J.  A.  Serret 4S4 

Souscription  à  une  traduction  d'un  oavrage  de  M.  Joseph  Salomon;  par 

M.  Koraiek 4^ 

TUI.  ÇoMtioBs  proposées. 

Questions  140,  141 ,  I42,  14S. 434 

Questions  144,  I4S,  I48,  |47,  148 212 

Questions  149,  IM  ,  ISl ,  1S2  ,  ISS  ,  1S4,  155 ,  IStf 241 

Bamarquesur  la  question  IS4 S05 

QnOStiona  1S7,  158>  I58,  180*  16l,  182,  I83 272 


Digitized 


by  Google 


—  502;— 

^rand  coneonn  dé  1847 * '294 

GompotiUons  écrites  de  I'£cole  politeehniqae IM 
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Suite  de  ce  programme 448 

ÇoDCOurf  d'agrégation  de  l'université  de  Frapee 889 

Enoncé  du  journal  de  CreUe(i846) 84i 

puestions  165,  166,  I67,  168, 169 894 

Concours  d'admission  à  l'£cole  normale  (1847) 488 

Généralisation  de  théorèmes,  t.  IV,  p.  648,  et  t.  V, p.  65 •* .  .  104 

Enoncés  de  théorèmes  relatib  aux  propriétés  focales  des  coniques. 230 

Questions  170-174 454 

Collège  de  la  Flèche 478 
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ERRATA. 


TOME  I.  {anfulèmë  iupplimeiit,) 

Page  168,  ligne  la,  en  remontant»  iSay,  lùeg  t  1717* 
Page  5a6y  ligsw  20,  en  descendant»  gS,  lis€M  t  90. 

TOME  U.  {Quatrième  tu^lèmau,) 
Pttj;to    43,  UgiM  11,  en  descendant,  4^3,  tyoute»  1 1. 1. 
Page  43I9  ligne   7,  en  descendant,  -^  x> •  ^^'  '  +  -rt  +  --• 

TOME  !▼.  {deuxième  fuppliMênt) 

Page  996,  ligne  t4»  en  desbendatit^  »'Aà),  ftses  t  s/(a). 
Page  396,  ligne   9,  en  temdnUnt ,  Rjb*.  Ce  teste  qui.. .  liàêi ,-  lU*ce, 
reeleqw. 

.  Page  400,  ligne   9,  en  descendant,  r,  HseM  :  r^. 
Page  4oo,  ligne   8,  en  remontant,  atang'^,  lises  :  n^tan'f  • 
Page  5'iS,  ligne  i5,  en  descendant»  (i),  effac9M. 
Page  6a8,  ligne  la»  en  remontant,  (a),  ii$4B  1  (1). 
Page  5a8,  ligne  9»  en  reaonunt,  (a) ,  iues.-  (1). 

TOME  y.  {Prtniiet  tupplUnent,) 

Page  164»  ligne  10,  en  remontant  »y(«J*  ^^Mf  <  — yi»»)* 

Page  aai^  n**  3i,  3a...  36,  meM»  partout  t  bis. 

Page  a06,  ligne    8,  en  descendant ,  aap ,  UseM  t  =  ap. 

Pag'e  a66,  ligne   9,  en  descendant ,  p — AA',  lises  s  ^{p — AA'), 

Page  a66,  ligne  10,  en  descendant,  p^hh'\  lises  t  oip-^hh"). 

Page  a66,  ligne  11,  en  descendant,  p — A'A'^  Ihes  t  i{p — A'A"). 

A**A'«A"*               A'A''A" 
Page  a06.  ligne  la,  en  descendant,   — r-r=-»  'wm ;  » . 

Page  7aa,  ligne    9,  en  remontant,  laS,  effaces» 

TOMP  VL 
Page    37,  ligne  iS,  éh  desceiidant,  Fig.  5,  ejfaces. 
Page   4^9  ligi^®  69  «>^  remontant,  7,  /ûej  :  7. 


Digitized 


by  Google 


—  504  — 

Page    5i,  ligne   9,  en  descendant,  Fig*  9,  iite%  t  Fig.  7  bis. 

Page    99,  ligne  10,  en  descendant,  Â.  Menés,  UstMs  A  menés. 

4i  IQ 

Page  iio,  ligne  i3,  en  descendant,  -^,  lUeE  :  ~. 

19  ^  41 

Page  1 10,  ligne  i3,  en  remontant,   le  dénominatear ,  /iics  t  Us 

dénominatears. 

Page  110,  ligne    4i  ^°  descendant,  limites,  liiest  limite. 

Page  110,  ligne   7,  en  remontant,  rationnelle, /iiej  .•  irrationnelle. 

Page  i3o,  ligne    9,  en  descendant,  a — an  ,  liiez  :  ^,«— on. 

Page  168,  ligne  la,  en  remontant,  les  courbes,  lises  :  U  courbe. 

Page  189,  ligne    8,  en renyontant ,  démontre,  lises  /démontré. 

Page  an,  ligne    4^  *^  remontant,  (À+G),  UséM  :  (A+C— Bcosy). 

Page  911,  ligne    4*  ^^  remontant,  t.  I,  lises  :  t.  II. 

Page  an,  ligne    5,  en  remontant,  'G,  Uses  t  G*. 

Page  aii,  ligne   5,  en  remontant,  K^'/R',  lises  :  K''/'R'. 

Page  ail,  ligne  II.  en  descendant,  l^'CA+G)'+msin'y,   lises  / 

l^(A4-G — Br.o8>)*  -;-iMsiu''y. 

Page  a35,  éqaation  (3),  x^,  lisex  s  x^. 

Page  a38,  éqaatiôn^(8),  x*+r*>  '«««*  •"  (*'+r')'- 

Page  a65,  ligne  i5,  en  descendant,  fig.  (47)»  effaces. 

Page  a66,  ligne  i3^  en  descendant,  fig.  (48),  lises  :  fig.  (4;). 

Page  a68,  ligne    7,  en  descendant,  d:*=:a/',  lises  1  x*-^a/'. 

Page  273,  ligne  i3,  en  descendant ,  S\  lisez:  S^. 

Page  373,  ligne    9,  en  descendant ,  analytique,  lises  :  elliptaqiM. 

Page  343,  ligne  i4>  6n  descendant,  i,a|,  lisps  :  i|  2,. 

G  c 

Page  35a,  ligne  i3,  en  descendant,  -,  lises:  -. 

X  X 

Page  374i  ligne  i4t  en  descendant,  asanjëttie.  Uses:  assujetties. 
Page  375,  ligne.  6,. en  remontant,  y'^tlx'^^  lises  :  y*dx±z. 
Page  375,  ligne    6,  en  remontant,  x^dy±:^  lises  :  x'*dy\. 
Page  394,  ligne    7 ,  en  descendant,  l'enveioppe,   Uies  .*  la  déve- 
loppée. 

Page  374f  Ugne  14»  en  descendant,  assujettie ,  lises  :  assujetties. 
Page  440  liffnc    3,  e  n  remontant,  i683,  lises  .-1713.  . 


PAElS.r-IMFUHKRIE  DB  FÂIR  ET  THIINOT. 
Hm  RaelM,  ss,  prèc  d«  rodéoa. 
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